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Prologo.

Este trabajo contiene, en sus cuatro primeros capitulos, una recopilacion de
material sobre el problema de momentos. El capitulo 5 estd constituido por
resultados originales , que tienen por objetivo demostrar el teorema que figura en la
seccion 2.4: caracterizar el espacio de momentos de una sucesion de exponenciales
reales. Dichos resultados formaron parte de la tesis presentada para optar al grado
de Magister, dirigida por el Dr. Edgardo N. Giiichal.
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CAPITULO 1

EL PROBLEMA DE MOMENTOS: GENERALIDADES



1.~ INTRODUCCION

En este capitulo se enuncian aloqunos problemas de momentos
especiales y criterios de solubilidad de los mismos. Se dan
definiciones de conceptos y algunos resultados bAsicos que seran
de utilidad en los capitulos 2 vy 3. Finalmente en la Jdltima

seccidn se da una resefia histdrica del problema de momentos.

2. - FORMULACION DEL PROBLEMA DE MOMENTOS

Dada una funcidén no decreciente p(t) de la variable real t, o 1lo
que es lo mismo una medida no negativa de(t), se llaman momentos

de ¢(t), si existen, a las siguientes cantidades:

b

c = J t" dp(t) n=10,1,2,... €1.1)
a

Algunos problemas de momentos especiales son los sigquientes:

a) Si (a,b) = (O,w) se denamina problema de momentos de STIELTJES

b) Si (a,b) (-o,w) se denomina problema de momentos de HAMBURGER

c¢) 51 (a,b) = (0,1) se denomina problema de momentos de HAUSDORFF.

Cabe notar gque los problemas de HAUSDORFF y de STIELTJES son casos
particulares del problema de HAMBURGUER.

En el problema de momentos se fija wuna familia de funciones
¥ = (wa} (en el caso de (1.1) la familia ¥ se compone de las
funciones wn(t) = tn), y se trata de determinmar la medida dy dadas
las integrales de las wn respecto de ella, y en caso que exista,
bajo que condiciones el problema es determinado o indeterminado.,
es decir, tiene una Unica o infinitas soluciones.

Hay generalizaciones en las cuales la teoria ha sido extendida a
otras familias W

Por ejemplo, en el estudio del problema de momentos (1.1) tiene
importancia el hecho que toda funcidén continua puede aproximarse
por polinomios de potencias, y varias generalizaciones de la
teoria de aproximacidn por polinomios har originado
generalizaciones correspondientes de la teoria de momentos. Asi,

por ejemplo, segun un teorema de MUNTZ [S), toda funcidén continua

1. EL PROBLEMA DE MOMENTOS: CENERALIDADES



puede aproximarse por combinaciones lineales de funciones de la

formas
"k ® 4
u&(t) =t . Siempre que E'TT_= [o%
k=1 k

Esto sugiere considerar momentos respecto del sistema:

- .k
{wk(t) = t }

Otra generalizacién es el siguiente problema general de los

momentos estudiado por LIVSHITZ y KREIN [A}: Sea L = ({f(t)} wun
sistema lineal de funciones analiticas sobre la recta real, con la
propiedad gue si f e L y f(a) = O, entonces tambiegn:

f(t)

t - a L
Supongamos defintdo sobre L un producto casi escalar con las

propledades ordinarias de producte escalar, salvo .que puede ser
(f,f) = 0 para f # 0. El problema general de momentos consiste en
hallar una medida de(t) tal que para todo par f,g perteneciente «a

L sea:

(f,g) = J f(t).g(t) de(t)
Vv estudiar st tal medida es unica.

Si en vez de medidas sobre la recta se consideran medidas sobre

la circunferencia, se obtienen los momentos trigonométricos:
zn
T_ = J e Mdep(t)
n
o
cuya teoria estd estrechamente ligada a 1a del problema de

‘momentos €1.1) en un intervalo finito. Reemplazando n por la

variable continua s se obtiene el analogo continuos

0 -ist
TB = 1(s) = J~ e de(t)
-0
En el caso de los momentos €1.1) con un intervalo (a,b) finito,
asl como en el caso de momentos trigonométricos, el problema de

1. EL PROBLEMA DE MOMENTOS: GENERALIDADES
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los momentos es siempre determinmnado. En cambio, en el caso de
STIELTJES o de HAMBURGUER, el problema puede ser indeterminado. No
nos ocuparemos en lo que sigue de los problemas de momentos

trigonométricos.

3. - CONCEPTOS BASICOS

La medida de(t) da origen a la funcién analitica:

o(z) = r Ei—z dp(t)
a

definida para Imz # 0, y llamada !a transformada de CAUCHY -
STIELTJES de @(t); reciprocamente, dada o(z) queda perfectamente
determinada la medida de(t) por una férmula de inversidén.
Formalmente, los momentos cn son los coeficientes del desarrollo

de ¢ en serie de potencias:

p(z) =

si bien esta serie puede no converger. La serie anterior se
desarrolla a su vez formalmente en una fraccién continua de la

forma:

X A 1 1

plz) = z +c  z +¢c_ T = [a 2] * fa_z] e
1 2 1 2

que se designard con F. La fraccién ¥F da origen, pues, a otras dos

sucesiones Ay ¢, y con éstas se construye una matriz de
n n
JACOBI:
c X O .
1 1
J = c_ A .
1 2 2
Recordemos gque una matriz J = (a..) se dice de JACOBI si aj = (0]
ij v
para {i -3l > 1, y a = a e R, a.. > O.

i-f,1 t,i+4 il
La matriz J puede considerarse como una forma cuadratica:s

2
X, + 2. A X
L ey E A%y

1. EL PROBLEMA DE MOMENTOS: GENERALIDADES
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de infinitas variables o como un operador sobre el espacio de
HILBERT de infinitas dimensiones. Por lo tanto, toda medida de(t)

da origen a los siguientes entes matematicos:
de(t) (Cn) y o(z) , F o, J

que se utilizarin en capfitulos siguientes.Para mas detalles, puede
consultarse [A].

Otros resultados que se utilizaran mas adelante son los TEOREMAS
DE HELLY [W):

TEQOREMA 1: Sea la sucesion de funciones:

o]
(w0 )
n
n=o0

de variacion unijformemente acotada en a £ x £ b y tal gue:
Iotn(a)| T A, n = 0,1,2,...

para alguna constante A. Entonces existe un conjunto de enteros:
2] <n < n_ <...
o 1 2

Vv una funcion alx) de variacion acotada en a < x £ b tal gue:

fim o (%) = a{x), a < x < b
ivo i

TEOREMA 2: Sea la sucesion de funciones:

a
{ a (%) }
n
n=0

de variacion uni formemente acotada en a < x < b. Sea:

£im o (x) = a(x), a=<x=<6»b
N+ n

y sea f(x) continua en a £ x £ b. Entonces:

]
Lim f(x) dan(x) = Jb f(x) daix)
a

n-+00 a
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4, - CRITERIOS DE SOLUBILIDAD DE PROBLEMAS DE MOMENTOS ESPECIALES

4.1.- Introduccién
Sea R un espacio euclideano de dimensidn k y sea dada una sucesidn

maltiple infinita de constantes reales:

c. B ji,jz,...,jk = 0,1,2,...

El objetivo es encontrar condiciones necesarias y suficientes para
que exista wuna funcidén no decreciente k-dimensional ¢ cuyo
espectro o(p) este contenido en un conjunto cerrado %y dado de

antemano, y que sea solucién del problema de momentos:

3 j]
: 1 k . . .
c, . .= t ...t dp 3 J 33 _ 4eee,d, = 0,1,2,...
3y J;? 1 k 172 3
Para simplificar discutiremos sélo el caso k = 2; no es dificil

extender el resultado al caso de cualquier ndmero de dimensiones.

Sea P(x,y) un polinomio en [R:

P{x,y) = > alb.xL y]
iy o
donde at, ?ison constantes reales o complejas.

Sea la funcional:
E(P) = YT c, . ab,

£En particular:

£(x* v = ¢ .

(3]
TEOREMA 1: Una condicton necesaria y suficiente para gue el
problema de momentos definido por la sucesion de momentos (cj}
v
tenga una soluciton es gue la funcional £(P) sea no negativa en Oy
es decir:
L(P) 2 0, st P{x,y) Z O en g

Este teorema es una aplicacidédn inmediata del siguiente teorema de

extensiédn de funcionales no negativas:

TEOREMA: Sea M una variedad lineal de funciones a valores reales
f(t) definidas en un espacio 2 , t € Q. Sea A% una subvariedad
lineal de M, v sea fo(x) una funcional aditiva y homogeénea

1, EL PROBLEMA DE MOMENTOS: CGENERALIDADES
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definitda en J% vV no negativa en Qo, es dectir:

£ (f + f ) =2 (f )+ 2 (f ) , f ,f e M
o 1 2 [s} 1 o 2 1 2 [¢}
£ {(c.f) = c.B(F) f e M

o : o}

$o(f) Z 0 st f(t) 20 VtenNn €0

donde Qo es un conjunto dado de 2, gue en particular puede

colncldir con Q.
Para las demostraciones puede consultarse [ST]).

El TEOREMA 1 puede aplicarse para derivar condiciones necesarias y
suficientes para la existencia de soluciones de varios problemas
de momentos especiales, caracterizados por una eleccién especial
de R, algunos de los cuales se detallan en las secciones

siguientes.

4.2.- El1 problema de momentos de Hamburguer.
Aqui R coincide con el eje real. Entonces <:_Lj = O para j 21, v se

tiene una sucesidén de momentos simple:
c = c s n = 0,1,2,...

y el problema se reduce a determinmnar una funcidén unidimensional

e{x) tal que:

©
c = J x" dp(x)

n
0
Entonces es suficiente considerar polinomios vy funciones de «x

solamente, y definir la funcional £ como:
n n _]
.‘E{Pn(x)] = ¥ ox. a-i , Pn(x) = '}: a. x
= =0
Se establece entonces el siguiente resultado:

TEOREMA: Para gue un problema de momentos de HAMBURGUER:

[
c = J‘ x" dy , n = 0,1,2,...
n -00

tenga una solucion es necesario gue:

1. EL PROBLEMA DE MOMENTOS: CENERALIDADES
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A =

n ’C'wjloS‘L,an O, n = 0,1,2,...

Para gque exista una solucion cuyo especlro no sea reducible a un

conjunto finiltc de puntos es necesario y suficiente gue:

A >0 ,n=0,1,2,...

Para gue exista una solucion cuyo espectro consista de (k+1D

puntos distintos es necesarico y suficientle gue:

>
f
>
1l
i
o

> Oyuaue > O
Ao ’ ’Ak k+1 k+2

El problema de momentos es determinado en este caso.

4.3. - E1 problema de momentos de STIELTJES.

En este caso R coincide con la parte positiva del eje real. Como
en el caso precedente, hay que considerar sélo momentos cn = Cno’
y s6lo polinomios y funciones de una variable. E1l problema de

momentos se reduce a:

c = Jm xT dp, n = 0,1,2,...
[o]

y una condicién necesaria y suficiente para la existencia de una

solucidén es que:

(o]
L(P) = ¢ aj.c = 0

j=o !

toda vez que:

n
P(x) = a + a .- x +toeot @a . x 2 0, para x = O
n

Aplicando esta condicidén a dos polinomios especiales:

njlz2
a + 8 .x%x toe.F A L X
o] 1 n

resulta que:

]
M3
n
o
o
v
o

Q (a)
n

il
.Mj

Q'ca)
n

que es equivalente a:

1. EL. PROBLEMA DE MOMENTOS: UENERALIDADES
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n
A = lc. | . 2 0
n t+ji1,)=0

(1) n
Ja = c. .. =0
n 1+l ] L, =0
para n = 0,1,2,.... Como en el caso precedente, se deriva el

siguiente :

TEOREMA: Una condicion necesaria para lta existencia de una

soluction del problema de momentos de STIELTJIES:

c = Jm t"dp , n = 0,1,2,...
o]

A z0,aYz2z0,n=0,1,2,...

n n

es gue:

Para gue exista una solucion cuyo espectro no sea reducible a un

conjunto finitto de puntos es necesarico y suficiente gue:

A >0, A" o0, n=0,1,2,...

n n

Para gue exista una solucion cuyo especlro consista de exactamente

k+1l puntos distintos de t = 0, es necesario y suficiente gue:
A()O,...,Ak>0, Ak+1=Ak+2=...=O
1) (1> (1) 1) _
A( >O,...,Ak > 0, Ak+1_Ak+2_"'_o

mientras gue para gue exista una solucion cuyo espectro consista
de k+l1 puntos, uno de ellos <{gual a cero, es necesario y

suftciente que:

(1) (1) 1> (1)= -
At> 0 o oA 0,80 =0 e. =0

En los ultimos dos casos el problema es determinado.

4.4.~ El problema de momentos de HAUSDORFF.
El conjunto R se reduce ahora al intervalo cerrado [0,1]. Usando

la notacidén:

1. EL PROBLEMA DE MOMENTOS: GENERALIDADES
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n n j
.?.’(Pn) =§:°a‘.c ’ Pn(x) = .Z 3.X

se concluye que una condicién necesaria y suficiente para la

existencia de solucién es que:
Pn(x) >0 en {0,1] = x(Pn(x)) z 0

Para transformar esta condicién es necesario discutir la
representacién de polinomios no negativos en {0,1], para lo cual

utiliza los polinomios de BERNSTEIN:

DEFINICION: Si{ f(t) es una funcion univaluada y finita en [0,13,
el polinomio de grado n:
B (t;f) = 5 f(v/n).[;]tp.(l - )P
v=0
es llamado el polinomio de BERSTEIN de grado n asociado con f(t).
Una propiedad importante de los polinomios de BERNSTEIN es la

siguientes

st Pm(t) es un polinomio fijo de grade m, entonces:

m-1 P (t)
B (t;P ) = P (t) + [ ==
n m m s
g=1 n

donde los polinomios Pms(t) no dependen de n'y son titdénticamente

tguales a cero en en caso gque P (t) sea constante.
m

BasiAndose en estos resultados se demuestra el siguiente:

TEOREMA: Una condicion necesaria y suficiente para que el problema

de momentos de HAUSDORFF:

n

c = J1 t"dp , n=0,1,2,...
o]

tenga una solucion es gue todas las diferencias:

Akcv >0, k,o=0,1,2,...
donde:
A% = ¢
A‘c =c _ - C

4. EL PROBLEMA DE MOMENTOS: GENERALIDADES
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5. -— RESENA HISTORICA DEL PROBLEMA DE MOMENTOS.

Los primeros desarrollos de la teoria de momentos consistieron en
un tratamiento algebraico del problema en el caso particular de
momentos (1.1)> donde:

P (2)

(P(Z) =}>(—Z) 1.2

donde P(z) es un polinomio de grado n. En 1839 el matematico suizo
Jacques Charles STURM (1803-1855), el inglés James Joseph
SYLVESTER (1814-1897) vy el aleman Carl Wilhelm BOCHARD
(1817-1880) +trabajaron en este problema que eqivale, segun
demostraron, al problema de descomposicidn de (1.2 en fracciones
simples, con tt > 0, o sea, que las rafces de PFP(z) son todas
reales no negativas. El resultado fundamental de STURM y SYLVESTER
consiste en que las raices de P(z) son todas reales no negativas
st y solo si son no negativos los determinantes:

n n

Ai. = |H'+j|o

i Ai. = IU
Edward John ROUTH también estudié este problema.
En 1853 el matematico francés Charles HERMITE {1822-~1905) mostré

la relacidén existente entre la teorfa de STURM - SYLVESTER vy 1la

i.+j+a|o

teorfia de formas cuadraticas. Mostré que el problema de
descomponer (1.2) en fracciones simples era equivalente al de
reducir la matriz J a su forma candnica en el caso que J y F son
finitas; luego, conociendo la forma candénica de la matriz J queda
determinada la solucién del problema de momentos.

En una serie de trabajos que se inicia en 1855, el matem&atico ruso

Pafnuti Liwowich TCHEBYCHEFF (1821-1894) discutié integrales del

o @(y)
|

(o]

tipo:

con (t) =2 0 s1 t € (~-w,w), Yy sumas del tipo:

0 e’
L g 670

L=-00 i

2
1

Su herramienta fundamental fue la teoria de fracciones continuas.
Pero TCHEBYCHEFF no estaba interesado en la existencia o solucién

del problema de momentos:

1. EL PROBLEMA DE MOMENTOS: GENERALIDADES

10



[0 0}
I t" p(x) dx = c N =0,1,2,...
-0

sino principalmente en los siguientes problemas:
a) Hasta donde una sucesion de momentos dada determina la funcion

p(t)? Mas particularmente, dada:

o0 _tz
J e t"dt =c, n=0,1,2,...
o .

se puede concluir que
plt) = e

O que la distribucidn caracterizada por la funcién:

t
J e{x) dx
-0

Este es un problema fundamental en la teorfa de probabilidad y en

es normal?

la estadistica matematica.
b) Cudles son las propiedades de los polinomios wn(z)

denominadores de aproximantes sucesivos de la fraccion continua:

A A
1 2 .

Z+C — z+C — e e e 7
[zee 1 ~ TZ+c ]

Esto abre un nuevo campo: la teoria general de polinomios
ortogonales, de los cuales sdélo los polinomios clésicos de
LEGENDRE, JACOBI, LAGUERRE, ABEL, LAPLACE y HERMITE se conocian
antes de TCHEBYCHEFF. En el trabajo de TCHEBYCHEFF se encuentran
numerosas aplicaciones de polinomios ortogonales a interpolacién,
expansidn de funciones en series y a cuadrados aproximados.

En trabajos publicados por Heinrich Eduard HEINE en los aRos
1861,1878,1881, se puede encontrar una breve discusién de las

fracciones continuas asociadas con:

p(x)
Jb—z:;—— dx
[« 3

donde la funcién dada e(t) es no negativa en (a,b), y también una
aplicacidn de 1los polinomios ortogonales wn(x) a cuadrados
aproximados.

Un alumno de TCHEBYCHEFF, el matemaAtico ruso A. MARKOFF

1. EIL. PROBLEMA DE MOMENTOS. GENERALIDADES
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(1856~-1922) continudé el trabajo de su maestro aplicandolo, en
particular a la teoria de probabilidad vy al problema muy

relacionado de encontrar cotas precisas parat

Jd d¥(t) , a < c <d < b
c

donde la funcidén ¥(t) es no decreciente en (a,b), de 1la cual se
han dado los n + 1 primeros momentos. Este importante problema fue
propuesto, y su solucién, basada en ‘1las ahora conocidas como
desigualdades de TCHEBYCHEFF, fue dada sin demostracién en 1873
por TCHEBYCHEFF. La demostracién fue publicada por MARKOFF en
1884, después de aproximadamente diez afios. Casi simultaneamente
con MARKOFF resultados analogos fueron publicados por el
matem&tico holandés STIELTJES, quien no menciond los +trabajos de
TCHEBYCHEFF vy MARKOFF. Por este motivo, MARKOFF escribié a
HERMITE, y un extracto de esta carta fue publicado. En respuesta,
STIELTJES publicéd una breve nota en la que reconocia la prioridad
de los matematicos rusos, explicando que el no podia haber
conocido los trabajos de MARKOFF smientras que los de TCHEBYCHEFF
habian escapado a su atencidn.

MARKOFF también generalizé el problema de momentos (1896)
requiriendo que la solucidn p(t) sea acotada. En sus
investigaciones también ocuparon un rol prominente las fracciones
continuas. Las investigaciones de MARKOFF fueron simplificadas vy
presentadas brillantemente en una disertacién de POSSE.

Entre los afios 1894 y 1895, STIELTJES publicé un brillante
trabajo: "Recherches sur les fractions continues" conteniendo una
gran cantidad de ideas nuevas, entre otras un nuevo concepto de
integral, nuestra integral de STIELTJES. En su trabajo propone vy
resuelve completamente el problema €1.2) que €1 llama problema de
momentos (por su conexidén con la mecanica) en el caso que (a,b) =
{O,m).

STIELTJES construye la solucidn del problema dependiendo de 1la

naturaleza de la fraccién continua correspondiente a la integrals

de(t) c c c
I(z,p) = T PV S S
z + t 2 3 la z| la_z|
o 1 z

r4 r4 r4

y a la fraccidén continua "asociada":
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A A A

L 2 a
z+C z+C z+c cere
1 2 3
Haciendo uso de 1la +teoria de fracciones continuas, STIELTJES

mostré que todos los a, son positivos de donde resulta la
positividad de todos los Ai Yy Ci' Mostrd ademis gque esta condicidn
necesaria también era suficiente para la existencia de una
solucidén del problema de momentos. En términos de la sucesidén dada
(cn}, esta condicién es equivalente a 1la positividad de los

siguientes determinantes:

c C e e+ o C
o] 1 n
C c o o o n
A = 4 3 wad i i —
= i 2 ol 10500, jmen sy N = 0,1,2,...
c’ ¢ . . C
n n+1 2n
c c e o e
1 2 n+i
[ c C_ « « « C )
A = 2 3 n+2 = e, . |, , P = 0,1,2,...
n . 1+)+ 1 ¥, 1=0
c’ c . c
n+4 n+2 2n+4

La solucidén puede ser esencialmente uUnica, en cuyo caso se dice
que el problema es determinado, o puede haber mAs de una solucién,
en cuyo caso hay infinitas y el problema se dice i{ndeterminado. La
parte en que STIELTJES estudia cuando el problema es determinado o
no es la mas profunda de su memoria. Ademas da ejemplos de casos
indeterminados y pueba que el problema es indeterminado si y sélo

si es convergente la serie:

Finalmente STIELTJES estudia ciertas soluciones extremales.

THOMAS JEAN STIELTJIES (1856-1894) comenzé su carrera como
astrénomo, y estuvo asociado al observatorio de Leyden durante
seis afios antes de completar sus estudios en Paris, donde escribidé
su disertacidén. Entonces obtuvo una posicién en Toulouse: solicitéd
una catedra de matematica en Groningen antes de ir a Paris, pero a
pesar de ser primero en la lista nunca obtuvo el cargo. Esto
explica por que su trabajo matemidtico estuvo colmado de ideas de

mecAnica. Fue un amigo del matematico HERMITE, con quien mantuvo
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una fructfifera correspondencia hasta su muerte.

Entre los affos 1900 y 1910 se produjo una repentina cristalizacién
de todas las ideas y métodos que se habian acumulado lentamente
durante el siglo XIX. Esto se produjo esencialmente por 1la
publicacidén de cuatro trabajos fundamentales: En 1900 el del
matematico suizo Ivar FREDHOLM (1866-1927) sobre ecuaciones
integrales, en 1902 la tesis del francés Henry LEBESGUE
(1875-1941) sobre integracién, en 19046 el trabajo del alem&n David
HILBERT (1862-1943) sobre teoria espectral, y en ese mismo aflo la
tesis del francés Maurice FRECHET referida a espacios métricos.
Estos nuevos conceptos en anilisis condujeron a los sucesores de
HILBERT a trasladar sus resultados en el lenguaje de lo que ahora
llamamos espacios de HILBERT, lo que hizo posible la discusién de
los sistemas de ecuaciones lineales m&s generales en tales
espacilos.

Uno de los mejores alumnos de HILBERT, el alem&n Erhard SCHMIDT
(1845-1921) a quien se atribuye usualmente el proceso de
ortogonalizacion publicd en 1908 un trabajo en el cual definié 1lo

. . 2 .
que ahora llamamos el espacio complejo f, o ¢ con las nociones

s
de producto escalar y de norma, la definiciénmge ortogonalidad, de
conjuntos cerrados y de subespacio vectorial. La caracteristica
mas importante de este trabajo es la demostracidn de Ié existencia
de la proyeccidén ortogonal de un punto en un subespacio vectorial
cerrado, y la forma puramente geométrica en que SCHMIDT wutiliza

este resultado para discutir el sistema mas general de ecuaciones

lineales en un espacio de HILBERT:
(x y @a)=c 5, n = 1,2,44. (1.32

donde los a son vectores arbitrarios de & y los ¢ nameros
n

complejos arbitrarios.

Para cada n, SCHMIDT considero las variedades lineales afines

cerradas ¥ de tz definidas por las ecuaciones:
n

(x , a) =¢c,., 1 =53 =n

™ del origen de ¥ H la condicidn

y la proyeccidén ortogonal x*
n

necesaria y suficiente para la existencia de una solucién del

sistema (1.3) es que la sucesién creciente:
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{1<™1}

sea acotada; entonces la sucesidén:

)

tiene un limite débil x Zz, que es la solucién de (1.3) de norma
minima. Por supuesto, cada 3% debe ser.distinto de vacio, lo que
significa que cualquier relacidn lineal:

n

kfixk.ak = 0

entre los vectores a debe implicar:
n

Entonces puede asumirse (eliminando algunas de las ecuaciones de
€(1.32) que los a_ son linealmente independientes, y en este caso,
n

SCHMITD obtuvo facilmente la expresidén explicita de "meL

A
"quf - n
D
n
dondes
(a a) (a ya_) + « » (a ,a )
17 1 1’ 2 1’ n
Dn _ (az,al) (az,az) e o . (az,an)
(an,ai) (an,az) e o (an,ah)
y:
0O (ot c c
_ 1 2 n
i‘ (al,ai) (ai,az) . e (ai,an)
An = c, (az,ai) (az,az) o e . (az,an)
cn (an,ai) (an,az) . e . (an,an)

Este enfoque geométrico fue ya compartido en 1906-1907 por otros
dos joévenes matematicos: ERNST FISCHER y el hungaro FRIGYES RIESZ
(1880-1956) en un importante trabajo que los condujo
independientemente a lo que es ahora 1llamado el teorema de
RIESZ-FISCHER, introduciendo una relacién insospechada entre
espacios de HILBERT y la teoria de integracidn.

El tema central de F. RIESZ fue el estudio de sistemas infinitos
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de ecuaciones lineales:
J; f(x).ga(x) dx = Ca 1. 4>

donde ga pertenece a L9I) (I es un intervalo arbitraric, I & R);
‘esto puede ser considerado como una generalizacién del problema
que E. SCHMIDT trato en Zz, debido al teorema de RIESZ-FISCHER.
Para adaptar el método de SCHMIDT a  este problema, F. RIESZ
comenzé extendiendo definiciones y resultados de 1la teoria de
espacios de HILBERT: convergencia uniforme y débil de una sucesién
{fn} de funciones de LP(I) a f e LP(1I) y la generalizacidn del
principio de eleccidn de HILBERT, es decir, la compacidad débil de
la esfers unitaria en Lp(I), que es uno de los ingredientes
principales en la solucién de ((1.4). El otro ingrediente es
derivado de un resultado obtenido por el matematico aleman Edmund
George Herman LANDAU (1877-1938) en 1907: St:

)X anx

n

es convergente para toda sucestion (xn} tal qgue:
o] o
b <
x| ©

entonces:

Aproximando funciones de P por funciones que tienen s&lo una
cantidad numerable de valores, F. RIESZ dedujo del resultado de
LANDAU que, si para una funcion medible g, el preoducto Tf.g es
integrable para toda funcion f & Lp, entonces necesariamente g
pertenece a LY Su solucién de C1.4D sigue entonces la misma linea
que la de E. SCHMIDT; comienza con un sistema del tipo de (1.4
finito para el cual prueba 1la existencia vy wunicidad de una

solucién f e LP para la cual:
J. [£(x) |7 dx C1.5>
b

es minimo. El problema es entonces encontrar condiciones
necesarias y suficientes sobre los € tales que, cuando se toma de

(1.4> un sistema finito correspondiente a los indices o en un
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conjunto finito arbitrario H, el correspondiente minimo MH de la
integral (1.5) tomado para todas las soluciones minimales estan
unti formemente acotados (independientemente de H); el uso de los
dos ingredientes mencionados antes conduce a la existencia de una
solucidén de €1.4> por un argumento similar al de E. SCHMIDT.

La originalidad de F. RIESZ est&4 en haber encontrado un tipo de
condiciédn completamente distinto: la existencia de un nimero M > 0O
tal gue, para cualguier subconjunto_ fintto MH de indices \Y}

cualguier familia (7\0(}0‘6[H de escalares se tiene la desigualdad:

17q
< Q
a)é:'(H Ay o l < M. U: aE{HI)\a 9,02 | dx] 1.6

F. RIESZ aplicé esta condicién en particular al caso en que las 9y
son todas las funciones de Lq(I); (1.6) es entonces equivalente a
la continuidad en LY de la funcional lineal £ definida por:

f(ga) = Ca

y generalizd entonces su resultado anterior en d y C(I}, probando
que se puede expresar este hecho como: E! dual de L%(I) puede ser
identificado con Lp(I); el nombre dual no fue utilizado por F.
RIESZ, aunque dio por primera vez ejemplos de lo que ahora
llamamos espactios.de Banach reflexivos gue no son isomorfos a su
dual.

En 1911, F. RIESZ combind sus métodos para el tratamiento del
sistema €1.4) en LP con el teorema de HADAMARD-RIESZ sobre
funcionales lineales en Cla,b]l] para estudiar 1los siguientes

sistemas de ecuaciones lineales:

Jj ga(x).df(x) = €. C1.7>

donde [a,b] es un intervalo compacto en R, las funciones ga san
continuas en [a,bl], los Ca escalares dados, y se tiene que
determinar una funcién ¢ de variacidén acotada en fa,bl que
satisfaga las ecuaciones (1.7) para todo o. Este problema puede
ser considerado como una generalizacidén del propuesto y resuelto
por STIELTJES.

La condicidédn dada por F. RIESZ para la existencia de una soluciédn
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Z del sistema general €1.7) es similar a la condicién C1.6>: la
existencia de una constante M > 0 tal gue para cualguier familia

finita de escalares (xa)aem se tiene:

aEIH Aa Ca l < M.ov;m GE(HAO‘ ga(x)
Observé explicitamente que el miembro derecho de esta desigualdad
es el limite del miembro derecho de CI:B) cuando g -+ o
La demostracidén es similar a la de (1.4); el proceso resulta mas
complicado pues atn en el caso de un sistema finito €1.7) no hay
ma&s unicidad para las soluciones minimales.

La condicidén (1.4) puede interpretarse de la siguiente forma: si

- a
r Ka 9, = 0 en L7(I)
ot
entonces:
= Aa €y ~ (o]
o

esto implica que, si [F es un subespacio vectorial de LY%I)
generado por los 9y hay una forma lineal £ bien determinada,

definida en [F tal que:

x(ga) = Ca

para todo a. Entonces la condicidn (1.6) significa que esta forma

lineal ¥ es continua en [F; la existencia de f e Lp(I) tal que:

f(ga) = JI f(x).ga(x) dx

para todo o significa entonces que £ puede ser extendida a una
forma lineal continua definida en todo el espacio Lq(I); en otras
palabras es un caso especial de lo que ahora se conoce como el
teorema de Hahn—Banach.

Tal interpretacidén de este resultado no fue dado por F. RIESZ; la
primera mencién de este punto de vista apareci® en un trabajo
escrito en 1912 por el matematico austriaco Eduard HELLY
(1884-1943) en el que da una prueba diferente de los resultados de
F. RIESZ sobre los sistemas (1.7). Después de un intervalo de
nueve afios debido a 1la primera guerra mundial en que fue

prisionero de guerra en Rusia, HELLY retornd a su método en un
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trabajo de 1921, en el que por primera vez trabajé con espacios
normados de sucesiones generales, mediante métodos que no
dependian de las caracteri{isticas especiales del espacio.

Ern 1922 Rolf NEVALINNA estudié el problema con los métodos de 1la
teorfa de funciones de variable compleja vy obtuvo la siguiente
fébrmula que da todas las posibles soluciones (en el caso
indeterminado) expresadas mediante un parametro-funcidn: St {(e(t)?
son las posibles soluciones del problema de momentos supuesto

indelterminado y si {y(z)} son las transformadas correspondientes:
o
_ dp(t)
wor = [ Tgee
-0
entonces todas estas w(z) se obtienen por la formula:

po(z) + N(z).pl(z)

plz) = s
qo(z) N(z).q (z)
donde pwqi, i = 1,2 son cuatro funciones enteras fijas y N(z) es
una funcion de clase N, es decir, una funcion analitica en el

semtplano superior con parte itmaginaria positiva.

A cada N(z) corresponde una w(z) transformada de una solucidn e(t)
y reciprocamente. Para N(z) constante se obtienen las soluciones
llamadas candénicas que son medidas dep(t) a puro salto. De esta
férmula resulta que, fijando z y variando w, los posibles valores
de w(z) correspondientes a posibles soluciones de 1llenan un
circulo I'(z) llamado circulo de Nevanlinna y los puntos de 1la
circunferencia provienen de las vy correspondientes a las
soluciones candnicas.

En el mismo afic el matemAtico hungaro Marcel RIESZ (1886-1969)
estudia la teoria desde el punto de vista de polinomios cast
ortogonales e introduce nuevos e importantes métodos directos,
determinando la clausura de los polinomios en el espacio Lz(dp)
para los de(t) soluciones del problema. M. RIESZ prueba que el
conjunto de todos los polinomios es denso en Lz(dp) s1 y s6lo si
el problema es determinado, o si de es una solucién candnica.
Torsten CARLEMAN mostré entre los affos 1923 y 1926 la conexién
entre el problema de momentos €1.1> y las teorias de funciones
quasi analiticas y de formas cuadrAticas en infinitas variables.
Encontré ademas el siguiente criterio de suficiencia, el mas

general conocido para que el problema sea determinado:
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El problema es determinado sti:

En 1923 Félix HAUSDORFF dio un criterio para que el problema de
momentos €1.1) posea una solucidén necesariamente dnica en un
intervalo finito, esto es, cuando se requiere que p(x) permanezca
constante fuera de un intervalo fintto dado. Dio adema&s una
construccién efectiva de la solucidn y criterios para que é&sta
resulte con propiedades especificas (diferenciabilidad,
continuidad, etc.). Como ya se comentd, en 1853 HERMITE demostrd
en el caso particular que J es una matriz finita, que conociendo
su forma canonica gueda determinada la solucion del problema de
los momentos. Esta idea se generaliza para el caso de J infinita,
pero para ello hace falta desarrollar la teoria de reduccidén a
-formas candénicas de matrices infinitas. Esta teoria fue
desarrollada por HILBERT en el caso de matrices infinitas
acotadas, y CARLEMAN extendid esta teoria elaborando una teoria
importante de matrices no acotadas. Esta teorfa fue precedida por
trabajos del aleman Hermann WEYL (1885-19535) en 19210 para casos
mAas particulares. Con este desarrollo CARLEMAN obtuvo un
tratamiento completo del problema de 1los momentos. Los mismos
resultados fueron obtenidos por el aleman Ernst HELLINGER (1883-)
en 1922 mediante un estudio de las relaciones entre fracciones
continuas y matrices infinitas. Por otra parte, toda matriz define
un operador en el espacio de HILBERT separable, vy la teoria de
CARLEMAN ha sido incluida en la teorfa general de extensidédn de
operadores hermitianos debido a John von NEUMANN (1903-1957) quien
en 19246 arribé a Gottingen para desempeflarse como asistente de
HILBERT., Sus +trabajos, publicados entre 1929 y 1932 fueron
completados luego por STONE, FRIEDRIKS y KREIN.

Alrededor de 1934 Naum Il ic ACHYESER vy Mark Grigorevic KREIN
generalizaron el trabajo de MARKOFF haciendo uso de la teoria de
formas cuadraticas; también extendieron la teorfia al problema de
momentos trigonométricos.

Una forma de utilizar los resultados obtenidos en 1la teorfia de
momentos fue reducir el estudio de ciertos tipos generales de

operadores hermitianos al de operadores del problema de momentos,
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es decir, al estudio de operadores dados por matrices de JACOBI Yy
de extender los teoremas a operadores hermitianos generales.
HELLINGER trabajé en espacios separables y PLESNER, ROHLIN (1941)
y SEGAL (1952) extendieron la teorfa de HELLINGER a espacios no
separables, lo que dio origen a la l1lamada teoria de
mul tiplicidad.

Lo opuesto a un operador autoadjunto viene a ser un operador
hermitiano simple tal que no existe un subespacio invariante en el
que ¢l sea autoadjunto. El operador A de la teoria de momentos
tiene la propiedad gque sus Iindices de defecto son finitos e
iguales y solo caben dos casos: o los indices son (0,0) y el
operador es autoadjunto (el problema es determinado) o los indices
son (1,1) (problema indeterminado) y en este caso A es simple.
ACHYESER, NEUMARK Y KREIN generalizaron la férmula (1946-47) y el
teorema del «circulo de Nevanlina para operadores hermitianos
generales con indices de defecto iguales y finitos. KREIN vy
LIVSHITZ en 1947 obtuvieron una generalizacién completa de 1la
teoria de momentos para operadores simples con indices de defecto
iguales y finitos. KREIN mostré que si A es un operador simple
con indices (1,1) en un espacio ¥ entonces A puede representarse
mediante funciones meromorfas de modo que si al elemento f € ¥ le
corresponde la funcién f(z), entonces a Af le corresponde z.f(z2),
es decir, el operador A se representa por el operador
multiplicacidén por z. KREIN estudié en detalle el caso en que las
funciones f(z) son enteras vy obtuvo para este caso una
generalizacidn completa de la teoria de momentos.

Por otra parte, LIVSHITZ mostré que a todo tal operador
corresponde una funcién analitica, llamada funcion caracteristica
de A de modo gue dos operadores son unttariamente eguivalentes si
vy solo st tienen funciones caracteristicas iguales.

En el caso de operadores maximales, estos tienen una dnica Et no
ortogonal, y PLESSNER se propuso el problema de caracterizar tales
Et correspondientes a operadores maximales.

Las bibliografias consultadas fueron: [A], [Bil, [Bel, (D], [ KNI,
I[MC].
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CAPITULO 2

EL PROBLEMA DE MOMENTOS DE HAMBURGUER



1.~ INTRODUCCION.

Todo problema de momentos gemnera una serie de interrogantes,
siendo los mas importantes los referidos a la solubilidad vy al
numero de soluciones. Este capitulo se ocupa de las respuestas a
estas dos preguntas en el caso del problema de momentos de
HAMBURGUER vy nos ocuparemos de dos enfoques radicalmente
distintos: uno de ellos, debido a AKHIEZER, utiliza principalmente
fracciones continuas, matrices infinitas de Jacobi vy ciertos
polinomios asociados. E1l otro, debido a LANDAU, incluye las
nociones bAisicas de estos espscios para obtener los mismos
resul tados.

Mientras que los argumentos utilizados por AKHIEZER son dificiles
de motivar, éstos representan respuestas a preguntas simples vy
naturales en el contexto de espacios de Hilbert, por lo cual se
reducen sustancialmente las dificultades analiticas del primer
enfoque.

En la seccidén sigquiente presentaremos el problema y los resultados
obtenidos por ambos autores; en la seccidén 3 se detalla el
tratamiento del problema segdn AKHIEZER [Al, vy en la seccidén 4

sequn LANDAU [L}l. En la ultima seccidén se comparan ambos métodos.

2. - EL PROBLEMA DE MOMENTOS Y SU SOLUCION.

Dada una funcidn no decreciente e(t) de la variable real t, o lo
que es lo mismo una medida no negativa de(t), se 1llaman momentos

de ¢, si existen, a los ndmeros

n

c =rt" de(t) , n = 0,1,2,... €2.1)
a

El problema de momentos consiste en, dada la sucesidn:

(20}
c = C
{ n}n:O

encontrar la funcidén no decreciente ¢p(t) tal que se satisfaga
2.1>, Y saber si esta funcidn, también l1lamada medida

representativa estid univocamente determinada. (Se supone que p(t)
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tiene mis de un numero finito de puntos de crecimiento).

Si se verifica que:

j. k=0 I x ik

2.2
N
jE—oai'ak'cj+k SO0 a; =03 =0,...,N

entonces, para cualquier eleccidén de lds numeros complejos {a }:
18

N _ 0 N 2
Y, a.a .c. = J I T a.x, de(x)
k k
i, k=o J i - izo 3ol

y como p{x) tiene mas de un nuamero finito de puntos de
crecimiento, la forma cuadraitica es definida positiva. Entonces la
condicidn (2.2) es evidentemente necesaria para la existencia de

la representacidn (2.1). Se prueba que también es suficiente:

TEOREMA A: S5 la condicidn (2.82) es satisfecha, el problema de

momentos tiene una solucidn,
El otro resultado importante es el siquiente:

JEOREMA B: La medida representativa es unica o, dadeo cualguier
numero real o existe una medida representativa para la cual o es

un punto de masa postitiva.

3. - ENFOQUE CLASICO.

3.1. - Demostracién del TEOREMA A.
La i1dea de la demostracién del teorema A es la siguiente: Utiliza
C 4C 4eseyC para definir una funcional lineal £ en el espacio de

o' 1 2n
polinomios nz de grado 2n de la siguiente forma:
12}

n

£L: N+ R
2

3
x
fl
n
o
I
=~
1A
N
3
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de polinomios ortonormales con respecto a ¥, en el sentido que:

(P P) = &
L vl

donde Pk es un polinomio de grado k vy coeficiente principal
positivo. La existencia de medidas representativas dpn sigue de la
interpolacidén de LAGRANGE en los ceros de ciertos polinomios
particulares, los gquasisatsgenalfes, construidos a partir de los
Pk(x). Finalmente, el teorema de HELLY permite concluir que una
subsucesidén de {dpn} converge a una medida representativa para la
sucesidn completa {them .
Mas detalladamente, la demostracién es como sigue. Como ya se ha
visto., la demostracién de la condicidn necesaria es simple: la
demostracion de la condicién suficiente es mas compleja v la

divide en dos pasos:

al Asume que es dada una sucesidn positiva:

e

Para cualquier n positivo considera el problema de momentos

truncado de orden 2n-1, es decir:

c, = jm x5 dptx) , ko= 0,1,2,....2n~1. 2.3
—w

donde @(x) es una funcidén no decreciente.

Construye en este primer paso una socluci®n particular del problema

de momentos truncado de la siquiente manera:

Considera la sucesidn definida positiva (ck) dada, y construye a

partir de ella una sucesién de polinomios

{n )}

llamados de naimer grade, con las siguientes propiedades que los
caracterizan:
1) Pn(A) es un  polinomio de grado n vy coeficiente principal

positivo.

O m # n
2) f{% P } = & =
n m mn

1. m

It
3
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donde la funcional ¥ est4& definida en el espacio de tados los

polinomios como sigue:

PIR(X) 2 = pc + pec +...+ pc
J 0o o 11 non

donde B(X) = p_ + pX +...+ p A".

o] 1 n
También se pueden definir los polinomios Pk aplicando el proceso
de ortogonalizacidn a la sucesidn de funciones Kk, k = 0,1,2,....,

tomando como producto escalar la expresidn:

Otra forma en que aparecen estos polinomios es considerando la

ecuacidn en diferencias finitas:

b Yia 3y, * bV, =AYy, . kel 2.4
donde:
¥ Dk—ka+1
ak = f{%.Pk(A).Pk(A)}. bk = 5
k
con las condiciones iniciales:
A - ao
P (X)) = 1, P (AN) = ———= 2.5
o 1 b
o
donde:
Co c1 e e Ck
b - c1 cz e e . Ck+1
K :
ck Ck+1 . e e Czk

Con estos polimomios construye una sucesidn de polinomios 1lamados

quasiontegenaleo Pn(K.T) de la siguiente manera:

F X)) = P (X)) — T.P_ _(X)
n n

donde v € R, y nota:
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™
S N A, = AT

los ceros del polinomio P (X,T), que se demuestra que son reales Y
n

simples.

Construye también los polinomios thx). llamados de os»egundes praode,

de la siguiente manera:

1) Considerando la definicién de la funcional » :

Pk(A) - Pk(U)
Q&(h) = fu 2.6

A - u

2) Considerando la ecuaci®n en diferencias. (X)) es soluci®n con
k

las siguientes condiciones iniciales:

Q (X)) = 0, Q(AN) = 1/b ca. 7
o 1 o

Qk(x) es un polinomio de grado k-1, cuyos ceros también son reales
v simples.
Construye entonces los polinomios guasiortogonales Qn(K,T).

Considera ahora la sucesién

[00]
= (n)(_l_)
{“k Hy }k:o

definida por:
Qn(Kk.T)
Pn(xk,r)
Demuestra que otras dos representaciones de los Hk son:

Pwa(xk)'an(Ak) - Ph(Kk).Qn_i(Kk)

o= 2.8

P A PLONY = P AP ()

De la ecuacién (2.4) vy de las condiciones iniciales (2.5 y (2.7
resulta 1o gque denomina "el andlogo de la formula de

LIOUVILLE-OSTROGRADSKII":
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Pkd(k).Qk(h) - Pk(A).de(k) = — , kel

k-1
De aqui resulta que el numerador de la expresidn (2.8) es 1/bn
Considerando yk una solucidn de (2.4) con parametro AN vy z una

solucidn de (2.4) con parametro u, resulta:s

]

b - - - - .
n-1 [yn—izn ynzn—i] bn—i [ym-—izm ymzm—i] ( H A) E Yi?

En particular, si yk = Pk(k), zk = Pk(u) y m = 1 se obtiene la
férmula de CHRISTOFFEL — DARBOUX:
n—41
(g — k)kELPk(K) Pk(u) = bwﬂ{%wﬁ(k).Pn(u) - Pn(X)'qu(“)}
de donde resulta la tercer expresidn de los uk:
1
IJk = n-1 2
E [P O )|
i=o
y por lo tanto By > 0, para todo k.
Demuestra ademids que esta sucesién {uk) verifica las dos
propiedades siguientes:
Q +1(z) - 7.Q (z) n+d M.
A A = 5 — 2.9
I (z2) — v.P (2) i=1 2 — A
N+t n t

n+1

L u, x:‘=f(>\"‘} =c, m=0.1,...,2n-1. C2.10)

k=1 m
donde A < AL <...< A ooa =AMy v ouo= ™).

1 2 n+1 1 1 t L

Introduce entaonces las funciones seccionalmente constantes ¢ (x)
n
que tienen como Unicos puntos de crecimiento los A, en donde las
1

discontinuidades son los w :
1

H = e (X ) - p (X ), 1 =1,2,...,n+1
i N ni-

(o] O

Entonces la ecuacidn (2.10) toma la forma:
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®
c = J‘ X dpy(x). k = 0,1,2...,2n-1 2.11>
-0 -

Por lo tanto, estas funciones wn(x) son ciliertas soluciones del
problema truncado.
O8servacion: Si 7 < w, la ecuacidén (2.10> y por lo tanto la (2.11D

también son validas para k = 2n, y si v = 0, para k = 2n+l1.

b) Toma cualguier sucesién de soluciones no decrecientes pn(x) del
problema truncado de orden 2n-1 (n=1,2,3,...), por ejemplo las
construidas en el paso a). Como 1la variacién total para cualquier

n de la funcién @n(x) es:

la sucesién:

{“’n( X )}ndN

satisface las condiciones del teorema de HELLY. Entonces, existe

una funcidén no decreciente p(x) y una sucesién:

{Pni (% )}'Le(N

tal que en todos los puntos de continuidad de ¢(x) vale la

ecuacidén:

plx) = Zém.pn(x).

L-+00 L

Prueba entonces que @(x) es solucién del problema completo:

©

c, = J x5 dp(x), k = 0,1,2...
-00

En efecto:

Si -A < 0 y B > O son dos puntos de continuidad de ¢(x), por el
segundo teorema de HELLY:
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B B
J x5 dp(x) = tim x5 dp  (x) ce.12>
-A t-C0 ~A ni,

Por otro lado, si 2r es un namero par mayor que k, entonces para

n > r se tiene:
1

® oy Py Ay @y
J x de (x) = J‘ x de (x) + J_ » dep (x) + J x de (x).
_ n. - ni _ oon, n,

0 L A o0 1 B 1

Por lo tanto:

A X k A ><2r x21"
J x* dp_(x) +me dp )| = f e 99,00 *r zrx 9P, 00)
-0 1 B 1 -00 X L B X L

1 A 2 2 C2r
< - I r I r < ____“r
=< Py X dpn.(x) + X dpn-(x) =< P
K -0 i B X i K

donde K = min {A,B}. Entonces sigue de (2.12) que:

X 2r
- € ———
J X de(x) C = -

A K

Resta ahora hacer tender A y B a infinito, pero de tal manera que
—A y B contindten siendo puntos de continuidad de ¢(x). Esto prueba

que:

© k
J X dep(x) = Ck' k = 0,1,2,...
-00

La funcién ¢(x) encontrada tiene evidentemente un numerc infinito

de puntos de crecimiento. En efecto, si ¢(x) posee s&lo un numero

finito de puntos de crecimiento xi, xz,...,xN, para el polinomio:
Plrn) = (x = x )7 (x — x ) ...(x — % )
valdria la igualdad:

©
P{P(x)} = J- (x — x1)z.(x - % )2...(x - xN)2 de(x) = 0O

o]
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[¢9]
gue es un absurdo pues la sucesidn {%k}k-o es positiva. m

3.2.- Propiedades de los polinomios asociados con la matriz de
‘Jacobi.
En discusiones subsiguientes la siguiente fumcidén jugarid un rol
importante:

Qn(K) - T-de(K) Q%(A,r)

w (A, T) = - =—
n P x> - 1.P <X P (A,T)
n n-1 n

Son funciones de variable compleja A, del indice n y del parametro

real 7, -0 < T < w. De la definicién de esta funcidn resulta que:
w (A,0) = w (X,0).
n n—-1

Vale el siguiente resultado:

TEOREMA (HELLINGER): Sea A un numnero complejo fijo en el semiplanc

Imh > 0 (Imh < 0) y sea T tal gque varia en el eje real. Entonces
w = wn(h,r) describe un contorneo circular Kn(k) en el semiplano
Imw > O (Imw < O); el centro de este clrculo es el punto:
P (XN).Q@ (X)) — P (N).Q (N)
n—-1 n n n—4
P (A)Y.P (X)) — P (XN).P (N)
n-1 n n n-1
y su radio es:
1
. n-1 2
|x -~ A[ r ]P (K)]
k
k=0

La ecuacion del circulo Kn(K) puede escribirse en la forma:

w - w n-1 2
- - T lek(K) + C&(K)l = 0
A~ A k=0

Usaria la notacidén Kn(K) tanto para el area circular como para el

contorno circular que lo encierra.

Los puntos w que estan fuera del circulo K (A) verifican la
n

desigualdad:
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w - v_u. n-1 2
——= - LwP )+ mn]" <o
X - A k=0

mientras que puntos w interiores al circulo K (A) verifican:
n

w - w n-1 2
—— - D wP 0+ Q0% > 0.
- A k=0

De aqui resulta que el circulo K (A) esta enteramente contenido en
n
el K 1(7\)\/ las circunferencias de los circulos se tocan. En
n—

efecto: si un punto w esti& situado en el circulo K (A) entonces:
n

w - w n-1

—— - CLlwn,n) + o |* =0
A - A k=0
Yy por lo tanto:
wo— W n-2 ,
— - T |ka(k) + C&(K)] > 0
A - A k=0
Entonces w € K 1()\). La existencia de un pun to comdan en las
n-

circunferencias K (A) y K 1(>\) sigue de la relacidn:
n n-—

w (A,m) = w (A,0)
n n-41

3.3. - Teorema de invarianza.

Considerando un punto no real A, es posible construir para &1 la
sucesidn de circulos Kn(x). Como KWH(A) < Kn(K), existe un
circulo limite o un punto limite Km(h).

Si w es el punto limite, o cualquier punto del circulo limite,

resulta que para cualguier entero positivo n vale la desigualdad:

w—'; n-1 2
—— > D |wP (X)) + Q (M) ],
— k x

A - A k=0

Por lo tanto:
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w0
2
L [wP, 00 + a7 <o

k=0

Como vy w.Pk(K) + Qk(k), k = 0,1,2,... es solucidén de la

k
ecuacidén (2.4, el inciso a) del siguiente teorema queda

demostrado:

TEOREMA:
w0

a2 Para cualquier A no real existe al menos una solucidn {Qk}k_o

de las ecuaciones:

+ = , =1 R ce.
bk—iyk—1 av, * bkyk+1 Ayk k » 2, 2.4
tal gque:
@ z
T ka[ < o
k=0

es decir, (yk} < Z{

b> Cualguier solucidn de esta ecuacidn pertenece a 2 st V séle si
Kw(h) es un circulo.
Demooiracion de b):

Si toda solucidén de (2.4) pertenece a £ entonces:
@ 2
P00 <o
k=0

y por lo tanto Kw(h) es un circulo.

Reciprocamente, si Kw(A) es un circulo, entonces:
it 2
LIPOV|" < w
k
k=0

y como en cualquier caso:

2
'ka(A) + Qk(h)l <

o018

w e K (AN), la serie:
0
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la o0 |

g8

también converge.m

TEQREMA DE INVARIANZA:

5t la serte:

® 2
L P (0|

k=0
converge en cualguier punto X no real, entonces converge
unt formemente en cualguier parte finita del planc complejo. La

misma propiedaod tiene la serie:
® 2
T !Qk(A)I .

k=0

Para demostrar este teorema se basa en el siguiente:

LEMA: St:
(o] 2 (s ] n—-1 2
E'dn] <mw, Y z|ank| < o
n=0 n=0 k=0
vsiy ,n=0,1,2,..., es una solucidn de la ecuacidn:
n
n—1
n_ = dn + (A~ Ao). a., m »n= 0,1,2,... 2.13>
k=0
entonces la serie:
© 2
z n.l
n=0

converge untjformemente en toda parte finita del plano A.

Veamos como sigue el teorema a partir del lema. Como:

P AX) — P (N_)
n n o

A - A
o

es un polinomioc en A de grado n-1, puede ser representado en la

forma:
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n-1

ahk Pk(K) (2.14)
k=0

Los coeficientes a X pueden ser calculados de la siguiente forma:
n

P (X)) = P_(A_)
ank = fk P%(K) =

A=A
o

P - P ) POV = PO
P (A). # {1 n v r [P(?\)’—P(h )].
k [o] A A n n o0

A - A A - A
o ]

Pero, como:

P (N) - P (N
) X ko _
f?\{ }— Qk(ko)

A - A
[o]
y:
P (X)) — P (X))
F4P ) k k © -0, k =0,1,2,...,n
" A= A
(o]
resulta:
Gk Fl(Ao)'Qn(xo) - Pn(Ko)'Q&(xo)

Eligiendo d_ = P (XN ) , n = P (A), de la igualdad €2.14) resulta:
n n (o] n n

77n - dn n-1
—_— = a _ .n
A - A k=o nk Tk
o
y:
n-1
nn = dn + (N — Ao). b ank.nk , 0 = 0,4,2,..
k=0
que es una ecuacidén como (2.13).
Como K (A ) es un circulo,
o o
0 2 [es) 2
T |Pn(k)] <ow y ¢ lQn(X)l < o
n=o n=o0

por lo que se cumple la primera condicién del LEMA.

AdemAs la condicidén:
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n—41

® 2
T T [ahk| <

n=0 k=0

se cumple pues:
0 n-1 2 o n-1 2
r r |ank| = ¥ P lPk(Ao).Qn(Ko) - Pn(ho).Ck(Ao)! =<
n=0 k=0 n=0 k=0

o) n-4 2 2
sz % k)_:o[|1>k<>\o).on(>\o)| + P )@ O) | ] =

e} 5 M1 2 o0 , N-1 >

= 2. r [Q (k°)| ) lPk(xo)l + ¥ an(ko)‘ z [Qk(KO)I <

nzo k=0 n=o k=0

[+ 2] 2 2] 2
< 4. T |Q (Ao)| T |Pk(ko)| < co.

n=0o n k=0

Por lo tanto, el LEMA es aplicable, y entonces:

pad 2
T |Pk(>\)|
k=0

es uniformemente convergente en cualgquier parte finita del
A. La demostracién para la serie:
0

L |laon|?
n=0 n

es ansloga.s

3. 4. -~ Demostracién del TEOREMA B.

Los lineamientos generales de la demostracién del TEOREMA B

los siguientes:
Al demostrar el TEOREMA A probd que, si Pn(a) 0, existe

medida representativa dwn(x) para el problema truncado

n -1
TP () |?
AL

concentra una masa:

plano

son

una

que
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en el punto %x = a. Prueba entonces gue:
a) Los polinomios {%k(h)} satisfacen wuna recursidn de tres

términos, anadloga a la ecuacién diferencial de STURM LIQUVILLE:

x.Pk(x) = bk_iPk_l(x) + akPk(x) + kakﬂ(x)

donde ak eR , b > 0 . AdemAs de los polinomios:

k
{fk(x)}

esta ecuacién tiene una segunda solucién, los polinomios:
X .
{Qk( )}

o
2 2
|Pn(7\)l < o Y onlQ“(Ml <

Prueba gque si:

at18

para un punto A en el plano complejo, lo mismo es cierto para todo
A
blLleva el problema al dominio complejo introduciendo la

transformada de STIELTJES:

w, = J‘w —ni—— de (x)
A —COX_A n
con ImA > 0. Usando propiedades de transformacidén conforme de
transformaciones lineales fraccionarias, muestra que cuando dpn
varia en el conjunto de medidas representativas para el problema
truncado, el punto WA recorre el disco cerrado Kn(x) en el
semiplano superior. Cuando n crece, los discos correspondientes
estin encajados y por lo tanto convergen o & un disco, O a un
punto. Se conecta entonces este fendmeno con el comportamiento de
la recursién de tres términos mostrando que cuando Imh > 0, ambas

soluciones son de cuadrado sumable en A si y s6lo si el limite de

Kn(A) es un disco.

c) Sigue de (a) y (b) que si K (A) converge a un punto en un valor
n

A en Imh > O, esto sucede en todo A tal que Im A > O. Entonces la
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transformada de STIELTJES:

1
Jﬁd“"’"

esta preescripta Unicamente en Im X > O, cualquiera

sea la

eleccidédn de la medida representativa, y como la transformada puede

ser invertida, la medida representativa debe ser unica. En
opuesto, si K (A) se acerca a un disco para un valor de
n

medida representativa no es dnica.
Mas adn, de (c¢) y (b) sigue que:

@ 2
L |P ()] <
n
n=0
para cada «, y por lo tanto de (a), correspondiendo a cada
real o, puede encontrarse una medida representativa de mo
concentre allf una masa no nula.
Mas detalladamente, la demostracién es la siquiente:
a) Para demostrar el TEOREMA A se construyeron los pol

Fl(x) y Qk(x) como soluciones de las ecuaciones:

XeY O = by YO0 ey, (0 + by, L 60

donde ak e R, bk > 0O , con distintas condiciones iniciales.

Por el teorema de invarianza:
@ 2
L P 0
n=0

es uniformemente convergente en cualquier parte finita del
A. La demostracién para la serie:
[

2
T la o]

n=o0
es aniloga.

b) Al demostrar el TEOREMA A se vio que:

el caso

A, la

punto

do que

inomios

plano
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= — 2.0

P (z) - 7.P (2) i=1 z — A
n+i n 1
con: X, <...< A, x = APy,
1 n+1 i 1
Recordando la definicién de la funcién wn(x) = wn(X,T), el miembro
izquierdo de (2.9) es - w +1(z). Entonces, wutilizando las
n
funciones ¢ (x) construidas antes, la ecuacidédn (2.9 puede
n
escribirse en la forma:
@ 1
w (z) = [ — de (%) (Imz = Q)
N X = z n
-0
S5e vio también gque el punto W = oW (2) describe la
circunferencia del circulo K ﬂ(z) cuando el parametro T varia
n

sobre el eje real. El siguiente hecho resulta de la construccidn:

sea z un punto no real fijo; entonces para cualquier punto W .

nt+

situado en la circunferencia K 1(z) existe una solucidn ¢ (z) del
n+ n

problema de momentos truncado tal que:

@ 1
w = I_ x—_——z—dgon(x).

Para obtener dicha solucidén ¢ (x) se debe determinar el parametro
n

real 7 de modo que:

Q (z) - 7.Q (z)
n

n+1

P (z) — 1.P (2)
1 n

n+

Demuestra el siguiente resultado:

TEOREMA: S{ la sucesidn positiva

{e e

es tal gque los circuloes Kn(A) convergen a un circule limite, es

postble constiruir una solucidn al prodblema de momentos:

@© k
Ck = J‘ X de(x), k = 0,1,2,...
-0
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para la cual:

e o}
1
~00

sea un punto w predeterminado de la circunferencia Kw(z).

¢) Resulta como corolario que si Kw(x) es un circulo para algun X\,
Imx # 0, vy por lo tanto para todo A tal que ImA = 0, el problema
de momentos es indeterminado. MAas adn, demuestra el siguiente

resul tado:

TEOREMA: El conjunto de valores asumidos en el punto A (Imx # 0O
por todas las funciones w(A) pertenecientes a wun problema de

momentos, coincide con el conjunto de puntos Kw(A).

De aqui resulta el siguiente:

COROLARIO: S¢ Kw(x) es un punto, el problema de momentos es
determtnado.

Dem: Sean pl(x) Y pé(x) dos soluciones del problema de momentos.

Se consideran las funciones:

® 1 ® 1
W:l(}\) = \[ X—"_T d(p‘(x) W2(>\) = J ﬁ drpz(x)
—-00 ~00

para Ima # 0. Estas funciones deben coincidir para cualquier X tal
que ImAn # O, pues el conjunto Kw(x) que contiene los puntos wi(K)
Yy WZ(A) consiste en un punto para cualquier A con parte imaginaria

distinta de cero. Escribiendo:

wix) = ¢ (x) - ¢ (x)

resulta que:

@ 1
J —— dw(x) = 0, Imx = O.
oo X = A

Utilizando 1la férmula de  inversién de STIELTJES vV PERRON,

encontramos que:

NJ =~

ﬁﬂx - 0) + w(x + O)]
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es constante, -o ¢ x < w. Por lo tanto, pl(x) Yy ¢E(X) representan

la misma solucién del problema. m
4. — DEMOSTRACIONES HILBERTIANAS

4.1. - Introduccién
En su trabajo, LANDAU (L] trata el problema en el contexto de

espacios de Hilbert.

4.2. - Una demostracién elemental.
Considera el espacio l']n de polinomios de grado n, y define en &l

un producto escalar de la siquiente forma:

mj,xk) = c, . O = 3,k £n

que esta bien definido debido a la condicién (2.1). Este producto
escalar tiene la propiedad que, para cada '2'n__1 Yy

U pertenecientes a N :
n-4 n-1

(x.T , U ) = (T y XU ) (2.15)

Reciprocamente, cualquier producto escalar con esta propiedad

definido en [1 genera una sucesidn:
n

€ = ¢ x5y, 0 < i,k =n

que satisface la condicién (2.1).

Observacion 1: Conociendo cj, 0O < 3j =< 2n, no es posible definir un
producto escalar en [1 , pero si{ es suficiente para determinar la
n

proyeccidén ortogonal de ﬂ4u sobre 1 , Y& que para calcularla
n n

s6lo son necesarias las cantidades:

El objetivo es representar el productoc escalar en Lz(—w,w)

respecto a una medida representativa, es decir, de la forma:
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w —————.
(r_, Un) = J Tn(x).U;(x) dp(x) , de(x) = O 2.162
00

Considera la funcional lineal definida de la siquiente forma:

L, ¢+ 1 R

A n
fk{én(x)} = sn(x)
donde A € R. Por ser esta funcional lineal y acotada, existe un
polinomio en I'In , Qque se notara E: tal que:
£ {s (x)} = (s , BN =5 () €2.17>
AlTn n n n

DEFINICION 1: FEl polinomio E: € ﬂn Que verifica (2.17) para cada

Sn = 1'1n se lo llamard polinomio de evaluacidn.

El interés en estos polinomios se debe al hecho que, como se veré&
mas adelante, cualquier conjunto de (n+1) polinomios de evaluacién

mutuamente ortogonales generan una medida que satisface (2.16).

DEFINICION 2: lUna medida gue satisface (2.16) y que consiste de
n+1> puntos de masa se llamard vuna medida representativa

elemental atémica.

PROPOSICION 1: Existe wuna correspondencia biunilvoca entre las

medidas representativas elementales atdémicas y conjuntos de

(n+l> polinomios de evaluacidn mutuamente ortogonales.

La idea de la demostracién es 1la siguiente: Dada wuna medida
representativa elemental atdmica de (x), con masa m, > 0 en
n L
X = av i =0,1,...,n, por (2.16D resulta que:
n -
(s , T )= TS (a0).T (ct).m,
n n i’=’.h 1 n v 1%
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y por lo tanto definiendo:

MNix - a,)
o =i ]
£ =
n m, NT(x - a))
19 j#i, 1 J
resulta que:
o
i 1
E' (a) = &
i m,ij
19
que forman un conjuntoc de (n+l1) polinomios de evaluacidn

mutuamente ortogonales.

Reci{procamente dados:

o,
{E ‘} i=0,1,...,n,
n

(n+l1) polinomios de evaluacién mutuamente ortogonales, puede

obtenerse una base ortonormal de 1 dividiendo
n

-

para cada 1i.

Expresando un polinomio $§ € 1 en esta base, resulta:
n n

2}

-2
S (a.).T () “ E
12} t n v n

i

%)
~
]
n 3
°P1

que puede escribirse como:
J S (x).T (x) de(x)
lal n

donde la medida representativa elemental atémica dp(x) tiene masa:

O, -2
| =

n

Ahora, el objetivo es, en lugar de buscar medidas representativas

elementales atdmicas, tratar de obtener conjuntos de polinomios de
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evaluacién mutuamente ortogonales.
Dada wuna base ortonormal (¢k} de 11, se puede construir
n

explicitamente uno de tales conjuntos de la siguiente forma:

E: =X ¢l(x).¢&(&) 2.18>

Elije como base aquella formada por los polinomios:

{Pk(X)}OSkSn ,Po(x) = 1

que resulta de ortogonalizar las potencias de x por el proceso de
Gram—-Schmidt.
Redne entonces algunas propiedades de 1los polinomios Pk(x); al

demostrar éstas se ve la importancia de (2.15). Ellas son:

a) Pk(x) tiene coeficientes reales y k ceros reales y distintos.

b) Pk(x) y de(x) no tienen ceros en comdn.

Se notara P . la proyeccidn ortogonal sobre el subespacio I ,
n-

es decir:

n-41
N =
J T T, Pk>.Pk
k=o
Entonces:

A . .
c) E es la solucidén a las ecuaciones:
n

»P (x — A).T =0 2.19
n-1 n
(L , T ) =1 2. 20
12l
Si T 2 O satisface sélo (2.19), entonces (1 , Tn) = 0 y:
n
T
E’: = -
(1, 7T
™
Como:
(2, ) = PN
n n n
resulta:
d) E: es ortogonal a E: toda vez que Ex(v) = 0 2.21)
n

e) El1 grado de Eh es al menos n—1; es iqual a n-1 si y solo si A
n

es uno de los ceros de F .
n
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(&)

f) Si aelR, P(la) # O entonces E” tieme n ceros reales
n

distintos 3, f3 A ES junt { Eﬁt 1 form

o By eeaB oy ., Junto con L n fasizn orma

un  conjunto de (n+1) polinomios de evaluacién mutuamente
ortogonales.

g) Si oo €« R, Ph(a) = 0, los polinomios de evaluacidén en los n
ceros de Pn tienen grado n-1, son mutuamente ortogonales vy

ortogonales a P .
n

En vista de las propiedades f) y g), dado a € R que no sea un cero
de Pn, se puede encontrar un conjunto de (n+1) polinomios de
evaluacidn mutuamente ortogonales. Cada uno de esos conjuntos
generan una medida representativa elemental atémica para el
problema de momentos truncado. Esta medida tiene masa:

Eih

n

en Xx = .

Para conocer el comportamiento de estas medidas cuando « varia,

encuentra la siguiente expresién de EK :
n

P (x).P(X) = P (%).P (N)
N+ n n n+i

h) Ex(x) = c . , C =(x.P , P Yy >0
n n b n n n+4
X = A
La demostracién se basa en el siquiente hecho: (x - f).E:(x) es un
polinomio de grado n+1 y ortogonal a l'lh_1 por propiedad c).
Entonces su forma general es una combinacidén lineal de P (x) y
n
P (x). Pero para determinar P (Xx) se requiere conocer c
n+1 n+1 2N+
Cz-a' que todavia no se conocen necesariamente. Sin embargo,
n

mediante un calculo sencillo demuestra que ctualesquiera sean estas

cantidades, el subespacio de combinaciones lineales de P (%) A
n
Pwu(x) permanecen sin cambio. Por lo tanto:
- A
(x = A).E {x) = a(A).P (%) + b{(A).P (x).
n n+1 n

Calculando la expresién anterior en x = X se deduce la propiedad
R).

Por la propiedad d) el interés esta centrado en conocer los ceros
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de Ei, los cuales son descriptos simplemente mediante la férmula

de la propiedad h). En efecto, resulta que:

I) Los ceros de Pn(x) interlazan a los de P"u(x).

II) Los ceros (ﬁﬂ'de E: junto con a estdn uno en cada intervalo
entre los ceros sucesivos de Pnu’ y crecen cuando & crece en
su intervalo.

III) Los (n+1l) puntos: {a,ﬁl,...,ﬁn} son determinados fijando uno

so¢lo de ellos.

Por la propiedad e) hay (n+1) de ellos excepto si a es un cero de
Pn, en cuyo caso hay n. Ha mostrado entonces que cada problema de
momentos truncado tiene wuwna familia uniparamétrica de medidas
representativas elementales atémicas; el parametro puede tomarse

convenientemente para ser el valor preescripto de P (x)/P_H(x).
n ™

Iv) EA puede ser caracterizado como la solucién de un problema
n
extremal natural:

PROPOSICION 2:

es un polinomio de [I  de norma minima que toma el valor 1 en \;
n

eqguivalentemente:

| =

La mayor masa que puede ser concentrada en o por una medida
representativa para el problema truncado es:

o -2
| =

n

4.3. - Demostracién del TEOREMA A.
Para retornar al problema de momentos completo, dada una sucesidén
infinita definida positiva:
1 = Co’cx""
se puede construir una medida representativa elemental atédmica e

para cada sucesidn truncada co,...,c2n y por el teorema de HELLY
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encontrar una medida limite con los momentos preescriptos.
Mas aan, fijando un punto real o, y seleccionando para cada n
aquella medida ¢ con masa:

tal

-2

| =
hal
en X = o, la medida limite asignarid a a la masa:
-1
o 172 o) 2
[ém," £ = Tz Pg(a)
n-+C0 n k=0

En vista de la proposicién anterior, ésta es la maxima masa que

una medida representativa puede concentrar en o.m

4.4.~ Comportamiento limite.

Con la intencidn de demostrar el TEOREMA B, comienza estudiando el

comportamiento de las medidas representativas dy , cuando n crece.
n

Demuestra el siquiente resultado [L]:

PROPOSICION 3: Dado un elemento A de un espacio de Hilbert y wun

escalar a, la ecuaciodn:

Pox = A).T =2 ﬂA
nt " n 2.22
(L , T ) = a
n
tiene una unica solucidn Tn = ﬂn . Cuando n crece, soluciones

sucesivas T cambian por itncrementos ortogonales, es dectir ?nT-u
n n
=T, y por lo tanto converge st y solo st |T | permanece
n n

acotado.

Introduce ahora el polinomio Ft(x) < ﬂn que resuelve:

n-t n 2.23)

(1, ) =0
n

Recordando el comportamiento de EA, es natural preguntarse el
n
efecto de FA en el polinomio de evaluacidén. Vale el siguiente
n

resul tado:
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\ S (x) - S O
(S,F)=[" n ,1].
n n X = A

Esto motiva la definicidén de un operador AA definido por:

AL+ 1T 1

A n n
Sn(X) - S (A)
- n
Ah s X = A :
Para cada n:
P (x) = P (X)
A— P =
)\ n » _ ;\—.

que satisface una ecuacidn del tipo (2.22):

P (P (x) - P (N)) =-P (N)
n-1 n n n

N P (x) = P_(X)
(P,F)=[" - ,1]-
n n X = A

Pero también:

=(F)‘,P) P (x—X)E"—(E",P) P (x - M =
n n n+1 n n n n+1 n
= - P (N)
n
Ademis:

Por la altima proposicién, la solucién de (2.22) es dnica, por

tanto:

lo
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n n n n n

A P = n =(r’\,p).5"~(£)‘,P).f)r: c2.24>

de donde resulta que, si n » o, AX Pn tiende a wuna combinacidén

lineal de £ y F con coeficientes que, por la proposicién anterior,

son las componentes de £ y £ en la base ortonormal:

{Pk( x )}OSkSn'

y por lo tanto son de cuadrado sumable sobre n. Supongamos ahora

que T es ortogonal a I[1 , entonces:
n

N 2 X 2
T = T TP [T= ¢ [Tkl .

k=n+1 k=n+1

Entonces, por (2.24):

N

— k...

AX Tr= X Tk {(F ’ Pk)'Ek (£ , Pk).Fk }
k=n+1

y por las desigualdades de MINKOWSKY y SCHWARTZ:

A- T 12 1.2
A N 2 N 2
——— < | E|{ £I(F, P + P F -y T aE, PO
" T " k=n+1 k=n+1
El miembro derecho tiende a cero si n tiende a infinito, y como
por definicidn:
oo = PN o y B ) = BN (x)
n n n n

reemplazando A por X se establece el mismo resul tado para AA'
Se ha demostrado el siguiente resultado:

PROPOSICION 4: s$i Et \Y] Fﬁ convergen cuando n -+ o, el operador Ah
es completamente continuo: para T ortogonal a nn:
AT s 17|

donde £ » O cuando n -+ .
n
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Explotando la completa continuidad de A encuentra el siguiente

A,
resul tado:

PROPOSICION S5: Si Ei \Y Fﬁ convergen cuando n s o para un  punto A

real o complejo, entonces convergen para cualguier punto v.

4.5, - Una demostracién simple del TEOREMA B.

En primer lugar, utilizando la correspondencia biunfivoca entre
medidas represendtativas elementales >atémicas y polinomiocs de
evaluacidén muestra que, si dv(x) es una medida representativa para
el problema de momentos (71 = O, Twow = 1) vy, para a e R,
f Ei || + © cuando n + ®, entonces 7t(a) estd univocamente
determinada. Por lo tanto resulta que si la medids no es Gnica, el
conjunto de puntos o« en los cuales " E: ﬂ + o No puede ser denso.

Entonces, existe un intervalo I y una constante C tal que:
< C, para o € [ 2.25)

v

y de aqui resulta que entonces L converge para cada v, cuando
n

n -+ o .

Sigue entonces la demostracién del TEOREMA B, pues si la medida

representativa no es unica, “ E: "2 »om < para cada «, Yy
entonces considerando limites de sucesiones de medidas
representativas elementales atémicas dp_(x) con masas I E: "‘2 en
X = o vemos que existe una medida representativa que lleva la masa

. -1
positiva ma en x = o.

Estos argumentos muestran también que la dicotomia bAsica del
TEOREMA B es reflejada en el hecho que, cuando n » o, los ceros de

Pn(x) tienden a ser densos o no densos en la recta real.
5. - COMPARACION DE AMBOS ENFOQUES.

La representacidn obtenida en la praopiedad h) es la férmula de
CHRISTOFFEL-DARBOUX, que aqui se deriva en forma sencilla.
Similarmente las combinaciones lineales de Pn y Pn+1 con
coeficientes reales son 1los polinomios guasiortogonales cuyo
significado ahora es claro, ya que sus ceros determinan polinomios

de evaluacidn mutuamente ortogonales, y por lo tanto medidas
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representativas. El operador:
P xT

n-1 n
corresponde a la ecuacién de recursidén de tres términos satisfecha
por los polinomios ortogonales Pk(x). (ecuacidn (2.4)).

Este es el anAlogo discreto de un operador diferencial de
STURM-LIOUVILLE de segundo orden definido en 0 £ t < o, con k
correspondiendo a t; m&s precisamente, en esta identificacion el
valor de una funcién en t corresponde a la componente de un
elemento de un espacio de Hilbert respecto del vector Pk' La
teoria espectral de tales operadores asegura que si 3(t,\) es 1la

soluciédn al problema:
DRE(E,A) = A.B(L,N)

vista como un problema de valores iniciales, la aplicacidén:
F(X) = Jw f(t).d(t,A) dt
o

genera una transformacidén unitaria de f € Lz(O,m) sobre Lz(d@)
para un de apropiado, llamada una medida espectral.

En el contexto de ecuaciones diferenciales, es natural probar esto
imponiendo una condicidén de frontera autoadjunta en t = T,
mostrando que aquellos §(t,xj) que lo satisfacen forman un sistema
mutuamente ortogonal en LZ(O,T), expandiendo f e LZ(O,T) en este
sistema y finalmente haciendo tender T a infinito.

Aqui el rol de p(t,A) en 0 £ t € T lo juega Et. La condicidén de

frontera autoadjunta en t = T corresponde a:
a. P (X} — b.P (N) =0 C2.26)
n+4 n
y por lo tanto los valores de Aj para los cuales (2.26) vale

generan la sucesidén:

(=)

de polinomios de evaluacidén mutuamente ortogonales. La medida
espectral corresponde ahora al limite de las medidas
representativas dpn generadas cuando n + o con (a/b) fijo.
Entonces, una medida representativa para el problema de momentos

se corresponde con la recursién de tres té&rminos. Tambien se puede
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dar una interpretacidn simple a la demostracién de la wunicidad.

Como ya se ha visto, consiste en introducir la transformada de

STIELTJES:
Jdp(x)
X = A

con A en el semiplano superior vy de dna medida representativa,
describiendo cuando ests determinado con unicidad y pasando a ¢
por una férmula de inversidn. Peroi~dicha transformada puede
pensarse como el producto escalar de 1 con 1/(x - X) en Lz(dp),
o, equivalentemente, como 1 e ﬂn, como el producto escalar de 1
con la proyeccién de 1/(x - X) sobre ﬂn en Lz(dw). Entonces sea de

una medida representativa para el problema de momentos truncado, vy

seas
v A (%)
Psn
la proyeccisén de 1/(x - X) sobre ﬂn en Lz(dp). Por definicidn:
o v ™ o+ Uk cz.27»
x -~ X P
con U(x) (no necesariamente un polinomio), ortogonal en Lz(dp) a

todos los polinomios de ﬂn.

Veamos como Vpxn {x) depende de ¢ :
?

w o= J gplx)  _ J v 0 detx) = [1 s v ) (x)] cz2.28
X = A en £ar

pues dy representa un producto escalar sobre 1. De (2.27):
n

1 - (x - XN).V A (%) = (x = X).U(x)
Pan

y por lo tanto { % - N).U(x) es un polinomio de grado n+l.

Consecuentemente:

(s s, (% — X).U(x)] = I S (x). (% — X).U(x) de{x) =
n-4 n—-1

= J (x ~ A).S (x).U(x) de(x) =0
n—1

Entonces (x — A).U(x) es ortogonal a todos los polinomios de {1 .

2. EL PROBLEMA DE MOMENTOS DE HAMDURGUER.

51



es decir:

n-1

0 =2 (x - X).U(x)=2P [1 - (x ~ M)V (x)]
n-1 Py

y por lo tanto:

P (x - X Mx) = 1 c2.29

n- PN

De: (2.28), (2.29), (2.19, (2.20, (2.23) y proposiciédn 3 resulta
que:?
v A = w B+ P o0
©yn n n
FR . . A
Yy como es independiente de ¢, V (x) depende de ¢ solo a
n

Py
traves de w.

Comao V Kn(x) es una proyeccidén de 1/(x — X) en Lz(dp), su norma no
b

puede exceder la de 1/{(x - X), por lo tanto:
4 dp(x) dp(x) de(x)
| aey e s | -1 - -

n n Ix — X| A — X X — X X — X

=22 c2.30)
A=A

Ahora, sea Ax el conjunto de puntos w generado por (2.28), para
Im X > O, cuando d¢ varia sobre el conjunto de medidas

representativas para el problema de momentos completo; por (2.30)

y proposicién 3 para cada w € AK H

w2

converge cuando n -+ oo

Ahora, si Ax consiste de un Unico punto para cada A en Im A > O,

dp(x)
J X — A

estid unf{vocamente determinado en el semiplano superior, vy la

entonces:

féarmula de inversiédn de STIELTJES muestra que ¢ es dunica. Por otro
lado, si para un dnico A, AK contiene mas de un punto, la medida
representativa evidentemente no puede ser dnica, mas adn, la

convergencia de:
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wLEN + 2 y W BN+ 20
1 n n 2 n n

implican la convergencia de todas las combinaciones lineales, vy

por lo tanto de Eﬁy FA. Por proposicidén S
n

A 2
E
e
se acerca a un limite finito ma s para cada o, Yy por lo tanto
. . . .. -1
existe una medida representativa que tiene masa ma en x = .
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CAPITULO 3

EL PROBLEMA CLASICO DE MOMENTOS
Y SU RELACION CON EL ANALISIS



1.—- 1NTRODUCCION

El problema de momentos de Hamburqguer. también llamado el probiema
clasico de momentos. ocupa un lugar central en el analisis. debido
a su conexidn con topicos importantes. Este capitulo se ocupa de
la relacidn con la representacidn espectral de operadores, los
problemas de interpolacidn generales en la teoria de funciones vy

la extensién de funcionales definidas positivas.
2. — INCLUSION EN LA TEORIA ESPECTRAL DE OPERADORES.

Sea ¥ un espacio de Hilbert separable y sea {ek} una base

o<k <o
ortonormal. Se sabe [A]l] que las sucesiones positivas normalizadas
(co = 1) estan en correspondencia biunfivoca con las matrices de

Jacobi (o J-matrices) que son aguellas de la forma:s

b 0 O O
o o
a b O O
o 1 1
a b e . a R, b, = 0. (3.1D
1 2z 2 k- k

Para incluir el problema de momentos en la teorfa espectral de
operadores AKHIEZER [A) utiliza la matriz de Jacobi
correspondiente a la sucesién positiva del problema.

Busca definir un operador lineal A tal que la J-matriz C3.1) se
pueda considerar como la matriz de tal operador. Con este
propésito, define en primer lugar el operador A para los vectores

unitarios Ek de la siguiente forma?

Aek = !:7k__1.ek__1 + ak'ek + bk'eku (k = 0.1,2¢..3 b_1 = 0) 3.2

Debido a la linealidad, &l operador A esta también determinado

para todos los vectores finitos:
= . (3.3
9= L x%-8

Como de la definicidén (3.2):
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(Ae ,e ) = (e ,Ae } , myn = 0,1,2...)
m n m n

sigue que para dos vectores finitos cualesquiera f,g vale la

igualdad:

(Af,q) = (f,Aq)
Pero como el conjunto de estos vectores es denso en ¥, el operador
A es simétrico. Por lo tanmto admite una clausura, que es el
operador lineal cerrado minimal gue satisface la condicidén (3.2,
Llamara A también a este operador. Ahora introduce el operador

. »
adjunto A . El vector:

© ©
L2 L
g = Ex..e €Don (A) & 3 g =T ve
k k k k
k=0 k=0

y verifica:

™
(Aek.q) (ek,g ). k=0,1,2...

Utilizando la ecuacién (3.2) esto es equivalente a:

»*
(b ,Q) = (ek,g Yy o k=0,1,2...

+ + b
-1 k-1 xSk Kk Tk+1
de donde sigue que:

= + + b , k= 1 v ee
Y T B TR ket 0,1,2

y por lo tanto el vector (3.3) pertenece a Dom (A*) si vy solo si:

[

2
kz:olbk—ixk—i * akxk * bkxkﬂ»il ¢ ©
Por la ecuacidén (3.2) todas las potencias enteras no negativas del
operador A estan determinadas en cada uno de los vectores
unitarios ek, y todos los polinomios en el operador A estan por lo
tanto determinados. Ademas se ve que encontrar un vector unitario

ek a partir del vector unitario e1 mediante 1la ecuacidn (3.2
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requiere realizar las mismas operaciones que para obtener el

polinomio F&(A) del polinomio 1 = PO(A). Entonces:

ek = Pk(A).Eo . k=0,1,2...

y a la expansidn:

>
]
™3

E(ijj(M 3. 4

j=o

le corresponde la representacién:

m m
A"e =g P (Me = T e, 3.5
(o] L H J o i J J
1=0 J=0
De (3.4) se concluye que:
m+n m,n m n (rm)_ (™
Coen = PN Y= PINN DY = .E T Ej Ek cSjk
j=0 k=0
y de (3.5) sigue ques
(A"e ,A"e ) = C , (m,n = 0,1,2...)
) o m+n

Esta es la férmula con la cual el problema de momentos se incluye
en el problema de la resoluciédn espectral del operador A.
Se dira que el problema de momentos esti asociade con el operador

A, 0 que es generado por este operador. Vale el siguiente:

TEOREMA: Sea Fx una funcion espectral de un operador A. En este

caso, la férmula:

e(x) = (ero.eo)
da una sclucidn del problema de momentos asociade con el operador
Ay cualguier solucidn del problema de momentos puede ser

representada en esta forma.

(La demostracidédn puede consultarse en [Al).

3. - EL PROBLEMA DE MOMENTOS Y LA TEORIA DE FUNCIONES
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El problema de momentos puede ser incluido como un caso limite de
un problema general de interpolacidén en la teorfa de funciones.
Este enfoque del problema de momentos conduce a la descripcidén de
todas las soluciones de este problema en el caso indeterminado.

En los planos de las variables complejas z y w se dan regiones Gz

\Y Gv; se dan ademias dos conjuntos de puntos:
Z = W = .
(za} < Gz vy (wa) < Gv

Se requiere encontrar una funcidén w = w(z) analitica en G(z) (gque
puede no existir) cuyo rango de valores pertenezca a G Yy que

v
satisfaga la ecuacidn:

W(Za) = w, (za e 7)
Si el conjunto Z contiene puntos maltiples, estas condiciones
deben ser modificadas en la forma natural; una modificacidn
también es necesaria en el caso limite en que un punto za e I se
mueve en la frontera de la regidn Gz. Se asumiri4 que las regiones
Gz Y Gv son simplemente conexas.
Si G~ es el semiplano Imz > O, vy Gv es el semiplano Imw 2 O, la
clas; de todas las funciones w = f(z) se denomina la clase N
(Nevanlinna).
Se demuestra [Al que estas funciones tienen una representacidn

integral:

oo
f(z) = pez + v + J itxz
hal v o]

dr(x) 3.6

donde u, v son constantes reales, 4 2 0 v T(x) es una funcidn no
decreciente de variacién acotada. Un caso particular de esta

férmula es:
oo de(x)
fz) = J _— C3.7D

cuando @(x) es una funcidn no decreciente de variacidn acotada.

Esta férmula es un caso particular de (3.6) cuando:
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*® 2
J (1L + x7) dt(x) < ¢
—00

En efecto, escribiendo:

X
p(x) = J (1 + v%) dr(v)
00

se puede reescribir (3.6) en la forma:

@ 1 X
f(z) = .z +v+J [ - z]dtptx)
-0 X—z 1+x

o0
y se obtiene la ecuacidén (3.7) si uy=0y v = J ol P dp(x).
-0 1+x

El problema en la teoria de funciones consistirid en encontrar
funciones de la clase N que tengan una cierta representacidn

asintédética:

TEOREMA: Si una funcidn no decreciente p(x) (-0 < X < o posee

momentos finitos:

00
c, = J x5 dp(x),  k=0,1,2,...,2n (3.8
-~00

entonces existe una funcidn f(z) en la clase N:

@
f(z) =I de(x) 3.9
-  x—z
tal gue dado cualguier &, 0 < & < n/2, fijo pero pequexo, es

cterto uniformemente en el rango de dngulos:

6 < arg(z) £ - &

que:
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c [od [
Zn+1 (o] Zn-1

2im 2 f(z) + 2+ L4 4 B0l _ €3.10)
2 Zn 2n

z-500 4 z r4

Reclprocamente, si para alguna funcidn f(z) € N la relacidén (3.10D
es cterta con numeros reales Ck’ al menos para z = i.y (y -+ )
entonces la functon f(z) permite la representacidn (3.9 cuando

P(x) es una funcidn no decreciente cuyos momentos son (3.8).

La demostraciém puede consultarse en [Al.

Este teorema muestra que el problema de momentos es equivalente al
problema de encontrar una funcidén f(z) € N que tenga una expansidn
asintética dada.

Usando este resultado se puede probar el teorema de NEVANLINNA,
que da una descripcidén de todas las soluciones del problema de
momentos en el caso indeterminado. Antes son necesarias las

siguientes definiciones:

DEFINICION 1: Se Lllamard matriz de Nevanlinna a cualgier matriz:

a(z) c(z)
b(z) d(z)
cuyos elementos son funciones Ltrascendentales enteras, si se

verifican las stguientes condiciones:
a> a{z).d(z) - b(z).c(z) =1

b2 Para cualquier t real y fijo (-o < t ¢ o), la funcidn:

a(z).t — c(z)
w(z) =

b(z).t - d(z)
es regular en los semiplanos Imz > 0 e Imz < 0O vy satitsface Lla
destgualdad:
Im w(z)
Im =z
Dado un problema de momentos se conocen los polinomios Pk(A) Y

Qk(K). A partir de ellos se pueden construir los siguientes

polinomios:
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n—1

An(z) = z I:CQ(O).Qk(z)
k=0
n-1
Bn(z) = -1 + z . Z:Qk(O).Fk(z)
k=0
n-1
Cn(z) =1 + z . Z:Pk(O).Qk(z)
k=0
n-—1
Dn(z) =z {:P&(O).P&(z)
k=0

que, como demuestra AKHIEZER, verifican:
A (z).D (z) - B (2).C (z) = 1 (3.11D
n n n n

Si asumimos que el problema de momentos en discusidn es

indeterminado, entonces:

@ 2 it 2
L IP (2%, T 1Q(z)]
k=0 k=0

convergen uniformemente en cualquier parte finita del plano
complejo. De la desigualdad de CAUCHY-BUYANKOVSKII sigue gque, para
R los polinomios An(z), Bn(z), Cn(z) Yy Dn(z) tienden
uniformemente a sus limites en cualquier parte finita del plano.

Entonces sus limites son funciones trascendentales enteras:

0
A(z) = z . £ Q(0).Q (2)
k k
k=0
o)
B(z) = -1 + z . ¥ Q(0).P (z)
k k
k=0
[ )
C(z) =1+ z . ¢ Pk(O).Qk(z)
k=0
0
D(z) =z . ¢ Pk(O)'Pﬁ(Z)

k=0

que, por la condicidn €3.11) verifican:
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A(z).D(z) - B(z).C(z) =1

Entonces, la matriz:
A(z) C(z)
B(z) D(z)
perteneciente a un problema de momentos indeterminado es una

matriz de Nevanlinna. Ahora se estd en condiciones de enunciar el

siguiente:

TEOREMA: (NEVANLINNA) St
A(z) C(z2)
B(z) D(z)

es una matriz de Nevanlinna correspondiente a un problema de

momentos indeterminade, la férmula:

© A(2).&8(z)-C(2)
J ———— de(x) = -
X—2z
-0 B(z).¥8(z)~D(2)
establece una correspondencia biuntvoca entre V, el agregado de

todas las soluciones @(x) del problema de momentos en cuestidn y
el agregado de todas las funciones ¥(z) de clase N aumentado con
la constante w Cconstantes reales finitas estan incluidas en la

clase N por defintcidn).

La demostracién puede consultarse en [Al.

Observacion: Para determinar la funcién e(x) de la funcién ¥(z) se
puede utilizar la férmula de inversién de STIELTIJES-PERRON.

Los teoremas mencionados se demuestran aplicando el aparato de
representaciones integrales al problema general de interpolacién,
al cual conduce el problema de momentos. Este aparato también se
puede aplicar al problema de NEVANLINNA-PICK en la clase N:

Dado un conjunto de numeros {wa) , encontrar condictiones

nrecesarias y suficilentes para que extsla unra funcidn

w = f(z) e N
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Que satisfaga las ecuaciones:

f(z ) = w , F4 e Z
[>1 o [a

donde 1 = {za} es un conjunto de puntos dado en el semiplano

Imz > O.

PICK dio la solucidn del problema para el caso en que Z es un
conjunto finito (1920) y NEVANLINNA (1929) extendid esta solucidn
al caso de un conjunto numerable. Para conjuntos Z arbitrarios el
problema fue resuelto por KREIN vy REKHTMAN, resul tado gque fue

publicado en 1938. Vale el siguiente resultado [A]:

TEOREMA: Para gue extsta una funcidn f(z) € N que satisfaga la

condicidn:

f{(z ) = w (z & Z)
o o o

donde 7 es un conjunto de puntos dados en el semiplano Imz > 0 es

necesario y suficiente que todas las formas:

sean no negativas. Si alguna de estas formas es singular, entonces

la funcidn f(z) es unica e igual a una fraccidén racional recal.

4.~ EL PROBLEMA CLASICO DE MOMENTOS Y EL ANALISIS FUNCIONAL.

4.1.~ Introduccién

Si un problema de momentos se resuelve y se halla la Afumncidn no
decreciente p(x), entonces la funcional ¥ definida inicialmente en
el conjunto de todos los polinomios:

F (x5} = € s k=0,1,2,...

permite ser extendida al espacio de todas las funciones
seccionalmente continuas para *x + o Que crezcan no mas rapido

que un polinomio, de la siguiente forma:
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FP{Ff(x)) dep(x)

[+ ]
J f(x)
-

Con esta extensidén se mantiene la nonegatividad de la funcional,

>

para cualquier funcidén f(x) O en el espacio mencionado:

o0
J fx)
~00

si por cualguier método se encuentra una extensiédn

pues,

>

de(x) 0

Reciprocamente,
de la funcional ¥ que mantiene la nomegatividad en el espacio en
calcularse
t.

b

cuestidn, entonces en particular la funmcional » puede
t v O

El valor de la funcional

en la funcidén gue es igual a 1 para » = parsa >

cualquiera sea el nuamero real t fijo.
e(t)

el problema se incluye en el an&lisis furcional como

para esta funcidén dara la solucidn del problema en discusién.

Entonces, un

cierto problema de extender una funcional. Se puede dar en este

contexto otra demostracién del TEOREMA A, gue se basa en aplicar a
S un principio de extensién general de M, RIESZ que

asegura que

una funcional lineal dada originalmente sobre una subvariedad,

de dicha

Yy

positiva en la interseccién subvariedad con un cono

convexo, puede ser extendida a todo el conservando la

En

espacio

positividad en el cono. la siguiente seccidn se da una

demostracidén mis detallada.

4,2.- Demostracidn del Teorema A.

Se da un cierto espacio lineal real % y una variedad lineal M < 8.

Se asume adem&as que se da un cierto cono convexoc en § (i1e., una
variedad convexa tal que Jjunto con un elemento arbitrario x
contiene al rayo ax (o = 0)).
Una funcional aditiva y homogénea P(x) definida en M se llamara
K-pesitiva si para cualquier elemento x e K N M. vale la
desigualdad: P(x) = O.
TEQREMA: Para cualquier y € 8, sean:

(xeM: x - yekK) 0 yvy{xeM: v-xk 0
Entonces, cualguier funcional K-positiva dada en M puede
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extenderse a todo el espacio 8, conservando la K-positividad.

La demostracién puede consultarse en [Al.

Retornando al problema de momentos, se dirad que una sucesidn
(ck); (n = w) es nonegativa respecto al intervalo (a,b) Si, para
cualquier polinomio R(x) deB8 grado menpor o igual que n, la
desigualdad R(x}) 2 0, (a < x < b), implica la desigualdad &
{R}y =z O.

O8oervaciens El intervalo {a,b) puede ser finito o infinito; en
este caso para simplificar la formulacién del siguiente teorema,

se supone b = o .

TEOREMA: (M. RIESZ)

Para que extsta una funcidén no decreciente (x) {a £ x £ b) tatl
gue:
b 1 4
ck = J X dep(x) sy k=0,1,...,n—-1. 3.1
a
b .
c_ 2 J' x" de(x) €3.13
a

es necesario y suficiente que la sucesién {ck}: sea no negativa
respecto al intervalo (a,b). Cuando el intervalo (a,b) es el eje
real y n < o, este namero n se asume par.

Si el intervalo (a,b) es finito, entonces el signo 2 en €3.13) puede

ser reemplazado por el signo igual.

Dem.: La demostracién de la condicién necesaria es trivial.
Para demostrar gque la condicién es suficiente, se toma un conjunto

numerable de puntos § = (tk}kem que sea denso en (a,b). Entonces

1 a < x < t
gt(x) =

0o t = x <b

se define:

Se llamarid M al agregado de todos los polinomios reales de grado
menor o igual que n, considerados s&lo en el intervalo (a,b), vy

el espacio lineal obtenido agregando a M todas las funciones gt(x)
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(t € S) ser4a 8. En este caso, el cono K es el agregado de todas

las funciones o(x) € 8 tales que:
o{x) =z O, a < x < b

La sucesidén positiva (ck}: genera wuna funcional k-positiva F
definida en M. Con la ayuda del teorema anterior, se puede

extender esta funcional a ¥, y escribir:

fx{ét(x)} = p(t)

De esta forma se obtiene una cierta funcién p(t) definida en S.

Esta funcidén es mondtona en el sentido gue:
>t , tM, T e85 =2 p(t") = p(t')

En efecto:

.)’x{gt,_(x)} - J’x{gv(x)}: fx{gt"(x) - gtl(x)}

p(t") - (t")

Ademas, como:

0 a < x < t
gl,,(x) - gt,(x) = <1 t° £ x < t¢
0 t" € x £ b
y por lo tanto: qr(x) - gv(x) e K. Entonces resulta que:

p(t") - p(t") = O

Como resultado de la monotonia de p(t) y de la densidad de S en
(a,b) la funcidn p(t) puede extenderse de una unica manera al
intervalo (a,b) preservando su car&cter mondtono. Resta entonces
probar (3.12) vy (3.13).
Se asume a = 0, b =m, n < w, O € S.
Se eligen puntos:

O =1 < 7T <...<TN=B (B>1,Ti=tk.eS)

[o] 1
L

. . - X
de modo que la oscilacién de las funciones x (O £ k £ n—-1) en
cada intervalo [T,,T,lj no exceda un numero dado. Entonces se
1 1+

forma la funcidén:
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No es dificil verificar que en el intervalo [O,m) vale

siguiente desigualdad:

n

k X

0 < x" - F:(x) 2 g+ =— (3.140

B

Aplicando la funcional & a todos los términos de la desigualdad

resul ta:

N-t
< -
0 = €, ‘2 Tiﬁp(rt+
1=0

m n
I3

1) - @(Ti)] < £.c +

Para B fijo y N » o, resulta:

n

k n
< - l <
0 = c tT dep(t) = B

y haciendo tender B » w :

€, = Jqlk dp(t) (k=0,1,...,n-1)
(o]

Si se hubiera tomado k = n, en lugar de (3.14)> se hubiera obtenido

la desigualdad:
0 = x - FN (%) (0 = x < )
Se hubiera obtenido entonces:

N-1

< - n -
0 < c, t?o T, [qo(r_wl) qo(*r,t)]

y por lo tanto:

0sec - Jgt“ de(t)
o]

Haciendo tender B -+ w resulta:
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4.3.- E1 problema de momentos de Hausdorff

En el caso que el intervalo (a,b) sea finito, el problema de
momentos se denomina de Hausdorff, Se supone a=0, b=1.
Considerando el problema truncado, se extiende el teorema anterior
utilizando un criterio respecto a cuando una sucesiédn {Ck}OSkEn es
no negativa respecto al intervalo (0,1).

Este criterio es fAcil de obtener mediante el teorema que
establece que cualquier polinomio Rn(x) de grado n que es mayor o

igual que cero en todos 1los puntos del intervalo [0,1] puede

representarse en la forma:
2 2 .
R (x) = x.(ﬁ (x)] + (1-x). [B (x)] , S1 n=2m+1
n m m

y en la forma:

n

R (x) [c (x)]z + x.(1-x). [D (x)]z , si n=2m
n m m-—1

A (x), B (x), C (x) y D (x) son polinomios reales, de grados
m m m m-1

dados por los subindices. Con esta representacién se puede
formular el siquiente resultado:

El problema de momentos:

c’< = dek dp(x) (k=0,1,2...,n 3 n < o )
o

tiene una solucidn no decreciente si y sdélo si las formas:

m m
- =2 m+ .
.E SRROL I .z (Ci.+k Ci.+)<+1)xixk para n=2m+1 3.15D>
t, k=0 i, k=zo
v las formas:
m m-1
.}: € X X .E (C_”)w1 - Ct+k+z)xtxk para n=2m (3.16D
i, k=0 i, k=0
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son no negativas.

La no negatividad de las formas (3.15) vy (3.162, Vme DN es la
condiqién necesaria y suficiente para que sea soluble el problema
de momentos de Hausdorff. Pero, en el caso del problema completo

existe otro criterio de solubilidad que tiene algunas ventajas:
TEOREMA: (HAUSDORFF) Para gue el problema de momentos:

1 :
c = J xk dp(x) , k=0,1,2...
o

sea soluble en la clase de funciones no decrecientes es necesario

v suficiente que se verifiguen las desigualdades:

[
n
n

m .
T (—1)‘[ m ]Ci.+k >0, (myk = 0,1,2,...)
izo

que pueden ser representadas en la forma:
f{ K1) ™ } >0 (myk = 0,1,2,...)

La solucidn de este problema de momentos es Unica.

{La demostracién puede consultarse en [A)})

4.4.~ El problema de momentos de Stielt jes.
Otro resultado que se puede obtener como consecuencia directa del
teorema de M. RIESZ es el siguiente:

El problema de momentos de Stieltjes:

c, = ka de(x) , k=0,1,2...
[o]

tiene una solucidn no decreciente si y sélo si las dos formas:

m m
[ o X. X C X. ¥
_E ik ik’ ,E trk+t ik
1, k=0 i, k=0

son ne negativas para cualguier m,

4.5. - Representacién integral de una funcional positiva.
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Otra forma de examinar el problema de momentos como el problema de
continuar una funcional positiva, es utilizar técnicas basadas en
la teoria espectral de operadores.

Si se tiene en mente el problema de momentos, entonces el dominio
de definicidn de la funcional dada debe tomarse como el conjunto
de todos los polinomios. Sin embargo, se discute el problema en
forma general. La primera discusidon de este tipo se deba a
LIVSHITS. Mas tarde, KREIN generalizé los conceptos de LIVSHITS.
Este fue el origen del m&todo de dirigir funcionales de KREIN que
probs ser extremadamente efectivo para ciertos problemas en la
teoria espectral de operadores diferenciales.

Comienza describiendo aquellas variedades lineales de funciones
sobre las cuales formari funcionales y ademas el significado de
los términos positivo y no negativo aplicados a una funcional.
Considera un cierto agregado lineal 6 de funciones continuas a
valores complejos f(s) (- < s < w) y considera todos los posibles
productos f(s).aTETQ donde f(s), g(s) e G. Llama M al hull lineal
de todos esos productos. Este hull lineal sera el dominio de
definicién de las funcionales. Una funcional P lineal (en el
sentido algebraico) dada en M serd llamada positiva { no

negativa) si para cualquier elemento & € M de la forma:
3 = f(s).T(s)
donde f(s) e G y f(s) = O vale la desigualdad:
P(E) > 0 (P(®) = 0).

Entonces esta definicién del caracter positivo de una funcional no
involucra a todas las funciones ¢ = $(s) € M para las cuales
2(s) 2 0 (-w < 5 < ) sino sélo los cuadrados. Esta distincién es
sélo aparente algunas veces, por ejemplo en el caso que G es el
conjunto de todos los polinomios. La formulacién del problema de
momentos es la siguiente:

Encontrar condiciones bajo las cuales una funcional ne negativa

dada P definida sobre M permite la representacidn integral:

P() = J«;(t).dw(t) (2 e« M) (3.17)
-0

con una funcidn p(t) no decreciente para -o < t < o.
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Evidentemente es suficiente obtener la representacién €3.17) para
funciones $(s) = f(s).f(s), con f(s) €« G. Se llamara a é&ste el
problema de momentos generalizado de LIVSHITS. Si G es el agregado
de todos los polinomios en S, este problema es el de momentos
usual.

Para incluir el problema de momentos generalizada en 1la teoria
espectral de operadores es necesario un espacioc de Hilbert. Se
construye de la siguiente forma:

Se define una métrica en G mediante 1la funcional positiva P
definiendo el producto escalar entre dos elementos f,g e G de

acuerdo a la siguiente férmula:s

(f,g) = > {f(s).g(s)}

Este producto escalar satisface evidentemente las siguientes

condiciones:

1) (f,9) = (qg,f)
2) (f1 + fz’ g) = (fi,g) + (fz,g)
3) (af,g) = a. (f,g)

4) (f,f) 20

Si la funcional P es positiva la igualdad en la propiedad 4) se da

si y sélo si f(s) 0. Sin embargo, asume que P es no negativa,

1]

por lo tanto pueden existir elementos fo(s) = 0, fo(s) € G tales
que (fo,fo) = O.

Se puede probar que el conjunto formado por estos elementos fo
forma un agregado lineal Go < G. En efecto, de la desigualdad de

SCHWARTZ - BUNYAKOVSKII:

Lt ol = Yot ¢y . Vg,

que sigue de la propiedad 4) y por lo tanto la ecuacidén (fo,fo) =

O es sélo posible para aquellos elementos fo e G tales que para
cualquier g € 6 se verifica: (fo,g) = 0, y esta ultima relacién es

homogénea y lineal con respecto a fo. Se consideraran ahora
idénticos en G dos elementos cualesguiera f1 Yy f2 tales que f1 -
fz e Go. Entonces el producto escalar satisface ahora todas las
propiedades necesarias. Entonces basta cerrar la variedad lineal G
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para obtener un espacio de Hilbert que se notara 2.

Se impone otra restriccién adicional al conjunto G que es la
siguiente: que el agregado D de todos aquellos elementos g(s) € G
para los cuales s.g(s) € G, sea denso en G, y por lo tanto también
en ¥. Bajo estas condiciones se puede introducir en % el operador
de multiplicacién por la variable independiente s, habiéndolo
definido inicialmente en el agregado D. Este operador es simétrico

vya que el conjunto D es denso en & y:
(f(s), s.g(s)) = ?{}(5).S.g(5)} = (s.f(s),g(s))

para cualquier f(s), g(s) € D. Entonces se puede clausurar este
operador. Esta clausura es la gque se llamari el operador . Para
verificar que este operador est& bien definido, se mostrara que el
resultado de aplicar el operador & seri el mismo para todos los

elementos que se asumen idénticos, es decir, sis

(f (s),f (s)) = 0O
] o
se mostrari que:
(s.f (s),s5.fT (s5)) = 0O
o o
Evidentemente es suficiente mostrar este hecho para fo(s) e D.
Pero la ecuacién:
(f (s), f (s)) =0
o o

significa que:
(fo(s),g(s)) = 0

para cualquier g(s) € G y en particular para cualquier g(s) =

s. h{s), h(s) € D. Entonces, para cualquier h(s) € D se tiene:
(s.f (s), h(s)) = (f (s8), s.h{(s)) = 0O
o o
y por lo tanto, como O es denso en G vale la ecuacidn:

(s.f (s),5.f (s5)) = O
] o
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CAPITULO 4

EL PROBLEMA DE MOMENTOS EN UN
ESPACIO DE HILBERT



1. - INTRODUCCION

En este capfitulo se trata el problema de momentos en espacios de
Hilbert. En la secci®n 2 se formula el problema v se dan algunas
definiciones y resultados que serin de utilidad en el capitulo 5.
En la seccion 3 se dan ciertos criterios de solubilidad qQque
establece KOROBEINIK (K] en un trabajo publicado en 1979. En 1la
seccidn 4 se dan algunas propiedades del espacio de momentos que
también se necesitaran en el capitulo siguiente.

En la seccién 5 se incluye un criterio de resolubilidad para el
problema de momentos general en un espacio de Hilbert contable,
con el objeto de obtener un criterio de tipo algebraico para
resolver el problema de interpolacidn general en varios espacios
de funciones. Se establece para ello una relacidén entre el
problema de interpolacién general en espacios reflexivos vy el
problema de momentos correspondiente. Por dltimo se detalla un
problema de control que motiva el estudio del espacio de momentos

que se efectda en el ultimo capfitulo.
2. - CONCEPTOS BASICOS

2.1.- El problema de momentos en espacios de Hilbert.

Sea % un espacio de Hilbert sobre el campo de los ndmeros reales vy

(e

una sucesién de elementos de ¥ tal gue cualquier subfamilia de

sea:

esta sucesidén es linealmente indeperdiente (tales sucesiones se

llamaran sistemas linealmente independientes) .

DEFINICION 1: Se llamaria n-édsimo momente de © € ¥ al numero:

(p.fh)

{(@'fn)}nem

serd la sucesidn de momentos de ©.

v la sucesién:
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DEFINICION 2: Se llamars espacio de momentos de (fn)nem y se

notarad M a la coleccién de todas las sucesiones de momentos, es
decir:
M= = {c : ¢ ¥ f = . Y e NI
{c { k}kelN 3 p e (o, k) €y k J
Observacidén: M es un espacio vectorial con la suma puntual v la

multiplicacién por un escalar.
Dada una sucesién de escalares c = (Ck)kem se diri que el problema

de momentos tiene solucidén si existe ¢ € ¥ tal que:
(p.f ) = c , ¥Vn e N C4.1)
n n

Surgen inmediatamente las siguientes preguntas:
a2 Cudndo una sucesion dada de escalares pertenece a M, es decir,

bajo que condiciones sobre {ck} el problema de los momentos:

(@,fn) = C , M = 1,2,...

n

admite por lo menos una solucidn 2
b> Si hay solucidn, es esta unica?

¢2 Como pueden recuperarse la soluctiones, si existen, a partir de

c = {c }&
n
La respuesta de la unicidad es trivial: para que el sistema de

ecuaciones (4.1) admita a lo sumo una solucién para cualquier

eleccién de los escalares ci, Core-ey ©5 necesario vy suficiente

{ofoa

sea completo. Vale el siguiente resultado:

(e

una sucesion de vectores pertenecientes a un espacio de Hilbert &%.

que:

PROPOSICION 1: Sea:

St para alguna sucesidn de escalares (c,),e{N el sistema C4.1)
L A

tiene una solucion ¢ € ¥, entonces tiene una Unica solucidn de

norma minima.

Dem: [Y1.
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Observacidn: Si f es un conjunto de vectores de .
k | 1=5k=<n

linealmente independientes, entonces el problema de momentos

finito:
(p.fk) = Cp - k=1.2,...,n
tiene por lo menos una solucidén ¢ € ¥, para cualquier eleccidn de
los escalares {c, } . En efecto: la dnica solucién de norma
k 1<k=<n

minima estAd dada explicitamente por:

O f f e f

1 2 n

C (f .f ) (f .f ) ... (f ,f )

- 1 1 1 1 1 2 1 n
4 D : : :
n - - -

c (f .f ) (f .f )y ... (f )

n n n b4 n n

donde D es el determinante de Gram de (fx""’f Y.
ial

(f .f) (f ,f£)Y ... (f ,f)
17 1 1’ 2 n’ o1
(f_.f ) (f_,f ) ... (f_,f )
2 1 2’ 2 2 ' n
D = . .
n - -
(f F ) (f F) ... (Ff ,f )
n 1 n 2 n n
El determinante D ’ l1lamado el determinante de Gram, es
n

positivo.

El siquiente teorema da un criterio necesario y suficiente para
que el probelma de momentos tenga una solucidn. Si bien es de
dificil aplicacién en practica, este criterio es de usoc frecuente

en ausencia de informacién adicional acerca de los f .
L

TEOREMA: Sea (f'x}ie{N una sucesion de vectores de ¥, y (Ci}i.e[N una

sucesion de escalares. Para gue las ecuaciones:

(p.fn) = c “ n = 1,2,...

n
admitan por lo menos una solucidn p e ¥, tal gue | ¢ | =M, donde

M es una constante, es necesario y suficiente que:

l Ta.c | =m. la f |

n
para cualquier sucesidn finita de escalares {a } <N
n n

Dem: [Y1.
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2.2. - Sucesiones de BESSEL y de RIESZ - FISCHER.

LLa desigualdad de BESSEL vy el teorema de RIESZ - FISCHER
sintetizan juntos una de las caracteristicas fundamentales de una
base ortonormal: el espacio de momentos es 2. Debido =& su

importancia intrinseca, estas propiedades han sido abstraidas:

DEFINICION 1: Una sucesidn (fi’fz""} de vectores pertenecientes

a un espacio de Hilbert % se dice una sucesién de BESSEL si:

[0}
Lo, f ”z <Cow, Ve
n=1 n
DEFINICION 2: lLa sucesidn {f1,fz,...} es una sucesidn de RIESZ -

FISCHER si{ el problema de momentos:

(‘qun) = C . n = 1,2,.-.

n

admite al menos una solucidn @ € ¥, toda vez Que (cn} e &.

Observacidn: {f } es una sucesidn de BESSEL siempre que su espacio
n
de momentos sea un subconjunto de Zz, y es de RIESZ - FISCHER

siempre que su espacio de momentos contenga a»f.

PROPOSICION: Sea (fn} una sucesidon de vectores en ¥. Si es una
sucesidn de BESSEL entonces existe una constante M tal que:

[o0]
e f 1> <Moo . Voes

. n=g
St (fn} es una sucesion de RIESZ - FISCHER entonces existe una

constante m tal gue el prodblema de momentos:

(p.fn) = C R n=1,2,3,...

]

tiene al menos una solucidn ¢ gue satisface:

1

2 ® 2
lel™ = = - £]< |
n=1

m

dado que (cn} e &.

El siguiente teorema da unma caracterizacién fundamental de las

sucesiones de BESSEL y de RIESZ-FISCHER en un espacio de Hilbert.

TEOREMA: Sea {fx’fz""} una sucesidn de vectores en ¥. Entonces:
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i) (fi,fz,...} es una sucesion de BESSEL con cota M st y sdlo st
vale la siguiente desigualdad para toda sucesidén finita de

escalares (cnh
Iz e 1% = Mg je 1?

i1i) {f1.f2....} es una sucesion de RIESZ-FISCHER con cota m st \Y;

solo si la desigualdad:
2 2
<
m I le 1”5 T 7 |
es vdlida para toda sucesidn finita de escalares {cn}.

Dem: [Y1.

El criterio del TEOREMA altimo puede ser escrito. mas
suscintamente, en el lenguaje de operadores. Entonces,{fi,fz,...)

es una sucesidn de BESSEL si y solo si dada una base ortonormal

cualquiera {91’82"") de ¥, existe un operador lineal acotado:
T : ¥ » X
Te = f
tal ial
para n = 1,2,...

{f1’fz""} es una sucesidn de RIESZ-FISCHER si v solo si existe

un operador lineal acotado:

para n = 1,2,....

Una formulacidén equivalente en términos de la matriz de GRAM:

©
G = [rf.f_) |
v 1 1,)=1
es también Gtil:
{fx’fz"") es una sucesion de BESSEL con cota M si y sdlo st G

define un operador acotado Cautoadjuntod en Z con norma que no
excede M.
En efecto, pues G es acotado por M si y solo si la forma

cuadritica asociada:

es acotada por M, y esta forma iguala a:
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Similarmente, (fi’fz""} es una sucesidn de RIESZ-FISCHER con
cota m st y sdélo st las secciones de G son acotadas por debajo por

la constante m, es decir:
m. e < fe_cf

para toda n-upla c = (cl,...,cn), V para todo n. Agui las normas

son euclideas y Gn es la matriz n x n :

G = [(f.,m]?.
n L J i,j=1

Esto es equivalente a lo siguiente:

a2 Para todo n y para todo ¢ vale la sigutente desigualdad:
2
m. fc” = (6 c,c)
n

y ademis es equivalente a la siguiente afirmacién:
&> Para todo n:

-1 1
e, I = —

En efecto, veamos primero la equivalencia con ad:

2 (G c,c)
m.”c" < (Gnc.c) > m =< n 5
[l
de donde resulta que:
(6" %x.x) (6 *x.67'x)
2 n n n
m < max ——— = max —————
Ixlzo  [x|? Il x =0 x|
Por lo tanto:
-1
e, xl , (R
m < mnox ——0e——— = min —
Ixii=o [Ix]| lcli=o il
donde ¢ = G;%(. Entonces:
m.flef = o cf
Rec{procamente, si para todo ¢ = O:
m.jef = Jo.c|
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entonces:

1

, 6. el fe, xI
m =< min —————— = qax
e lizo el I x =0 "x "
Por lo tanto:
e~ *x||* (6 'x.6 "x) (6 %x,x)
2 n n n n

m < mMmx — = fMux —— = max P

Ixli=o [x]? I <o By Ixl=o  [x]|

La dltima expresién es el cuadrado del maximo autovalor de G;i, de
donde resulta que:

(G c,c)

-

m =< min
e o lel?

Entonces:
m. fc|® = (6 c,e)

Resta entonces verificar la equivalencia con b):
Si:
m.flef = |6 cf
cualquiera sea la n-upla ¢ = (¢ ,¢_,...,C ), eligiendo d = G_ﬂ: R
1 2 n n
resulta que:
m. df = |e 4|

y por lo tanto:

-1
Ie, <l
sup ————— =X (1/m)
c e
de donde resulta que:
-1
"Gn clf = (1/m)

Reciprocamente:

-1 -1
m-feff = m-f6 "6 cf = m. 6 "[.]6 | = |6 cf

n

como se queria demostar.
3. - CRITERIOS DE SOLUBILIDAD.

Nos ocuparemos del siquiente problema:

GExiste un elemento ¢ € ¥ tal gue:
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= = 2 .
(p,fk) Cp k 1,2,...7 (4.2>

El primero que dio una solucién completa en el caso que & =
LZ(O,l) fue aparentemente S.S.LlLevin, alrededor de 1930. Sus
argumentos y resultados se transfieren sin modificaciones al caso
de un espacio de Hilbert general % y fue realizado por Akhiezer vy
Glazman en 1961 [1AG]. Algunos de estos resultados son los

siguientes [K):

Sea 6 la matriz de Gram del sistema linpealmente independiente
n

3 snsn
(fx'fi) (fx’fz)"'(fi'fn)
(fz’fi) (fz’fz)"°(fz'fn)
G =
n
(f f ) (f ,F )eoaff ,f )
n 1 n 2 n al
La matriz Gn es nNno singular, y su determinante . l1lamado el

. c s -1 . . -
determinante de Gram es positivo. Sea G la matriz inversa de G ,
n n

n .. . -1 .
y notaremos ¢, al elemento (i,j) de la matriz G . Consideremos
1] n

{7\'_‘(<:)}he[N

la sucesidn:

donde:

n
- (r -1
A (c) = o = ’
n(¢) = L cpeoy [cm) °, °<n>]

donde € = (€ ,C ,eee.C )
r 1 2 n

-1 . s .
Como Gn y G son matrices hermitianas, la sucesién:
n

e

es una sucesidn de numeros reales que no decrece cuando N crece.

TEOREMA 1: El problema (4.2) es resoluble si y sélo si:
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Zim,An(c) < o 4.3

n-+00

Sea onan{fk} el conjunto de +todas las combinaciones lineales
finitas de elementos de {fk} Yy sea (fk;9€) la clausura de

onan{fk} en . Junto con (4.2) se considera el problema truncado:

(pof ) = c , k=1,2,...,n.

Una solucién de este problema en <>fw,n,(1‘k)}rj__1 es Uunica y es de la
forma:
o o m
Y, = L | Loy lf,
ji=1 (k=1
Mas aun:
- z
A () = fe]

y la condicién (4.3) es equivalente a la acotacién del conjunto
{pn}ném en % Si la condicidén (4.3) es satisfecha, entonces la
sucesidén pn converge en ¥ a un elemento p e (fk;%W tal que
verifica (4.2).

Si yw es una solucidn arbitraria de (4.2) , entonces:

= +
Vo= ety

donde uu es un elemento del subespacio ma ortogonal a (fk;ﬁﬂ.

Entonces:
2 z 2
lel™ = lel™ + ¥,

lef-

A la solucidn ¢ se la llamardA minimal (LEVIN 1la 1laméd oelucion

[\

y por lo tanto: |y

nrincinaf). Por lo tanto, si se satisface la condicidn necesaria Yy
suficiente (4.3) para la resolucién del problema (4.2, entonces

la solucién minimal ¢ puede ser determinada efectivamente:

p = fim L

n-00

La forma general de una solucién de C4.2) en & es:
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vy = o+ v
donde » es un elemento arbitrario de 2.
4. - EL ESPACIO DE MOMENTOS: PROPIEDADES.

KOROBEINIK [K] introduce en su trabajo un espacio que nos sera de

utilidad m&s adelante: el espacio M de sucesiones numéricas

c = (ck}kelN para las cuales:
Alc) = sun XA (¢c) = Léim A (c) < ..
nelN n n-=+0 n

La norma en M es definida de la siguiente manera:

n
2 - (ny -1
= sun c = sun |c (o .
"C" ° AE Cj kajk ° [ <n>’Gn (n)]
nelN j k=1 n<N
M es un espacio de Banach. En efecto:

Sea
m
{c }m N

una sucesiodn de Cauchy en M, entonces:

Dado &£ > O 3 N > O tal gue V p,g > N:

P -1.4/2, p _ q

(c

) " o< e
n {(r «r

| e - cqu = oup [(6
nelN

Entonces:
”(6_1‘/2(cp - c9 )| <ce . Vel

)
n ny v

de donde resulta que:

-1 .1/2 P
{(Gn ) c(n)}pem

s una sucesidn de Cauchy en r" y por lo tanto
P
{C 4 n)}pefN

Coma R" es completo existe z € R” tal qQue, cuando p -+ ®
n

también lo es.
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c? 4z en R
o« a»

y por lo tanto, cuando p -+ o :

c? -z Vi=1,2,0..,.0n.
L 1
Ademas:
n-1 2 n 2
(C?“Z_) < E(C?‘Z_) <e ,VYVp>sR
t i . i i
1L =1 L=1
y entonces:
c? - z = |z .
(n-1) (n-1> tny J(n-1)

Por lo tanto:

- . P
Bzew,z—(z_‘),‘em.c(n)-oz(m,VnelN
Debemos probar que:
a) z € M.
5) ¢™ 5 =z en M.
1,172 1,172 -1 1,2
) e z | = |5, (z ~cf )+ (67" c? I =
1,12 112
< s, (z, - et o+ |s] c? | =
1,12 1,12
< |](G (z, - c‘:m)" + oun ||(G c‘:mﬂ . VpelNa=
nelN
1,172 1,172 1,172
A e e L A AR b
-1,1-2 . 1,172
= ez = gm0 eun (6 ECT ) =
neN
1,172
= |, (z, =z 00+ ¥y = 1Py -

m .
Pero como {c '} es una sucesidn de Cauchy en WM, es acotadag
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entonces existe uma constante M > O tal que:

-1 1/2

lte z"w" <M, V¥Vn e

)
n
Por lo tanto:

~1,1,2
oun "(Gn) sz|= "z"A <M
nelN

de donde resulta que:

b) Probaremos que: dado £ > O 3 N = N(g) > 0 tal que:
"cm - z"ﬁi< £, Vm>N
es decir:

-1 .1/2 m

i:ﬁ "(Gn) (e zmQ][< £.
Como {c™ oN 'S una sucesidn de Cauchy en M, dado £ > O existe
m

N = N{g) > 0 tal que:

"cp - cq" <&, Vp,g >N

M
por lo tanto:
-1.1/2 P _ q
oun "(Gn ) (e c(m)” < £, Y p,g > N.
nelN
Entonces:
-1,4/2, p _ q
"(Gn ) (c(m c(m)" <e,V¥Yp,g>N, ¥nel
Resulta entonces que:
£im Il((i—‘)ﬁ/z(cp - c9 M <e , Vp>N,V¥YnelN-=>
n {(rm (m
q-®
166 )% (e? = tim e H|=)(6TH % (P - 2z )|<e, YpON, VneN »
n {r q+00 () n [§a}] n)
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sun "(G_l)vz(cp -z

= P _ -
neN n (nd (2% " - "C Z“.M < £, A4 p > N.

Entonces:

m
[ +» z en M -

La topologia introducida en M se llamara hermitiana; es mas fina
que la topologia de la convergencia coordenada a coordenada. Sea L

el operador definido por:

L: & +» w
Ly = {(y,fk)}kemo

KOROBEINIK [K] prueba que L es un isomorfismo de % en M. Supone
entonces que L es un operador continuo que lleva ¥ a un espacio B,
Hausdorff y localmente convexo, de sucesiones numéricas con la
topologia generada por el sistema de prenormas P = {(p2. Entonces
M s B, y ademas de la topologia hermitiana T1 se puede introducir

en M la topologia Tz inducida por R. Demuestra que:
T 2T
1 2
y por lo tanto, la topologia hermitiana es la mds fina en M para

la cual L es continuo de ¥ en M. Entonces M esti embebido en B en

forma continua:
YeePr 30 <o : (p(c))zSGp.K(c),Vce.M.
Pero esta desigualdad se satisface si:

ce BB v c & M

pues en este caso A(c) = +w. Entonces si L es un operador continuo

de & en R:
MAS B VpeP 30 (0,vm: (plen? < Q.rc), YeeB 4.0

Asume que la topologfa generada en B por la familia de seminormas

{p} satisface las siguientes condiciones:
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A) Las seminormas p son funciones numéricas definidas en el
conjunto w de todas las sucesiones numéricas Y toma valores del
intervalo [0,+w).

B) c € B e plc) < 0w, ¥V peP.

Entonces la relacién (4.4) es equivalente a la siquiente:
YVepeP SDPG (Oy+m) ¢ (p(c))zsap.)\(c) s, Yeoc ew 4.5

Reciprocamente, si las condiciones 4), B) y C4.5) se satisfacen,
M es embebido en B en forma continua, lo cual implica que L es un
operador continuo de % en B. Entonces, las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

a) L es un operador continuo de % en R.

b) M es embebido en forma continua en 3.

c) Vale la relacién (4.5),

Se dird que B8 es un espacio de clase H2 S1, ademas de las

propiedades 4> y B> posee la siguiente propiedad:

C) Si el operador L definido por (4.%5) actua de ¥ en B, entonces L

es un operador continuo de % en R.

La clase Hz es no vacia, pues siempre contiene a R. Obtiene el

siguiente resultado:

JEOREMA: S{ B es un espacio de clase Hz. entonces el operador L

actua de % en B st y sdlo st vale (4.5).

Asume ahora que el operador L mapea ¥ sobre un R-espacio & de
sucesiones ¢ = (ck} con norma [cf| en forma continua. Entonces M =
¥F, vy ademas de la topologia Tz’ se puede definir en ¥ la topologia

hermitiana Ti. Mas aun:

T z T
1 2
y F es completo en ambas topologias. Por lo tanto, Ti = T ie.:
Ae) = a.fe]®, Ve e 4.6
Si un B-espacio ¥ satisface las condiciones Ay vy B), entonces
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C4.6) es equivalente a:

2

A(c) = q.jcl®, ¥ ¢ CA 7D
Entonces obtiene el siguiente resultado:
TEOREMA: Sea & un B-espacio de clase Hz' Entonces L(%) = F st Y
sélo st vale (4.7 y:

el < B.x(e), ¥ c 4.8
Observacidn: La condiciédn (4.8) es equivalente a la (4.5).
Aplicando este teorema en el caso en que ¥ = Vs {quizas el caso

mas importante, segdn comenta KOROBEINIK) resulta el siguiente:

TECREMA: L(g%) = & si Vv sélo si los autovalores de la matriz de
Gram Gn son acotados Cunt formemente en no inferitor \YJ
supertormente.

5. - EL PROBLEMA DE MOMENTOS EN ESPACIOS DE HILBERT CONTABLES.

Obtiene el siguiente criterio de resolubilidad:

TJEOREMA: El problema de momentos:

y(fk) = C k=1,2,... (4.9

es rescoluble en un espacio de Hilbert contable ¥ si vy sdle s

existe n = n (c) tal gue:
o o
, k k
fim N~ (c) = oun A (c) < o .
n n
k+0 o kelN o

Introduciendo 21 espacio de Banach:

M = {% e w3 Zim,xk(c) = "c" < o® }
n n n
A

el teorema anterior puede reformularse como sigue:

TEOREMA: El problema de momentos (4.9) tiene solucidn en el espacio

de Hilbert contable % si y sdélo si:
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6. - CIERTOS PROBLEMAS DE INTERPOLACION Y EL PROBLEMA DE MOMENTOS.

Sea X un espacio de Hausdorff localmente convexo, P, € &€,

k=1,2,,.., v sea {d } una sucesién de numeros complejos. Se desea
n

saber bajo qué condiciones sobre los dk existird en % un elemento

x tal que:
Pk(x) = dk , k=1,2,... C4.10D

Se llamara a este problema ef nrcdlema de internslacien general.

Si el espacio % es reflexivo:

qok(x) = (x,:pk) = x(qok)
donde x €« " '= (%°)°', y el problema (4.10) es equivalente al
problema de momentos en %“ﬁ para la sucesidn (dk} dada:
x(@k) = dk sy k=1,2,.4., v, € X”ﬁ ’
donde X'B es el dual fuerte de .
Entonces en un espacio reflexivo ¥, el problema de interpolacién
general en ¥ es equivalente al problema de momentos en X”B. En

particular, si X“ﬁ es un espacio de Hilbert contable, el criterio

obtenido puede aplicarse al problema de interpolacién general.
7.~ UN PROBLEMA DE CONTROL Y EL PROBLEMA DE MOMENTOS,

7.1.- Introduccién

Fattorini y Russell {FR] consideran un sistema de control cuya
evolucidén en el tiempo es descrpita por una funcién ¥y = Y(x,t)
definida en 0< t =7, 0% x =X, donde X y T son ambos positivos. La
funcidn y satisface la ecuacidn diferencial parcial parabdlica:

& -2 (p(x).ﬂ] + Qix)ey + b{x).f(t) (4.11>

at ax ax

y las condiciones de borde:
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2 2

ay
f A vio,t) + B, —-(0,t) = g _(t), A +B. = 0

ax C4.12D
z 2
P
gx(t)’ Ax +Bi 0

A yix,t) + B Ziw,t)
1 1
ax

donde p es una funcidén positiva y dos veces diferenciable en
{0,X], q es continua en [{0,X], vy b pertenece al espacio de Hilbert
real Lz[O,X]. Las funciones a valores reales f,go y g, son
interpretadas como funciones de control admisible si f,gé Y
g; estan en Lz[O,T]. El control f es un control distribuido

mientras que go Yy 91 son controles de borde.

Bajo estas hipétesis, si se da un estado inicial:
v(x,0) = y_(x) e L*[0,X] C4.13)

el problema "mixed indtial-8oundary wvalue" (4.11D, ((4.12), C4.13D
tiene una dUnica solucidn y(x,t) en 0 £ x £ X, 0 < t =< T en el

siguiente sentido:

{) Para cada t € [0,T1, y(.,t) « L?[0,X]1, y si t > o0,

2
ay(.,t) y a:

ax ox

(.,t)

existen en el sentido de la teorfia de las distribuciones vy ambas

estan en L?[0,X].

t71) La funcién vy(.,t):[{0,T] - Lz[O,X] es continua en [o,7] Yy
continuamente diferenciable en (0,T], en ambos casos con respecto
a la norma de Lz[O,X]. En particular, la condicidén inicial C4.13D

es satisfecha en el sentido que:

]
o

tim, fly . ,t) - yo(.)"
t-»0 L {O0,X)

tit) Para cada t € (0,T] la ecuacidn (4.11) es satisfecha por casi

oy a° )
todo x  [0,X], — vy Y definidas como en tU), mientras que &Y es

ax  ax’ at
definida como se nota en 7).
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tv) Las condiciones (4.12) son satisfechas para t e (0,T].

El problema de controlabilidad mas general para el sistema
€4.11)>,C4.12) puede ser formulado como sigue: Sea la condicidn

inicial como (4.13) y una condicidn terminal:
y(x,T) = y_(x) e L%r0,x] C4.14>

dada, jexisten controles admistbles f,'go, 9, tal gque ltla soluctidn
Yy de C4.11>, (4.12), (4.13) también satisface (4.14> 2

Esta claro inmediatamente de i) que la respuesta a esta pregunta
no puede ser afirmativa, sin restricciones sobre yT, al
menos. Se demuestra en este trabajo, que las restricciones son
bastante severas.,

El tratamiento de este problema de controlabilidad general se
facilita considerando los casos especiales yo = 0 e yT = 0, que se
llaman los problemas de alcangadbilidad nula Yy controlabibidad
nufa, respectivamente. En un trabajo de FATTORINI [F) se demuestra
que bajo ciertas hipétesis muy generales, el conjunto de estados
terminales (4.14) alcanzables en un tiempo T desde un estado
inicial cero (el conjunto afcanzadle nuls) y el conjunto de
estados iniciales (4.13) que pueden ser llevados a un estado
terminal (el conjunto centreéadée nuls) son ambos densos en
Lz[O,X], para cualquier T > O. En este trabajo se da una
descripcidén mas precisa de ambos conjuntos.

Con este propésito se reducen los problemas de control a problemas

de momentos en [0,T].

7.2. - Reduccién al problema de momentos.

Sea A el operador en Lz[O,X] definido por:
(Ay) (x) = [D(x).y'(x)]' + q{x)ey(x)

con dominio A que consiste de todas las funciones y en Lz[O,X]
tales que " e y -, tomadas en el sentido de la teoria de

distribuciones pertenecen a Lz[O,X] y tal que:
Aoy(O) + Boy (0) = Aiy(X) + Biy (x) = 0O

Se sabe IDS)] que A es autoadjunto y posee una sucesidén {-A } de
n
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autovalores reales distintos que satisfacen:

L O YR I S R <eww
2 n n+1

N

1

De hecho, si:

L = r p(x) " Zdx
(o]

can fim AN = oo.
n

n-00

se sabe que existe una constante real « tal qgue:
n? 2
A = — (n + a)” + 0(1), n » C4.15)
n L2

{La demostraciédn puede encontrarse en [CHI).
autovalores

Las autofunciones normalizadas correspondientes a los
funcidn =z e

{X_} forman una base ortonormal para Lz[O,X]; cada

LZEO,X] tiene una expansidén:

o X
200= L p (), Z =J 2(x). p_(x)dx
[o]

n=1

convergente en LZ[O,X].
La hipétesis b e LZCO,X] y las propiedades ({)-(i{v) de la solucién

(4.12) y (4.13) permite escribir los desarrollos:

y de C4.11),
€4.16)

oo
b(x) = Efinqpn(x)

n=1
[0 0]
YO(X) = z:un@n(x) C4.17D
n=41
@
yix,t) = En (e (x)
n=1
con:?
[o0] 2 [00] 2 [o0] 2
E/?n < oo, Ty < oo Ilnn(t) < oo
n=1 n=t

Si un estado terminal (4.14) es dado con:

o]
= Eve, 00

n=1

YT(x)
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es claro que los controles f,go ' g1 conducen a este estado

terminal si y solo si:

nh(r) =v o, n= 1,2,... £4.18)
Para cada n fijo, n e N, la funcidn:
A (t-T)
wix,t) = p (x).e " C4.1®
es una solucidén c® de la ecuacidédn diferencial parcials:
a aw
W= - — [D(X)-—-—] = g(x)ew
% ax
en el dominio:
D = {(x,t) : 0O <K x <X ,0<Ct<T }
con condiciones de frontera homogéneas (go =9, = Q) de la forma

(4.12>., Esto, junto con las propiedades ({)-(iv) de y dadas en la
seccidén 1, utilizando el teorema de 1la divergencia vy las

propiedades (4.19), (4.15), (4.162 y (4.17) demuestra que:

‘KnT T —An(T—t) ° .
n(t) = e uo+ Le [ﬁnf(t) + p% g (t) « gl(t)]dt
donde:
X
pé ) p (X) (B = 0)
1
3= _
z(x’ (X) (B = 0)
1 1
- péo) p (0) (B = 0)
(o] O n
° =
n péo) (0) (B_ = 0)
[o]

Si se desea alcanzar el estado terminal (4.14> entonces debe
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valer (4.18) y por lo tanto se pide quet

T X (T-t) o . AT
J.e Dﬁf(t) + flg (1) + ﬁngl(t)]dt =v - e Mo, n=1,2,...
Lo}

El hecho que pn(x) satisfaga una ecuacidén diferencial ordinaria

lineal de segundo orden puede utilizarse para mostrar que:
=0, p''=20, n=1,2,...
n n

Si el conjunto de todos los estados que son alcanzables nulos o
controlables nulos via control distribufido solamente, tiene que
ser denso en Lz[O,X], se debe asumir ﬁn 0 4, Nn=1,2,....

Considera entonces un problema de momentos general de la forma:

T -A t
I e T h(t)dt = c, s n=1,2,... C4.20)
o]

Asumiendo que este problema de momentos tiene soluciones, es claro
que (4.20) tiene en general infinitas soluciones, que pueden ser

obtenidas resolviendo tres problemas:

-t .
JJr e " h (t)dt = c; , n=1,2,..., i=1,2,3.
o]

con:

hi(t) = f(T-t), hz(t) = go(T—t), ha(t) = gl(T—t)

~ 2 3
cT +c 4+ c =P - e 7] C4.21>
n n tal

Los problemas de alcanzabilidad nula y de controlabilidad nula se
resuelven tomando Moo= O (respectivamente v,o= 0) en (C4.21). Como
consecuencia de estos resultados se ve que identificar al
conjunto de estados alcanzables nulos, o el conjunto de estados

controlables nulos para un tiempo dado T > O es equivalente a la
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identificacidén de aguellas sucesiones de numeros reales {c 3} <N
n n

para las cuales el problema de momentos:

-\t
qu " h(t)dt = c s n=1,2,... c4.22>
o]

tiene una solucién h e Lz[O,T].

Supone que se puede construir una sucesidén y de funciones

n
-A t
e P
Y

en Lz[O,T], es decir, tal que:

biortogonales al conjunto:

—xnt
J: e wm(t)dt = énm, n,m =z 1

Entonces, el problema de momentos (4.22) tiene una soluci&n formal:

©
f(t) = c y (t) 4.23
n n

n=1
Segun comentan en su trabajo [FR}, es muy dificil caracterizar
todas las sucesiones (c }nem para las cuales c4.23) es

n

convergente, y s&lo se ocupan de aquellas sucesiones (Cn}nem para

las cuales (4.23) es absolutamente convergente, es decirs

®

T e Hw |, <o

n (0,T]

Esto es lo que motivé nuestro interés en caracterizar el espacio

de momentos de esta sucesidén de exponenciales.

4. EL PROBLEMA DE MOMENTOS EM UN ESPACIO DE HILBERT.

?3



CAPITULO 5

EL ESPACIO DE MOMENTOS DE UNA SUCESION
DE EXPONENCIALES



1.~ INTRODUCCION

El objetivo de este capitulo es caracterizar las sucesiones:

Euhn

que son representables en la forma:

-At

c = F, e x s Yk elN
k

para algdn elemento F e LZ(O,T). El resultado obtenido es el
teorema que se demuestra en la seccidn 2.4, que asegura que este
conjunto de sucesiones es la imagen de f por la transformacién

lineal generada por la rafz cuadrada de la matriz de Gram:

o

Para el desarrollo de las secciones anteriores a la demostracién

-At -A Lt
G = [ e , & J

del teorema (2.2,2.3) se consideran aquellas sucesiones {Ak}kem

tales que:
®
r 1/7\k <

i=1

Esta condicién asegura que la sucesién de exponenciales:

-At
1
{-}
ieN

no es densa en LZ(O,T), que, como se comentd en la seccidn 7 del
capitulo 4, es el caso gque se trata en el trabajo que motiva

nuestro problema [FR}.
2. - EL ESPACIO DE MOMENTOS DE UNA SUCESION DE EXPONENCIALES

2.1. - El1 problema de momentos.

Sea % un espacio de Hilbert sobre el cuerpo de los numeros

(e

una sucesidn de elementos de % tal que cualquier subfamilia finita

reales, Sea:

de esta sucesidn es linealmente independiente, y sea {Ck}kém una
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sucesidn arbitraria de numeros reales. E1 siguiente problema
aparece en la teoria de momentos: iexiste un elemento f « % tal
que:

(f,fk) = C s k=1,2,...72
El ndmero:

f, 1)

es llamado el k-ésimo momento de f y la sucesidn:

{‘f’fk’}kem

es la sucesidn de momentos de f.

sucesidn:

de la
{f k}keiN

es el conjunto de todas las sucesiones de momentos, ie.:

M= {(f,fk) : f e %’}

Entonces, una sucesién numérica (Ck}kem pertenece a M si y sélo si

El espacic de momentos M

existe f e ¥ tal que ckﬁ(f,fk) k=1,2,0000
M es un espacio de Banach en la métrica:
(n) —_

n n
"c"j1 =sup L o cC = lim ¥ o c,.c

lyk kL L,k k1
nelN x,l=1 "’ n+0 k,l=1

)

donde oy; es el elemento (l,k) de la matriz inversa de la matriz

»

de Gram Gn de {fl,fz,...,fn} y la dltima igualdad es vAlida

pues:

i n)
n -
o cc
> L,k k
kl=1

no decrece cuando n crece [K].

2.2. - Algunas propiedades de M.

Sea & = %CT) = L%(0,7T), 0 < T < wy sea

f(t) =e k=1,2,.0.,
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95



donde {Ak}ke{N es una sucesidn de nuUmeros reales positivos tal

que:

Sea M(T) el espacio de momentos del sistema:

*Akt

(e e
si 0O KT <ow, vy Men el caso T = w. Estudiaremos propiedades de M
y M(T).
Sea Gn(T) (Gn) la matriz de Gram de

ot
(e %3

15k<n

w) vy G(T) (G) la matriz de Gram de

si T < 0o (T

—)\kt
(e )kéN

si T < o (T = o)

LEMA 1: M es un espacio de MNilbert,

Sean x,y €« M . Entonces:

. 2 -1 . -1
=]l = sup [x ,G Tx ] = Lim [x ,G 'x ] =
{n)» n {(rn (i n o
M n N0
. 1,2 2
= fim " [G ] x
n )
n-=>00
Entonces:

2

2 iz
+ £{im ” [Gn ] (x—y)m)
n->00

Ix+y|®+ |x-y %= ¢im [ [c7* 7 ey
y ¥ n y [$2

n-00

2

1,2 12

+Lim U [G—l] x - (G_i] Y
n ) n (n)
n->00

12

2 -t
=Lim " [G ] x +[G ] y
n o n [$2}

n-+00

2
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172 1/2
1

-4 1,2 _1 12
={im "ES ] X +EG ] Y
n [$2)] ™ {n)

n-00

F4 1/2

1) v

] - 2. (< 1) =

a2 ([

n-+®

LEMA 23 MT) € & , VT >0
Dem:

Sean i,j €« N tales que 1 < i, £ n. Entonces:

At —Ajt - (>\.L+>\j 't 1 - (A,L+>\j YT

(GH(T)]= [Q s € ] = fre dt = m [1—9 ]
1] o i 1
Si x e R" , x = (x sX_seeeyX ) , entonces:
1 r4 n
n —(Ai+Kj)T -
1-e 1

= - < —_— =

(X,Gn(T)X) pX X %; <% Ixillle

L, j=1 NLH+A.
i)

7 e 1w Ix,

L or | Ix
_22

i j j
i, j=1 7\l+>\j /7\1 /)\j i, j=1 Ki. /7\j

1A

n X . 2 n n
[ T - ]S [ %]'[ ZXf] = Tr6_ "x"z
i=4 /A1 i=1 i i=4

"Gn"‘s Tan. Entonces, si }’(m(T) es el mayor autovalor

1
G (T):
n

A
N|=

(x,6 (T)x)
n

yUUTY = mAx ——" <776 <TrG, Yneld.
1 éRn 2 n
x i
X7
—kkt
{e }ke{N 25 una sucesidn de Bessel, de donde resulta que:s

MT) €& m
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LEMA 3: M(T) = &£ , ¥ T > o.
Dem:

Sea y(m(T) el menor autovalor de Gn(T) . Entonces:
n

(x,6_(T)x)  (x_,6 (Tix_)
rV(T) = min_ e = 21
xeR b )l (LN
x>0

cualquiera sea Xo € Rn,xo # 0. En particular, si x:=(0,0,...,1),

resulta:

2N T
1-e

YLM(T) =< — s s Y - Y, (T) - 0 , sin +» .

-At
{é ' } Nno es una sucesidn de Riesz-Fischer. Entonces:
i<N
MT) 28 m
LEMA 4: M(T) = M , ¥V T > O.
Dems

Resulta del siguiente:

LEMA 5: Existe una constante positiva K=K(T) tal gue:

a) 1 G =G (T) =6
IS n n

b) 1 ¢ hm =6t e
T(ﬁ— T n n

En efecto, supongamos por un momento que vale el LEMA S.
Entonces veamos que se verifica:

) M MT)

it MT) & M

i) Sea ¢ € M, entonces:
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-1 -
[cm) , G (T)cm)] < [c(m JK(T). 6 c(m] S K. el ,

-1 .
el pry = oun (cm),Gn (T)cm)] < KT . e,

1Z) Resulta de inmediato pues G;i <6 (T
De ¢) y ti{) sique que M(T) = MA , VT > O n

Demostracidn LEMA 5:

a) Veamos primero que Gn(T) =< Gn. Sean i,j € N tales gque 1%i,j%n.

Entonces:

- Gn— Gn(T) es un gramiano, y por lo tanto defimido positivo, de

donde resulta:

G =2 G (T) (5.1>
n n

Veamos ahora que existe K(T) tal que:

1 6 =6 (T).
®ety " "

Sea ¢ = (c)) e w. Entonces:

i jelN
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n At At
[c ,G C ] =5 c,c_.rn e " .e ' dt =
M n L A | °

»J=1

n o A tY[(r At 2
= Jm Yce °© Lce ' ldt = Pty , , donde:
o li=t ' j=1 i L (0,00

AnAlogamente:

_ 2
[c(n)’Gn(T)c(n)] - "P(t)"LZ(O . *

Por un lema de Schwartz [S}l, resulta que existe K=K(T) tal que:
Py, =k e,
L (0,0 L (0,

. Vo e w:

[c s, G c ]S K(T).[c » G(Thc ] , VT >0
[$2)] n [$2}4 n [¢2)]

&: Yy (K(T)G(T)-G ) ¢ ] > 0,
ro n n N

y entonces:

1 G < G (T) (5.2
Kty ™ n
De (5.1) y (5.2) sigue que:
1 G =

G (T) = G.
K(T) n n

b) Sea L una transformacién lineal tal que [CH):

4) LTGn(T)L = Id. (5.3

i) LTGnL =D CS. 4
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donde D es la siguiente matriz diagonal:

De (5.1) sigue que:
LT[G -G (T)]L >0 »LTeL - L6 (T)L =
n n n n
Entonces:

0. > 1 , si1<i<n.
T

Ademas, de (5.3) sigue que:
L"G;‘(T)(LT)“= Id

y (5.4) implica que:

L '¢" L™= D
donde:
~ 1/011/ 0
D = pé
6] ‘.
1/0

Pero de (5.5),(5.6) y del hecho que 1/p< 1, si 1
T

que:s

o
v
°

1d-

Entonces de (5.5) y (5.6):

L_"G;l(T) (L) - L"G;‘ "™

Por lo tanto:

O« D- Id = 0.

(5.5

5.6

i =2 n, sigque

L"‘[G"‘(T)— ¢! ](LT)"‘z 0 » L[L"[G"(T)— ¢ ! ](LT)"]LT > 0
ia) n n ™

y entonces:
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Anadlogamente resulta:

G YT) < K(T).G ' =
n n

LEMA 6: M es denso en 62

Dems
Sea x € £ tal que (x,c) =0, V ¢ € M. Demostraremos que
aqui resulta que x = 0.

Como ¢ € M, existe ¥(t) e LZ(O,T) tal que:s

At
Jq\y(t).e J dt=¢c.,Viel
o 1

Como (x,c) =0 , Y ¢c e M, resulta que:
© 00 T -A t 2
L xc = E)&J‘W(t).e ‘' dt =0 s, V¥ € L7(0,T).
i=1 "' =1 Yo

Por continuidad del producto interno:

N -A.t 2
Zim Ex,rW(t).e Y'odt =0 , V¥ e L%0,T)
N-»00 i=1 v o]
N o N 2
zemr Txe " | wt)dt =0, VvV ¥elL’0,T)
N-+00 oli=1 v
Pero:
[e] -t 2
Ixe ' e L%o0,T).

En efecto; como

At
£ b
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es una sucesidén de Bessel, el gramiano es un operador acotado, vy

por lo tanto, la forma cuadritica asociada es acotada, es

existe una constante M > 0 tal que:

® —Ait —Ajt _
}:1[9 e }xlxj L R TR

t,i=

2
L

© -
<M ||x[|£2 - Lxe e L%(0,T).

[ve]
L xe
-1 " L%¢0,T)

i

Entonces de (5.7) sigue que:

w -At 2
Jq Lxe Viw(t) dt = 0 , Vv ¥(t) e L%*(0,T).
(o]

t=1

En particular, si ¥(t) = gt(t), donde {éi(t)}lem es un

-t
biortogonal a {% v }_ resul ta que:
ieN

Jq x dt =0, VYV je N
o 1

y por lo tanto, xj = 0, VjeN, de donde sigue que x = O.

Entonces, M es denso en En

LEMA 7: La tnclusidn i: M =+ f es continua.

Dems
Si y:v es el mayor autovalor de Gn, entonces Yin)f Tr G.

Sea ¢ € M, entonces:

C ,G_lc x.G_ix
2 n> N n

z .
5 > "ch[ min ——— =
e, | xzo x|

X

—1 _
[c(n) ’ Gn c(n)] - "C(m "

-1

= e I? [TrG] .

2

decir,

sistema

5. EL ESPACIO DE MOMENTOS DE UNA SUCESION DE EXPONENCIALES.

103



Por lo tanto:

n

2z -1 . 2
‘):1 c, = TrG [cm), G cm)] < TrG "C",ﬂ ,Ynel
=

de donde resulta que:

< Tré |ejf =

2
I lllz

2.3. - Una aproximacién de la matriz de Gram.

La matriz de Gram del sistema:

definida por:

1
G = [g ] = ———
b >‘L+>‘j 1<4, j<o0

genera un operador, que notaremos también

matrices de Gram Gn des

definidas por:

=
3
+
pos|
3

generan operadores: G

LEMA 8: G e B(&)

Resulta en particular de lo siguiente: sea

G = [gi.j] 154, j<00

una matriz de Gram de un sistema de vectores

G: &

-

ZZ, Y las

linealmente
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independientes {fthem tal que:

W

Lo, <

t=1
Entonces:

—
= |(Ff ,f s Qe = 4 1=, )%

'gi.,j' '( L’ J)' " l.u h J” Vgi,,i gj,j ’ 14

y entonces:

o0 o0} 2
=< .
I.E‘ 9 %% | = [ Zaf- | EIx]
1,1 11 L=1

de donde resulta que:s

1=1
Ofoervacion: |G| < Tr 6.
LEMA 9: La sucesidn de operadores En SN » ne N
por:
Gn... (o]
Gn r= :
0... ©O

ie. ,si notamos ai_al elemento (i,j) de la matriz Gn:
i

g. . JAZ1, 550
~ )

i O ,i>n o i>n

es tal que Gn + G en B([{) , ST N o+ 0.

Sea R := G - G s Y sea X € f. Entonces, si y =
n

R x

n

definidos

se
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tiene que:

w
Y=Y g . % ,i=1,2,...n.
T ’
j=n+1 J
©
= X i=1,2,...
yn+i. Zgn*-i..j i e
=1
Entonces, si 1<i<n:
2 © 2 o 2 0 2
y., = g, . x] = Lo |-{ & x.
|8 . 1) B ] . 1} .
j=n+t J=n+1 j=n+1

y anilogamente para i=1,2,... se tiene que:

n+i ) n+i,j ] n+i,j

Comos

entonces:

a]
1A
Nf =

1
e /xR
Luego:
1 1

AN,
i J

0
1A
.x>| "

i.j

cualesquiera sean i,je N. Por lo tanto, si 1<i<n :

A n -4 2 1 1 1 F4

< < = ~ — =
i y,L = E ) E gi.j . . E )(j = 3 : )\. ) z )\. z )<j
1=1 1=4 J=n+4 J=n+1 1=1 1 =n+1i 3} j=1
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9] )
1 1 2 .1 1
= > T [ ET] "x"{z , donde T:= —-2-— E iy .
J=n+1 ] 1=1 T
Si 12 n+1:
(o] n [0 ) [ 00 [ ©
2 2 2 1 1 1 21
Ly, = | L Zo -1 T x| =712 = L=l . |=
. i . . ij . 4 1 A A j
1=n+1 t=n+l =4 J=Nn+1 1=n+1 L =1 1 =1
[
1 1 2
=27 Ex) x5,
2 L:nﬂxj] (2
Entonces:
oo
2 1 2
I, = = | =5 I«
ZZ j=n+1>\j Jz
En consecuencia:
~ n2 @ 1
- < —
o -6 1* <~ | E5| =
J=n+1 j
de donde sigue que Gn + G en 3({2) sin +»omnm
O8oervacien: LEMA 9 es vAlido si G = E; .] . es una matriz
iy J J1Sh, j<oo
de Gram tal que:
00
.Xgl,t <m .
1=1
La demostracién es analoga.
LEMA 10: Los operadores G \YJ G , n e N , son compactos |y
n
positivoes.
Dems
Los operadores 6n son de rango finito, y por lo tanto
compactos. Por el LEMA 9 resulta que el operador G también es
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107



compacto.

Recordemos que un operador lineal y acotado T en un espacio

de

Hilbert es positivo si (Tf,f) > O para todo vector f del espacio.

Como:
¢ 20 , Vn €N

resulta que G también es un operador positivo, pues:

(x,6x) = &im (x,6x) >0 m
n-+00 n
Como:
~ [09] e o] aQ 2
= < <
[ S )=z sy xo = [Eau] | ExF| = 7 I,
v, )= 1=1 =1

resulta que

o < Gn < 7Tt.Id Vn eN, vy 0 =G =< r.l1d.

Entonces, para todo numero natural n existe un dnico operador

Tn > 0 tal que:

Yy un unico operador T > O tal que:

que notaremos :

a 1,2 y G1/2

respectivamente [(KRJ. Si 1lamamos Qn a la anica matriz definida no

negativa tal que Q:= G , de la unicidad mencionada sigue que:
n
Q... 0O
~ 1,2 I .
T =6 = . .
n n . .
... O
LEMA 11: 6% 56" en B(F) sin o,
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Dems

Consideremos la funcidén continua F(A)= ¥ A y A€ [0,T] € R, vy

P (X)}
{" xelN

una sucesidn de polinomios a coeficientes reales tal que converge

sea:sd

uniformemente a la funcisn F(A). Consideremos la sucesisdn de
operadores F&(T) , T € 3((2). Si Q(X) es wun polinomio a
coeficientes reales tal que |Q(A)| =M, VX e [0,7] , donde M es
una constante, entonces es claro que también se verifica que:

z 2

0 =< EQ(T)] < M Id.

En efecto:
"Q(T)x"; = [Q(T)x : Q(T)x] - [Q(T)zx,x] < M [x,x] - Mzﬂx";.

En consecuencia, vale que:

"P (T) - P (T)" < max "P () - P (K)" .
m i) m n
rel , 7]
Como Pn(k) +» F(A) uniformemente cuando n » o en {o,7], resul ta

ques

{P (T)}
n el

es una sucesidn de Cauchy en 3({2). Luego existe wun operador ?

tal que:

P(T) » T
™

y resulta natural llamar T = T2, Este operador verifica las

siguientes condiciones:

2=T

-

i)

-}

i1) = 0

Til) T es el Unico operador con las propiedades i)-~i1).
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Sea ahora £ > 03 fijemos k0 e N tal que V¥V k > k,
sup lPk(A) - Y X | < —gm .
Ael0, 7]
Entonces:
1,2 £
"Pk(T)—T " < =
cualquiera sea el operador T tal que 0 £ T £ r.1d, V k > ko. En
particular:
P () - 6% « = (5.8
k >
~ ~ 12 £
"Pk(Gn) - Gn " - », Vo elN (5.9
Ademis, como Gn + G, sin » o, resulta que: P&(gn) > Pk(G) s1i
n -» o , es decir, existe n_ = n_(g) tal que YV n > n 3
o ] o
[P.(G ) - P (G| < ~£- (5.10)
X n k 3
Luego, si n > N = (no v ko) , de (5.8), (5.9 vy (5.10) sigue gue:
12 12 o~ N o1/2 ~
| 6% &?| = |PG) - 6P + PG - PG| +
1,2
+ "Pk(G) - 677 <« =
Entonces:
é¥* ., ¢'7* , sin +o m

2.4. - Una caracterizacién de M.

TEOREMA: M = G672 (&).

5. EL ESPACIO DE MOMENTOS DE UNA

SUCESION DE EXPONENCIALES.

110



Dem: i) M < G2

Sea ¢ € M. Entonces existe una constante M > O tal que:

n
<
i):j-?"j(n)cicj =M, VnelN

0, equivalentemente:

[c ,6 e ]sM , YV n e N.
)

n (N

Si llamamos:

1 12
x(n):= [G ] c
n ry
se tiene que "x(n)" < M., Notemos ;('h al elemento de & tal que:
B x (n) , 51 1 £ 1 < n
x o= *
nt o) , Si i > n
es decir: xn = (xl(n), xz(n),...,xn(n),0,0,...).
Por ser:

";nug =[x =M, ¥YneN
R
podemos suponer que (x”)ﬁe(N es débilmente convergente en Z (de 1lo

~
contrario, basta considerar una subsucesi®dn de {x } con esa
n

propiedad). Entonces, existe x < [z tal que:
[§n;y] > [x,y] sin » o, Vy el

1/2
Como G es un operador compacto:

1/2~ 1,2 .
G x » G x s S1 N -+ 0 .

Pero:
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1,2~ .
G""'x 4+ ¢, 8in »

pues, si En = (cl,cz,...,cn,0,0,...) entonces:
I IR L e I Y I L G A
n n ™ n n n
~ 12 ~ 172 ~ ~ . 12 ~ 1,2
le, —el =067 -6 77 Ix 0 + fe, - cf =m 6% -6 "7 +
~
* e, - <l
y eligiende n suficientemente grande resulta que:
"Gi/z; -c] < e = c = 6" %x.
i) 634 cwm
Sea ¢ & th(f) ; entonces existe x e f tal que ¢ = G”qx

[ ~ 1,2
Sea u :1= G x . Demostraremos que:
8

a) u(s’e.M,VseIN

b) c e M

«” Sea:s

Veamos que R < A.
s

Comos

At
I

es una sucesidn minimal (ie., cada elemento de la sucesidén
fuera del subespacio lineal generado por los demas), existe

sucesidén {gt%em biortogonal, es decir:

b -
&h’ e ] = 6U .

esta

una
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Sea:

g = o c_;1 + azgz +oeot QA g, » 9 €< LZ(O,co)
y entonces:
-t o, , 1 £ s e
[g,e"]= v LU e M Vel
O s 1 > s

bo
2 _2? (> 72 >
(G I B [C e M [ B [ e
2] [¢a4 n n) [$2}] n rv
-2 (9) - @
=< Il [G ] [ P u(s)] + sup " [G ] u(g)
n ™ i) ndN n 1g}
-z (s)
< lI [G ] [c - us] + M , donde M es una constante.
n r [}

12
< " [6_1] [c - ltm u‘s’] + M =M
n o [$2})

8 +00

[57) cw

(s) [2
pues, como U -» ¢ en cuando s -+ © entonces u

(s)
(o
e N. Entonces: ¢ € M ]

Observacien: E1 LEMA 2 resulta ahora obvio.

1
2ZA,
171

™8

PROPOSICION: G| < TrG =

L

Dems

Por el LEMA 9
?s'na G en R(&)

Yy pPOr una observacién anterior:

6] = 7re.
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Pero:

e | = max (G x,x] = 7;"2
) =2 "
donde:
. (n) «(n)
> > >
1 72 T n
son los autovalores de Gh y YS
n (42}
L. ». =T7TrG .
i=1 n
Ademas:

y por lo tanto:

yWx 0, Vi: 1<izn.
T

<

o mw
Entonces: ”Gn" =¥, < Tan.

Consideremos la sucesién

{(n)
¥y [nel

es decir, la sucesién de normas de G . Es una sucesi®n de nUmeros
n

reales positivos no decreciente y acotada. En efecto: si X =

X, ) :
i 1SiSn+

)-/(nﬂ)= ma& x [G x,x] > mAx [G x,x] = max [G x,x] = }’(m
1 n+1 n+l n 1
I =1 fIx =1 I || =1
xlR7* xeR"*1 xeR"”
x =0
y;m< IrG , ¥ n e IN.
Entonces, existe v, € R , 7, > 0 tal que: ;/:m-» r, =6} . cuwando

n -+ Q0.

Consideremos ahora la sucesidn:

n
}/2 nalN

qQue también es una sucesidn acotada de ndmerocs reales positivos.
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3. - SOLUCIONES DEL PROBLEMA DE MOMENTOS.
3.1.~ Introduccién.

Si @n es la solucidn de norma minima del problema finito:

-At

['p . e ‘] = .= 1.2 e00n (5.11)
n 3
entonces:
@) L
(= 8 n r
1 1 - _ i y
nT T g : ., - oo e
n - L=1
n
donde o = det G v
s} "
{ 1)'L+1 n a4 n . L
- + +
y (t) = -1t ¢ o= T o-1ytT et oo
L q = j i - ]
n =1 i=1 n
T
n .
= To. c. (S.12>

(oﬁ? representa el elemento (i,j) de la inversa de la matriz de
1
Gram de (f ,f «....f }.
1 2 n
Ademas el problema de momentos admite al menos una solucidn S1 Y

sélo si:

le J°<m . vnen

es decir:

ccl =M.VnelN (5.13

3.2. Calculo de la matriz G;ﬂ

Calculemos primero g = det G .
n bl
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1 1 1
2. + A A+ N )
1 1 2 1 3

1 1 1
A+ A PN A+ A ‘
2 1 2 2 3
1 1 1
A+ A + A A+ A :
n 1 n 2 n 3

Restando a todas las filas la altima,

A A A - A
1 n 1 n
z2h (A + A ) A+ A_)(N + X))
1 n 1 n 2 1 V4
A — A A_—- A
2 n 2 n
(A +X ) (A_+ X ) 2A (A + A1)
n 1 2 1 2 n 2
1 1
A o+ A A+ A
n 1 n 2
1 1
22X A+ A
1 2
-t ~r L
n (A - 2 ) 7\z+ >\1 27\2
i=2 -7 .
n :
n (A + A ) 1 1
i=1 t n A + A A + A
n—-4 1 n—1 2
1 1
Restando a todas las columnas

determinanate anterior es igual a:

resul ta:

A=A
1
ot 2N (A + A )
i n
A=A
2
ot 2N (A_+A )
n 2 n
1
o e e Y

1
vt A+ A
1 n
1
oo A+ A
2 n
1
T ZA
n—1
. . 1
Gltima,

resulta

que
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X - A
1 n
2z (A + A )
1 1 n
A A
1 n
(A _+X V(X _+ X))
2 1 2 n

.
O
.

AN
2 n

(A + A_ )X + X))
1 2 1 n
A - A
2 n
2N (A _+ X )
2 2 n

A - A
1 n
(A AN +A )
n—41 1 n n-1
e}
Entonces:
n-1 2
n (A- A
- 1 i=1 v "
% Z2N N
t'l )
n—-1 2
n -2
- 1 i=1 b n
2A n
had

2
n (xi,*- Xn)

i=1

donde la dUltima igualdad se obtuvo restando a

Ugltima. Entonces:

A A
2 n
(A _+A YN +A
2 n- 1 n n-
o}
1 1
F2N A+ A
1 1 2
1 1
A+ A 2A
2 1 2
1 1

0

3N n

i 1=5i<k=<n

)
1

1 [ TN

Ai+ Xk

1
(A + X )
1 n
1
(A + A )
2 n
1
(A + X )
n n-1
1
1
YN 1
1 n-41
1
A+ A !
2 n—1
1
2N L
n—-1
1 1

todas las filas la

(S.14>

Notemos g <> al menor asociado al elemento (1,J) de G , v si:
n

]

9, = 9, (A X, 5eeesn

i1

A,
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entonces:

g, .m = gwq(Al’Az""’Aﬁi’xﬁi""'An)

.

Por lo tanto:

noy AN z
9. ..m = n N n (5,15
3 P21 aSicesn [ A+ A
i”j i™j,k*j
Entonces:
2
a 1 [N N
- i,=12)\'t 1Z1¢kSn 7\i+ 7\)’
95 i) 02, | ‘
9 - _ z
n a 1 r Ki Ak
i.=12>\i. 151 <k<n A+ A
~ i k
1
= 2)\ P 2 =
T - A n A~ A
i J J k
n — n —
i=1 A+ A k=j+1 A+ N
i j i k
i1 [ A+ A, Y% n e n Y n A+ A YE
= 2. LA n J X = 2x. n I | .
i A i
i=g A- A, k= j+1 A- A i=g A~ A
i j i k = i i
Por lo tanto:
gjj(n) n A+ A z
=2, | —4 (5.186
gn ] izt A~ A
=r vl

Calculemos ahora g,
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1 1 1
A+ A A+ A RS NS
z 1 z 3 z n
1 1
A+ X zZA R D
o = 3 1 3 3 n
gi,z
I
A+ A A+ A o FIN
n 1 n 3 n

Restando la ultima fila a todas las demAs, resulta:

» by » I

| A - 2 o .
AT, N TN
2A (A + X)) A+ X 72y - 28 (N + X )
1 n 1 n F 1 2 n 1 n
A A A - A A A
2 n F1 n 2z n
(A +X ) (A_+ X)) 2A_ (N + ) e 2Ah (A_+N )
n 1 2 1 2 n b4 2 n
_* _r 1
A+ X A+ A ot 3N
n 1 n k] n
1 1
A+ A A+ A Tt A+ A
2 1 2 3 2 n
n-1 1
mn (A - 2) 7\3+ 7\1 2)\3 }\3-0- An
R n i
- V=2 . . .
n . M :
n (a+ X)) 1 1 1
i n o e .
i=1 A +A A +A 2A
o n-1 1 n—4 3 n-1
1 1 o e e 1

Restando a todas las columnas la udltima, resulta igual a:
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A - X A A
n 1 n 3 1
Ay A0+ X ) A+ X (A + A ) ° " " (X + X))
2 1 2 n 4 3 2 n 1 n
n—-1
n (Kn~ Ai) An xx An xa 1
izz A+ A V(v X ) ZA_ (A _+ A ) T O+ AL
——————n 3 1 3 n 3 b} n 3 n =
A : :
12
0 o o o e 1
1 1 1
A+ A A+ A ot
2 1 2 3
n—1 n—41 1
.n (>\n— A_L) _n (An-— )\,l) S Y o o . 1
=2 t=1 3 1 3
- 2 . . . =
n n—-1 : : :
n (x+ X)) o L+ X)) 1 1
i1 i ntoL L, i n X >y by 5y o« o 1
. n-1 1 n-1 3
[0} (¢} e o . 1
1 1
A+ A A+ A Tt °
2 1 2 3
n-1 n—-1 1 1
A=A [ - o = ... 0
1=2 1=1 1 8
= L2 - . .
n n-1 : : :
O A+ X)) 7 M+ ) 1 1
i=1 t " izz ' n N wn X o - O
P72z n-1 1 n—1 3
o o} e e . 1

donde la Gltima iqualdad se obtuvo restando a todas las filas

ultima. Entonces:

n-1 A=A Y2 0 - A - A
g (n)=L n n h n 1 n 2 (o] (n-1).
1.2 . i=1 A+ A (N + N (N + A ) 2
i#x,z n 1 n 1 n 2
Sin > 3:
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2N A0 - A (A AN oA
n 1 n 2 n-% 1 n-4 2

AN,

n L

A+ A, (A + A (X + X)) (X +A (N +A)
n L n 1 n r4 n-1 1 n-1 2

n-1  i=1 EN _1+ A,
i#1’2 n 1
2
_ n 1 n k-1 }\k Ki' n (Kk 7\1)(}\)( )\2) _
=7 T n . n g _(n-2=
k=n-1 k k=n-1 i=1 A+ AN k=n-1 (X + X J{(A + X)) ’
) X k 1 X 2
1X1,2
2
- - F! 1 Fl kf—li MM a A= A=) g o=
kre M xte ima LA+ a k=4 (A + X )(n + n ) L2
) L " 1 X 2
i1, 2
2
oo L AN nON S A DN A
= n 2A 1 n 912(3)
k=4 k 3<i<k=Z<n A+ A k=4 (A + XN J(A + X)) ’
k i k 1 k 2
Pero:
A~ A A - A
1 1 3 2 3 2
A+ A Ao+ A (A + XX (A + A ) 20 (A + X))
2 2 3 2 1 3 1 5 2 3
gi,z(3> = 1 1 = 1 1
X+ A 2N A+ A 2A
3 1 k: J 3 1 3
A - A A+ A A+ A
3 2 2 1 2 3
= (X, » %) 2 =
L 1
1
A - A (A _+ A )(A_ + X)) A+ A
3 V4 2 1 2 2 3
= O, + %) 2%, =
o} 1
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(7\3 - )\z)(Aa - 7\1)

1 1
BRI N W T X .
E) 1 3 2 3 1 2
Por lo tanto:
9, ,m =
n 1 )\k- Xi. ()\k— 7\1)(>\k- )\2)
k=3 k 3%i<k=<n Ak+ ?\.L
Pero:
2 2
_ o T K M k
gn =n 2N n n
k=t "k asicksn A+ A ) k=2 [n o+ A A+
k i k 1 k

kal

k=3

1

2

La}

n

= +

k=3 ()\k ,\1)()\)(+ )\2) 7\1+ )\2

A

()\k- Al)(kk— Kz) 1

(7\k+ 7\1)()\)(4- )\2) )\1+ A

2

2

2

2
F] P\k_ 7\1 r.}\)c_ >\z 1 7\2
k=3 {A .+ A A+ X A+ A

>k 1 sk 2z 1 2

2

7\] r
2 1
A A
k4

+ X
1 2

K

n ot AN o A A+ A
=2 2 = z 2 .
k=3 - A ) - A, (A -2
Por 1o tanto:
9,2 A, n RS
= 2, 2 .

S, (A - A) k=3 A - A
1 2 k 1

Sea ahora 2 £ j < n:

g (Ki,)\z,...,Aj,...,An) =

1,3

G

w e

J

2

S.17>

(S.18>
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1
A+ N F2N e A+ A A+ A et A+ A
2 1 2 2 J-1 2 J+1 2 n
1 1 1
A+ A A+ A toc A+ A A+ A IR PN
3 1 3 F4 3 -1 3 ]+t 3 n
1 1 1
A+ A A+ A e A+ A AL+ A e A+ A
j 1 j z i j-1 i i j n
1 1 L
A+ A A+ A °e A+ A A+ A e 2X
n 1 n 2 n -1 n 1+ n
1 1 1
A+ N T N+ A 2N A+ A e A+ A
2 1 2 -1 2 2 ]+1 2
1
A+ A ST N X A+ A A+ A Tt A A
3 1 3 -1 3 2 3 i+t 3
=(-1)7*"® . :
1 1
PN R NN A+ A AL+ A Tt A+ A
J 1 J J-1 i 2 J 1 J
1 1 1 1
NIRRT A+ A A+ A e 2N
L2} 1 n 1-1 n 2 n j+i n
1 1 1 1
PP D N N A+ A A+ A e A+ A
1 1 3 J-1 J 2 ] 1+ J n
1 1
A+ AT XNTe A A+ A A+ A e A+ A
3 1 3 1-1 3 2 3 ]+ 3 n
=(-1)7®
1 1
P S WY 2n_ A+ A tee A+ A
2 1 2 )1 2 2 J+1 2 n
1 1
A+ AT OXNTVX A+ Al X+ A 2\
n 1 n -1 n 2 n J+1 n

_ 4 2
= (-1) g!2<n> (7\1,>\j,)\3,...,)xz,)\jﬂ,...,)\n).

’

Por lo tanto, si 2 £ j < n :
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gi,j(m ()\1,7\2,... ,)\j,... ,)\h) =

iy i
(—-1) c_;1 L™ ()\1’)\1"7\3""’xz’)\ju""’)\n)

Si 1 < i < j <n:

g“_(n) (7\1,.\2,... "\t"" ,7\J,,... ,hn) =

’

1 1 1 1 1
A+ A 22X R N A+ N, T A A
2 1 2 2 J—1 2 J+4 2 n
1 1 1 1 1
A+ A A+ A B Y A+ A ot A+ A
3 1 3 2 3 -1 ]+1 3 n
1 1 1 1 1
=t X+ X X _+ A " XN =X, NovN TN T |=
T—1 1 t—-1 2 1-1 1-1 t-1 J+1 1-1 n
1 1 1 1 1
A + A A + A TN + A, A + A TN + A
11 1 1—-1 2 -1 -1 t -1 i+ t—1 n
1 1 1 1
A+ A A+ A R A+ AL cet F2.N
n 1 n 2 n 1-1 Jj+1 n
1 1 1
A+ X A+ A T XN+ A A+ A nes A+ A
3 1 3 2 3 1- 3 Jj+1 3 n
1 1 1 1
N Vi N VR W N N TN v A
L-1 t—41 2 1—1 -1 -1 j+1 t—1 n
=(_l)i. 1 1 1 1
A+ A F2N R NP A+ A, oo A+ A
2 1 2 2 b 2 1+1 2 n
1 1 1 1 1
P U S U W X v X R NN
-1 t—1 2 1-1 Jj-1 L—-1 J+1 1—-1 n
1 1 1 1 1
A+ A A+ A TN £ AL A+ AN e 2N
n 1 n 2 n 1= n j+1 n
= (-1,
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1 1 1 1
A+ N A+ A TN+ A R NN A+ N, cet A+ A
2 a 1 2 J- 2 1+ 2 n
1 1 ES 1 1 1
X NN+ AT X P S N U U TN+ A
r—-1 T 1—-1 2 v—-1 1 L-1 J-1 v-1 J+1 1—1 kal
_ 1 1 1 1
A A 2ZA TN YN TN+ N A+ A e A+ A
4 1 2 2 1 2 1-1 2 i+1 2 n
1 1 1 1 1 1
A + N A + X T OX + AN T X + A A+ A RPN + A
-1 |3 t—1 2 T1-1 1 t—-1 -1 -1 1t1 t—-1 n
1 1 1 1 1 1
A+ A A+ A TN+ A M NN A+ A e 2N
™ 1 n 2 n 1 n 1- n J+4 n

(donde se han intercambiado las columnas primera e i~-&sima.)

= (=1™Mg (NGRS A A A

NI EERET PPRRT AP

Por lo tanto, si 1 < 1 < j < n :

g. .(n (Kl.Az,...,Ai,..',Aj,...,A ) =

i, n
i1 (5.20)
= 1T R e A A A e A )
y ademAs:
gi'j<n)(xl,hz,...,xt,...,Kj,...,xn) =
(5.21)>
== "M G (N LA G A e e A P NS W U W
1,2 i’’’ i-1""71"en’ P17 27 et n

de donde se deduce que:
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[ n
(5.22)
. . — z — —
_(-1)L+1+1 n 1 n )\k )\r n ()\_L 7\k)(>\j 7\k)
NN M 3% Nn n
i j k=1 ¥ 1%r¢kx=<n lk+ X k=1 (kk+ Ai)(hk+ X))
PETI r,k®i, T ki, }
Si escribimos:
2 2
g = b 1 "_’I 1 FI AT A Fl AT
no2x 2)\j kz1 Mk aSrck<n At A k=ist LA+ X,
x#i, j r kR, j i k®j v
" N N L Y A - x )2
X i rlo_
n =
k=j+1 LSRN r=1 P N
k i 3 r
ry
2 2 2
1 1 n 1 n Ak ?\r n ?\_L }\s n 7\j 7\5 ~
o Mo 0 | —— | n|——=| n|+t—=]|
i j k=1 k 1=%r k=<n )\y+ A s=1| A + A s=1 A+ A
K i, j r, ki, < T exi % Tami o
A- A n n A=A Y2 n A=A Y ra-2r 2
i j 1 )3 r i s j s
= nm 5 n - n
A+ AN k=1 k 1<r (k<n >\k+ A s=1 A+ A A+ A
i L kEL, T oemi,y Y ® oo
Por lo tanto:
%™ g NN NN A A
= (-1)'Y —-‘—1_24 AN ke ] c5.23>
9 (N- X)) Yok=t (- A)(A - A )
v J . . k L k ]
k#i,

Por lo tanto:
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o) A o+ AL
o .y = 2N L J

n
1 Yoo A - A,
r*j r 1
CS.24
Ao+ N PO A )
o, m = —4 N AN n : !
1) F4 LI |
(N - X)) k=1 (AN - A )J(A - X))
i i K®i, j k i k ]
A+ A, n (N + Ak) n (X .+ Kk)
o = —(2A ) (2 ) —, — g - =
e v o - A k=1 (A - A) k=1 (A - A )
vl P . k#i, j J
2N, 2N A+ A, A+ N, n (A + X)) n (A + M)
- i i i h] i B n i k n i k -
A+ X)) (M- X)) (A- A) k=1 (?\k— AL) k=1 (7\k— AL)
v o oY e v k=i, j ]
1 n (N + 7\)() n (7\k+ A)
=—02n  — 2, q —2.
(X + X)) Yok=a (N - )) 3 k=1 (A - X))
v K#i ' K j .

Si llamamos:

n (Ai.+ )\k)

oy = 2N n —_—
1 t
k=1 (7\}(- XD
X*i v
resulta que:
oy = L A oty VnelN
= — n
T S j ’
1

3.3. Una expresién para la solucién.

Podemos ahora reescribir la condicién ¢(5.13) como sigue:
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oL (N & {n)
t J

k4 n n
"pn” =.}:. o € e =.):' S~ TR S S <
s ] v 1

n -+ At
= T J‘D e v J am am dt ¢ c, =
. ° i j o]

n -(A+ At . z
= Jm T e " Y awmamc c dt = P cerj
° L, g i H i B ] 2]
donde:
n -t
P (t) := 1% e oy . (5.25)
n i=1 1 18
Resulta entonces que:
c = (C,L}_LG{N e A e "Pn"z =S M,VnelN 5,26
L (0,00
y el = |7 |-
Sea:
ai(n) 0
D - o (r)
n .
0 ‘ot
n
Entonces:
-1
G =D G D
n n n n
y llamando A = G D se tiene que A = A-{
n n n n n

Ademas (5.12) puede reescribirse como sigue:

a (A
n n n i j -t
1 = —————— J =
Pt = Ky, f(t) = ¥ O
1=1 1=1 i1=1 1 )
n n O(i'(rw —7\jt
= z B e e e o
}=1 v=1 A 1

Recordando la definicién de P resulta que:
n
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= ] 3
Pn(t) —.)-:1 (Pn(t) s © ) oxj(m e

P (t) = (p (t) , & 3 ) o e
n n 3

n
j=1

Si llamamos:

diy = [d,l(n)]isn = [(Pn(t) , © ¢ )].L

se tiene que:

n —>\jt
t) = d
¢n( ) E i otj(m e
J=1
) -A .t
P(t) =% c, ame ]
n : 1
=1
g
Como ¥ . < @ entonces existe a = Zim am ; en efecto:
k=1 k ' neoo
tal
kl—Ti A+ 20
n (A + X)) i
o = 2 n —E =z R =
1 13
k=1 (X - X))
i k i 1 (}\k— 7\,L)
k=1
k=i
n Ai.
n ot
k=1 >\k
iy
=25 & .
k=1 L- 7\k
ki

Como el numerador y el denominador de la dltima

expresidn
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convergen cuando n » ®, At + a cuando n tiende a infinito [C].
t 19

Ademis existe:
d = ¢im dwm , Vi € N.

L

n-0
. 2
En efecto, como (P } es una sucesién de L (O,m) con normas
n

crecientes y acotadas superiormente, existe P < Lz(O,w) tal que:

P 4+ P , sin + o
hal
y por lo tanto:
-At -A t
(P, e ")Ys(P,e ") ,¥iel
n
At

Basta entonces definir d = (P , e ‘) s Y i N,

1

Vale entonces el siguiente resultado:

TEQREMA: S{ existe una constante B3> 0 tal gue

- > i
’\i.+1 Xi_ﬁ,VLem
y si:
o)
E > <w
k=1 k
entonces:
(s3] At
e(t) = ¥ d a e '
j=a 4

es solucidn del prodblema de momentos.
Dem:
Dividiremos la demostracidn en dos partes:

a) Demostraremos que:

&) Demostraremos que:

es solucidén.
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n -At

a) Como ¢ (t) = FYoam day e b es solucidn del problema
n R 19 T
1 =1
truncado de orden n, sabemos que existe:
elt) = lim o (t) e LZ(0,m)
n-00 n

que es la solucién de norma minima del problema de momentos

completo. Por lo tanto ¢(t) pertenece a la clausura del subespacio

de LZ(O,oo) generado por la sucesidn de exponenciales:

-}\. t B
1
S

Un resultado debido a Schwartz ([S,pg.33) permite afirmar que
entonces ¢{(t) admite un desarrollo en serie de Dirichlet:

o] -A t
plt) = Lk e

=1
normalmente convergente para t > £ > O.

Sabemos ademaAs que existen:

a = lim o ov» , d = lim d v
1 18 1 1
n -0 n 00
para cada i € N. Veamos que k= a.d , Vi e N.
1 1 1
n —A,lt o] -At
O = lim Yam dm e - YTk e o=
n-»00 =1 v ¢ i=1 ‘
n -At w -At
= lim Toam dow e - Tk e v =
N+ =41 v v i=1 v
> -t

L

lim ) [o(_(n) d my — k_] e
1 1 1
n-+0 i=1
donde se han definido amy = d.gw = 0O, si i > n. Como:
1 1

At
" o

es un sistema minimal [S., pg.16] resulta ques

lim[a_m) d. v —k_] =0, VieN. Entonces o« d. =k ,¥ ielN,
00 1 t T 1 v
y por lo tanto:

&) S1 p(t) fuera solucién:
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1=1

o0 _hit —Kkt 00 1
L d e » € = L9 %

entonces debemos probar que:

pd 1
_}:di’ai ﬁ——rzck . YVk eN.
1=1 k i
Si k £ n:
A 1
) di(m aim) e = [Gn Dn Gn Dn i ]k = €
1=1 k L
Entonces:
2 1
Lim .}: dim) o my o T Sy , Yk elN.
n-o 1=1 k i
Pero:
0 -kit 2
_): di a; e e L"(0,m)
i=1
y por lo tanto:
at 1
Ck=.zd1a1>\+7\ -
1=41 k i
3.4. Otra expresién para la solucién.
Sabemos que ¢ (t), la Gnica solucidén de norma minima del problema
n

finito de orden n, puede escribirse de la siguiente manera:

n -At
1
(t) = am doy e
(ph E i i
v =1
Pero como:
a () o} c d (m
8 o n) c1 d (m
GD cry» = G 2 . . e2 = 2.
nn n o - - .
. .
oy c d (o
n n n
podemos escribir:
o ~At
(t) = my e
e .212’,‘
=
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pond By n

donde y»mv = [yi(n>]1<_<n= D Gh Dn cm.

_ -1 - -1
Pero Dh Gh Dh = Gh , entonces Y [}/i.(r”]isisn Gn

]

La intencién es hallar una expresién aniloga para e(t),
solucién de norma minima del problema completo:
-At
[qo(t),et]=c,,Vi€|N.

v

Recordemos que:

n -)xit
Pn(t) =.}: am coe
v=1 2
es una sucesién de elementos de L°(0,w) cuyas normas forman

sucesidn creciente y acotada, por lo que existe:

P(t) = lim P (t) e L%(0, o)

n-

Por lo tanto P(t) pertenece a la clausura del subespacio

{Pn(t)}neﬂ‘l

Y, suponiendo nuevamente que existe una constante & tal que ¢

LZ(O, ®) generado por:

A -A Za>0 ,Viel

t+1 |8

Cinoe.

la

una

de

el resultado de Schwartz mencionado en la seccidn anterior permite

entonces afirmar que P(t) admite un desarrollo en serie

Dirichlet:

00 —7\,Lt
P(t) = FTh e
i=4 t
n ~-A. t
Pero P(t) = lim Y oam ce v s entonces:
N0 i=1 v t
n -\t o0 ~At
O = lim Toame e - T h e ' =
neoo  i=1 ° t =g "
n -A Lt @ -\t
= lim Foam c e - h e ' =
n-m i=1 v v =1 v
0 -At
= tim p [ot.(m c. - h_] e
. i i i
n-+00 v=1

de
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donde se han definido aoy = O, si i > n. Como:
Y

At
£ e

C. =

es un sistema minimal [S., pg.16] resulta que:
limla oy c. —h,) =0 , ¥ 1 e N, Entonces o
L L 1 v L L
N300
y:
0 -A Lt 2
P(t) = E c o e I e L%(0,m).
j=1

Por lo tanto:

oo a  c. —xk
13 t
_EA+A=[P(t),e ]<w,VkefN
=1 i k
Entonces:
n -At n n aj(n)cj —?\i.t
_ . v .
p(t) = lim .Ea,‘m) di.(m e = 1lim .E ‘)_': NE o e
n=+a =1 N+ =1 j=1 ] t
n n oo m -A. t
= . J i i
Stm TOL v S50 -
N0 v=4 j=1 1 1
Como @(t) admite un desarrollo en serie de Dirichlet:
[ -At L) -t
p(t) = ¥ d a e ° r k e !
. i Lo J
j=1 j=1
n n ajm)ot,u-o —7\_Lt o] -t
O = 1lim 3+ — v
l .E .E SN cje .}: dt a e
N+ =1 j=1 1 i i=1
0 n A (myct, (v -At
1 1
= lim .E .): TN (:j d_L o e y donde
N+ =1 j=1 1
definido o = O, si i > n. Por lo tanto:
n ajm)a_(n) n OIj(n)

d = " ——-—"-——- = 2 =
ad lim .2 NN <, lim o m 'E N <,
n -+ J=1 h] |8 n-o =41 3 1

n O(j(n)
= 17 —_— .
o lim -E I Cj
n->0 =1 ] t
© a c
Pero como L - es convergente:
i=1 )\i. * )\k

ha
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n 1 o
d, = £im < —_— = —_— =
i Locom == L % X [GDC]-L
n-00 i=1 i 1 =1 3 J

Por lo tanto:

o o, o -ALt w0 -ALt
p(t) = § E—ﬁ-{-——c‘et={:[DGDc],e‘.

. . . . J . t

1=4 }1=1 ] 1 i=1
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CAPITULO 6

LAS SOLUCIONES DEL PROBLEMA DE MOMENTOS



1.- INTRODUCCION,
El objctivo de este capitulo es estudiar algunas propiedades de la solucién del problema de momentos
obtenida en el capitulo anterior, ¢{1)=) a;d, e’ .

=
En la seccién 2 se estudia el comportamiento de los coeficientes «,. En la seccion 2.4 se obtienen
cotas para los coeficientes «; , estudiando los productos infinitos que forman dichos coeficientes. lo
cual se detalla en las sceciones 2.2 y 2.3,
Los resultados obtenidos en las secciones 2.6 y 2.7 se basan en reescribir los coeficientes a,
utilizando ciertas funciones estudiadas en |B], como se muestra en la seccion 2.5.

En Ia secci6n 3 sc analiza como se pueden obtener otras soluciones del problema de momentos que sc
esta estudiando, en relacion con la solucién ya obtenida.

2.- ESTUDIO DEL COMPORTAMIENTO DE LOS COEFICIENTES i

Recordemos que, paracadai € N;:

donde H > indica que el producto se realiza siempre que & #i .

2.1.- Acotaciones para ¢l numerador.

Sea P, = H ’(l+—§i-J . Entonces :

k=1 k

hod A 4 1,[L,L,,_,L] 1YL
P,<etreteh et =¢ =
Ay L
. ] .
Luego, lm P <e "™ k#i.

n—o

Lo} 1 o0 .
Sinotamos S=3Y-—, §'=Y—, k#i, resulta que:

1
k=1, k=14,
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IT{1rs)ses. (6.1)
A
k=1 k
Ademais:
b= (Hﬁjzuii:lm, . L
k=1 Ay k=t A, k=l A,

Lucgo:
- A,
[T11+35| 21+ 4,5 ©.2)
k=i ﬂ.k

2.2.- Acotacioncs para el denominador.,

" 2 hoA A g3l
-
Lucgo:
"{‘i% "{.‘i%

th" <lime =% = e 17t

es decir:
= (. a)_ AT
H, 1__" <e * * (6.3)
k=1 A’k

para i impar, pues H[l— j’] > 0 siiesimpar.

k=1 &
Siel indice de condensacion de {4,} . es cero [B), dada:

Ey=]] {pﬁ)
& A

k

cualquiera sea 17 > 0 existe un indice i suficientementc grande tal quc:

[E(2,) |2 e .
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Luego:

|E1(4,)|= %H'(l—— j'J 2o (6.4)
i k=1 &
Entonces resulta que:
[ . = ’li -4,
Si i es impar: Il ]'.",l_ >2,e™ (6.5)
k=1 k
.. = /?'i -ni
Si i es par: n 1—1— <-A,e™ (6.6)
k=1 k

Ademds, si i es par:

-2 )’_) 1—2( 1 ) Y L = ( 1 ) -4 3L
1_'—' < 1+_, < 4 eil cogtr y l—_’ < rmAe
H( Ay I A ¢ ety JI A ¢

k=1 k=1 £ k=isl k
Por lo tanto:
-2 - 1 1 2 i

A A —A,Z— LA A
o) [ E A 2t
k=l ﬂ'k k=i+l /lk

hd "'-Zl -4, i 1 ‘
H ’(1——/1') e 1t g mnk (l———ﬂ’ )
k=1 /1/: li-l

2.3.- Acotaciones para los cocficientes «, .

@

A,Z'L N S
2/1i e “ 2/11 & [AZI Z_an‘n-uZ]
a, s G = = P -e =
e (1_ 4 ) [17_]
-1
a1, AlEeEE a2 (IR

e =L ™ ¢
-2 [-3:)
A A

i-1

Siies impar, de (6.1), (6.2), (6.3) y (6.5) resulta que:

1
), —
d 2

»

‘,[i.i.,,]
a, <22, < =2¢ M

-n4;
1 €
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y ademas:

o1
1+/1;§l’“/i“ - 1) a¥t
a, 224, e *=2,1,(1+,1,z~—)e~-‘~
-A,Z;L k=1 A,
e k1

Entonces:

Por lo tanto «, — o, para i —» oo, i impar.

Si i es par, de (6.2) y (6.6) resuita que:

1+ 4, % i
P = i iy o 1A A,
y entonces:
- A [u, ii]
—2(1 + 4, Z'L)e”" <a, < 2 P
= A,

Por lo tanto, @, > —o , para i —> o, i par.

2.4.- Otra expresi6n para los coeficientes «, .

2
n ﬂ‘
. 11 ’(1+—')
a, = lim a,(n) = lim 24,1 2222 = fim 22 L[_.L

n—se —A N n

k=1 k i
n l 2
2]
—fm2 2 A

n—ym n 2 :
e
A k=t ¥

Sean entonces:

-

»
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140



FlA
Luego: «; = limzi—'l

=" H (,)

2.5.- Estudio del comportamiento de F,(z),H,(z) cuando n— oo

n 2 =
F,,(z) = H(1+/li) , ¥ 1a serie: Z i|<oo es uniformemente convergente en toda regioén cerrada
k=1 k k=1 k
del plano, resulta que:
n 2 ™ 2
F,,(z)=1"[(1+{~] —>F(z)=n(l+li)
= k

k=1 k k=1

cuando n—> o, F(z) analitica en cualquier region cerrada del plano [Kno].

A1) L 1 (2

Z k=1 £ k=t &

z
2
k

Pero como Y
k=1

<o entonces.

Por lo tanto, para z =4, :

- 2
Llamando C(z)=]] [1—%) , resulta:

k

H B H i ) __l 4
Siz—> 4, .2152——————2(/11_2)(&“) dz)=-=C"(4,)

———C(2) ,z#4,
7.2
Definiendo: H(z)= z(/'L,. z)

1
—Ec'(z,) z=A

i
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resulta: H (z) — H(z),sin —o0.
Por lo tanto: IC’(A,.)|=IZ II().,)I .

F(x) __, Flz)

H(z) C(4)

H4,)

V=40

Entonces: a, =2

i

Ademis, el indice de condensacion de la sucesion {l,}, €s cero, ¢s decir:

ieN

5=l-iE——l—log1 LI

300 Cl(ln)

luego:

logla,[ = 10gIF(,1,.)l—loglC'(Z,)|

1 1 _1, ]
Z—logla,l - Zlogll‘(l,)l =7 log'iC’(ﬂ,)

5.-_':

il Liogle | - Liogliia V) = i L ioal?
- !Hg(l, log|a,| Z logIF(/l,)I) lim 7 log}m

Entonces:

=0.

Iail ~ IF(}”:')'

2.6.- Algunas caracteristicas de F(z).

Consideremos F(2,) =H(1+LJ . F(4;) es un producto canénico con ceros en {~2:},y> con la

k=1 f 4

. - 1 .
propiedad que Zm<oo. Entonces tiene “genus” cero y orden p<1 [B].
[ 4

=
Sea M(r)= max{,ﬁ(/l,)l z|=r } ,entonces A?(r)Se”’ ,P<1.
Pero ademias F| (z) es una funcion entera de tipo exponencial cero, ...
]r/?(r) <e”
para cualquier £ dado, r suficicntemente grande. Ademads, por un teorema [B] ,para cada £>0:

,l?(z)l >e””"  psl
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142



sobre circulos ! z [ =r de radio arbitrariamente grande.Luego:

_pprE

< ,F(z)] <e”.

3.- SOLUCIONES DEL PROBLEMA DE MOMENTOS.

Si y(t) es otra solucién del problema de momentos:

— - =41 —
0= [ ™ (w(r) - plr)) dr..
Como la transformada de Laplace es una funcién analitica, se busca caracterizar aquellas funciones

. . o 1
analiticas que se anulan en {'l"}.-ezv , donde esta sucesion es tal que: ZT <o .

i=l /Y

Consideremos el siguiente producto infinito:

Es absolutamente convergente pues:

A

k=1
y por lo tanto representa una funcién entera. Ademds, la funcién entera mas general sin ceros es de
la forma: €, donde K () es una funcién entera [Cop]. Lucgo, la funcién entera mas general con

loscerosen {4,}  es:

Gy(z) = I:I(1~/I—Zk—)e”’).

k=]

Entonces, conocida la solucién de norma minima q;(t) del problema de momentos, son también
soluciones las obtenidas sumandole a go(t) funciones cuyas transformadas de Laplace se anulen en
{l,}l_eN , es decir, tales que sus transformadas de Laplace sean de la forma G, (z), K(2) funcion

entera.
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