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FUNCIONES D E HAAR
Referencias bibliograficas

Aurora V. GERMANI de POUSA

198 4

IVETEN, T r
Ve &
I T_I\/ L“;".

O | IARIE LR ANV



ALGUNAS CONSIDERACIONES SOBRE LAS FUNCIONES DE HAAR.

Cuando en 1909 A. Haar da a conocer su tesis doctoral ((2)(%))
considera el siguiente sistema de funciones:
¥o(x) =1 x €[0,1]

sin=2"k (my0, k+ 1,2,...,2"-1)

|

N

x € ((k-1)/2™,(2k-1)/2™* 15

Ky =y () = { -2 x € ((2k-1)/2™7,x/2™
l 0 en todo otro punto.
si n=2"""
( Jfom x € ((zm_1)/2m’(2m+1_1)/2m+1))
’Wém+1(x) = i-JEﬁ x € ((2“*‘-1)/2mf‘,1]
0 en todo otro punto

(Z. Ciesielski (57)).

Se abren de .esta manera nuevas posibilidades de investigacién en
el campo de los sistemas ortogonales, asi como a los problemas de
aproximacidén de funciones en espacios normados; en este sentiao

A. Haar prueba ((2)) que el sistema Wn(x) es ortonormal y com
pleto y que si Sn(x) denota la n-ésima suma parcial de la serie de
Fourier de una funcién f € L[ 0,1], respecto del mismo, se verifica:
i) si m ¢ f(x) € M para todo s, entonces m Sn(x) < M para todo x

y todo n.

ii) Sx(x) converge a f(x) en casi todo punto x € [0,1] y converge a

f(x) en los puntos de continuidad.
iii) Si f(x) es continua, Sn(x) converge uniformémaqte a f(x).
(H.W. Ellis; I. Halperin (15)).
Mis adelante, a partir de 1920, el estudio de los sistemas ortogo-
nales y los espacios normados ‘cobrar4 gran importancia incorporin-
dose nuevas nociones para su estudio. Entre éstas debemos destacar

la nocidn de base de un espuacio normado que J. Schauder introduce
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en 1927 (*), cuando prucba que el siguiente sistema de funciones
forma una base del espacio C [0,1]:

so(x) = ]

51()(} = XX [0,1] (x)

w
[yS)
~
~
-
i

= 51(2x) +X [0’1](2x-1)~ 51(2x-1)

s k(x)=sz(2m-k+1) k=1,...,2 ;m=1,2,...

+

(J. Marti (111))

En este sentido J. Schauder probard en 1928 ((7)), que el sistema
de Haar es una base para los espacios Lp[0,1] (1 § p < =),

En el mismo afio Ph. Franklin ((6)) construye un sistema ortonormal
en C [0,1] a partir de la base de Schauder y observa que derivando
las funciones de esta base se obtienen las funciones de Haar.

Z. Ciesielski ((21)) retomard estos dos sistemas cuando construye

la base de Schauder a partir del sistema de Haar:

so(x) 1

X »
sn(x) I ¥ n_1(t) dt n=1,2,...

o
De aqui en mids se estudiari el sistema de Franklin en forma parale-
la con el sistema de Haar, comparando sus propiedades, entre &stas
en 1976, Z. Ciesielki; P. Simon; P. Sjolin ((223) prueban que ambas
bases son equivalentes en Lp [0,1] (2 & pg »). Anteriormente P.
Sjolin habia probado ((229)) que dichas bases no son equivalentes
en L1[0,1].
Finalmente estos dos sistemas, el de Haar y el de Franklin, seran
generalizados al introducir la nbcién de funciones "cufia" (spline)
‘de orden m (m > -1) que se obtienen integrando m+1 veces las funcio-

nes de Haar. (Z. Ciesielski (152))

i Ve

(*) 1927 J. SCHAUDER: "Zur Theorie stetiger Abbildungen in Funktio

I~

nalraumen'". Math. Z. 26, p.47-65.

Y

S s

g




R b CERL

AR S R B SR TR B T s

También en la década del 20 son introducidos otros sistemas orto-
gonales que posteriormente aparccerdn en la literatura junto con

el sistema de Haar. A partir de las funciones de Rademacher
r (x) = sign sen (2™mx) "x €[0,1] , n=0,1,...
J. L. Walsh en 1923 (*), construye el siguiente sistema ortonormal:

w (x) = rk1(x).rk2(x);}.rk (x)
X P
P

to..*2 1Ky <k, ol < kp.

Una de las relaciones entre estos dos sistemas la obtiene en 1932

k
para n = 2

k

1 2

R.E.A.C.Paley ((9)) cuando prueba que si Wn(x) denota la n-ésima
suma parcial de la serie de Fourier-Walsh se verifica la siguiente
igualdad con la sumas parciales de la serie de Fourier-Haar

Sn(x) ; Szm(x) = Wzm(x) para todo m. (R.F.gundy (71))

Esta propiedad y el hecho que las funciones de Haar admiten la si-

guiente definicidén, a partir de las funciones de Rademacher:

¥ o(x) = 1
,, Y 1(X) = ro(x) ,
ysin=2Mk, 1gkg2™, my1
™% r (x) x € [ (k-1)/2™,%/2™]
Wn(x)=l
0 en todo otro punto.

motiva a R.F. Gundy ((71)) a considerar la posibilidad de aplicar
el sistema de Haar a la teoria de martingalas. Mds atGn tomando como

base este sistema define en L2[0,1] una generalizacidn del mismo,

que denomina H-sistema, que lo contiene como subsistema, probando
con dicha generalizacidn propiedades de series andlogas a las obte

nidas por otros autores para las series de Haar.

e

(*) 1923: J. L. WALSH: "A closed set of normal orthogonal functiocns".

Am. J. Math. 55, p.5-24.
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En la década del 30 hay que destacar la aparicién de dos obras
fundamentales como 1lo éon la Monografia de S. Banach ((8)) y el
libro de S.S. Kaczmarz y H. Steinhauss ((10)). En la pximeré se es
tudian los espacios normados en general, en la segunda pueden en-
contrarse los resultados obtenidos hasta ese momento -en la teoria
de las series de Fourier y sistemas ortogonales, asi como una ex-
tensa bibliografia al respecto.

Uno de los problemas que se plantean por entonces es el de 1la exis
tencia de bases incondicionales en los espacios normados.

J. Marcinkiewicz probard en 1937 ((11)) que el sistema de Haar es
una base incondicional para 1los espacios Lp[0,1], 1<p < «. (I.
Singer ((129))

El probléma de la convergencia de reordenamientos de {ds series

de Haar serd investigado en 1961 por P. L. Ul'janov ((29)) y A.

M. Olevskil ((28)) quienes determinan la existencia de una funcién

de L2[0,1] cuya serie de Haar puede ser reordenada de manera de

obtener un desarrollo divergente en casi todo punto (J.J. Price
(210)).
Reciér a fines de la d&cada del 40 el sistema de Haar seri retoma-

dc para su estudio. B.Gelbaum ((12)) usando sucesiones monétonas

de particiones del intervalo [0,1] en un nimero finito de conjuntos
disjuntos medibles, . considera un sistema de funciones en L[ 0,1]:
{fnkque verifica las siguientes propiedades:

= 1 .
a) £

b) {fn} es un conjunto ortonormal.

c) P (f) = (I f(t)r_(t)dt)f _(x) tiene norma 1, para todo n.
n o n n .
n-1
d) S.(f) = ) Pk(f) tiene norma 1, para todo n.
n k=0

e) La clausura lineal de {f Vg L{o,1].

n{
y prueba que existe una transformacidén biunivoca, que preserva la

medida ¢(x), definida para casi todo punto x € [0,1] y en si mismo
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tal gue el sistema {fn(¢(x))} es ¢l sistema de Haar Teordenado

de alguna manera.

A partir de entonces comienza una nueva instancia>en‘e1 estudio
de estas funciones, podemos asi observar 1la aparicién de algunas
caracterizaciones de sistemas ortogonales que no s6lo involucran
al sistema de Haar sino también al de Walsh (G. Alexits (14Y, Gh.
Watari (16), T. Okhuma (17)),asi como generalizaciones del mis-

mo (H.W.Ellis; I,Halperin (15), J.J. Price (23)).

Entre las propiedades importantes de este sistema y que ademids lo
caracterizan debe destacarse el hecho que los niicleos de Dirichlet
asociados:

n-1

D (s,t) = ¥y (s)¥y (t)

)
k=0

son no-negativos (J.J.Price (23)). Esta propiedad da luéar a la
insercidn de este sistema en la teoria de los procesos de Markoff.
(A.Benedek; R. Panzone (89)).

Las funciones de Haar también serin esgudiadas desde el punto de
vista de la teoria de grupos. En 1958, N. Ja. Vilenkin (20)), en
la introduccién a la traduccién al ruso del libro de Kaczmarz y
Steinhauss, estudiaria las propiedades de los sistemas ortogonales
peridédicos multiplicativos. Este problema habfia sido estudiado en
1931 por A. Haar (*) a partir de sus analogias con la teoria de
los caracteres de grupos finitos multiplicativos.

N. Ja. Vilenkin relacionard en su trabajo los sistemas de Walsh,
Haar y Rademacher, probando que el sistema de Haar es un sistema
de convergencia, el de Rademacher es un sistema lagunar del siste-

ma periddico multiplicativo de Walsh.

(*) 1931: A. HAAR: "Uber unendliche kommutative Gruppen". Math. Z.
33, p.129-159.
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Las referencias bibliogrdficas que se dan a continuacién no prcten

den ser exhaustivas, pudiendo ser mejoradas en caso de contar con

més informacién. Para su confeccién se ha seguido el “orden alfabé-

tico en los distintos afios.

Las mismas pueden ser agrupadas teniendo en cuenta su contenido,

de la siguiente manera:

1.
2.

[, S 72 IR S

~3
L]

10.

1.

12.

13.

14,

15.

El sistema de Haar como base.

Convergencia de las series de Haar.

Caracterizaciones, generalizaciones y transformaciones del
sistema de Haar.

El sistema de Haar y su relacién con otros sistemas.
Estudio de los coeficientes de las series de Haar.
Sumabilidad de las series de Haar.

Problemas de divergencia.

Aproximacién de funciones por polinomios de Haar. Sumas par-
ciales. Nicleos en relacién con el sistema de Haar.
Problemas de unicidad. Conjuntos *de unicidad.

Subsistemas del sistema de Haar.

Multiplicadores del sistema de Haar.

Trabajos monogrificos.

Libros en que se trata el sistema de Haar.

Aplicaciones.

Series de Haar miltiples.

El sistema de Haar como base: ‘
(7),(11),(21),(26),(27),(49),(59),(78),(93),(141),(157),(162),
(173),(179),(180),(181), (189),(202),(221), (223}, (224) , (229)
(233),(235),(242),(245),(253),(261),(262),(268),(270),

Entre ellos los siguientes se refieren al problema de existen
cia de bases incondicionales:

(11),(49),(78),(80),(93),(162),(189),(253),(262),(268).
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2.- Convergencia de las series de Haar: ’ *
Convergencia uniforme: i
(2),(17),(64),(66),(76),(86), (164),(254). .~ = q
Convergencia en casi todo punto: . |

(2),(22),(35),(42),(47),(51),(52),(56),(68),(97),(132),(164),
(165),(186),(200),(202),(220).

i

Convergencia absoluta:

(19),(35),(53),(60),(76),(77),(82),(86),(132),(135),(137),(138),
<(148),(166),(169),(171),(176),(199),(201),(211),(220),(222),
(243),(255),(263),(267),(275).

Convergencia incondicional:

(31),(32),(38),(40),(53),(66),(76),(83),790),(132),(134),(212),
(221),(237), (249).

3.- Caracterizaciones, generalizaciones y transformaciones del sis
tema de Haar:
Caracterizaciones y generalizaciones:
(12),(14),(15),(16),(17),(20),(23),(70),(71),(85),(98),(139),
(140),(152),(153),(158),(159),(164),(199),(201),(202),(211),
(239),(251),(270).
Transformaciones:
Sistema de Franklin:
(6),(21),(36),(44),(69),(91),(115),(124),(127),(128),(143),
(158),(220),(223),(229),(233),(245),(249),(273),(274),(276) .
Otras transformaciones:

(48),(94),(152),(182),(201),(202),(207),(211),(270).

4.- E1 sistema de Haar y su relaci6n con otros sistemas:
(14),016),(17),(20),(29),(30),(32),(42),(71),(74),(105),(108),
(110),(113),(118),(122),(1%5),(154),(155),(163),(171),(174),
(176),(185),(188),(190),(195),(216),(230},(231),(239),(245),
(260),(262).




5.

10.

Estudio de los coeficientes de las series de Haar: :
(38),(40),(42),(46),(47),(50),(53),(63),(66),(74),(76),(96),

(99),(106),(107),(122),(123),(136),(140),(151),(I55),(i67),
(170),(175),(187),(188),(192),(194),(203),(207),(214),(230),

©:1(239),(240),(244),(246),(247),(248),(252),(259),(267),(277).

Sumabilidad de las series de Haar:

(27),(307,(61),(72),(146),(147),(172),(183),(184),(195),(197),
(204),(265). |

Problemas de divergencia:

(24),(28),(40),(72),(85),(145),(203),(217),(248),(262).

Aproximacién de funciones por polinomios de Haar. Sumas par-
ciales. Nicleos en relacién con el sistema de Haar.
Aproximacidén de funciones por polinomios de Haar:
(95),(109),(121),(131),(154),(156),(162),(231),(257).

Sumas parciales:
(2),(9),(101),(102),(115),(149),(177),(268).

NGcleos en relacidn con el sistema de Haar:

(23),(62),(182),(200),(258),(271).

Problemas de unicidad. Conjuntos de unicidad.

Problemas de unicidad:

(42) .{43),(51),(102),(118),(131),(133),(142),(146),(147),(176),
(183),(195),(213),(219),(228),(266).

Conjuntos de unicidad:

(50),(65),(67),(84),(114),(175),(260).

Subsistemas del sistema de Haar. Reordenamientos.
Subsistemas del sistema de Haar:
(126),(161),(168),(178),(%80),(215),(224),(232),(234),(235).
Reordenamientos:

(28),(32),(39),(103),(191).(240),(241),(161),(264)-

S L eE

ST s




i
7

e
34
of

%
i
#
i
2
T . B - TR A8
S T

11.

12.

13.

14.

15.

Multiplicadores del sistema de Haar:

(83),(180),(190),(215),(224),(227),(234),(235).

Trabajos monograficos:

(24),(29),(55),(57),(112),(120),(130),(185),(210).

Libros en que se trata el sistema de Haar:

(8),(10),(13),(25),(111),(117),(129),(209),(238).

Aplicaciones:
A la teoria de probabilidades:

(34),(57),(58),(71),(79),(81),(89),(193),(208),(272).
A 1a fisica e ingenieria:

(33),(108).

Series de Haar maltiples:

(45),(58),(92),(104),(105),(115),(136),(137),(138),(144),(150),
(174),(175),(176),(185),(195),(205), (214),(218),(219),(220),
(222),(225),(226),(228),(236),(256),(266).
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