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A Membéria de Aureliano de Mira Fernandes
- Conjuntos graduados de Zadeh
ANTONIO ANICETO MONTEIRO
1 — INTRODUGAO Para indicar que um ponto p pertence ao con-
. junto X escreve-se p € X.
A. nogio de conjunto graduado fol introduzida por Assim os dois simbolos £ ¢ ¢ represcatam rela-
\ L. A. Zadeh [1965] (1), com o nome de «Fuzzy Sets. g¢bes distintas.
{ Em Franga da-se o nome de «ensemble flour a esta Comparando com o caso anlerior podemos dizer
nogido, mag proferimos a expressiio: «conjunto gra- que [ é a funcgdo caracleristica do conjunto gradua-
duadoy introduzida por Gr. C. Moisit [19721(1) (pag. do F e podemosg, no fundo, identificar T" e f. .
157-162). Se v (x g F)=1 diremos que o enunciado «x
€ €
Seja I um conjunto dado, nido vazio, diz-se que > & verdadeiro. '
o conjunto V & uma parte de I se todo elemento de V Sc v (X ¢ F) =0 dircmos gue o enunciado «x ¢ IF»
6 um clemento de E e entio escreve-se V (C B. £ falso.
B usual em matemditica substituir o conjunto V Seﬂ'u xeT) _f(p)_,)\ diremos que o cnuncxz%do
pela sua fungdo curacteristica IX (x) definida deo @ gI'» tem o valor I6gico M ow que merece o gran
. . g . de confianga .
seguinte modo: K, é uma aplicagio do conjunto E - N . .
no conjunte {0,1}, formado prlos dois nameros reais S,C f nfio toma valores distintos de 0 ¢ 1 estamos
0 e 1, definida do moda seguinte reduzidos ao caso precedente.
Esta ideia de tomar como conjunto.dos valores
1 sexeV l6gicos o segmento {011 fol apresentada pela pri-
K . (x)- { 6;0\_7\, meira. vez pelo matemdético polaco J. Lukasiewicz
e antes de 1930(2); para uma exposigiio sobre varios
£ claro que o conhecimento da aplicagio K_(x) calculos proposicionais polivalentes considerados por
determina univocamente o conjunto V, que & o con-  0Ste autor ver Lukasiewicz —Tarski [1930].
junto de todos os pontos x de T tais que I(r(x):]', Como o segmento (0,17 & o conjunto de todos os
Zadeh substituiu o conjunto {0,1), pelo conjunto valores logicos, € necwsf_mrio definir os conectivos
de todos os nmimeros reais x tais que 0 < x € 1, que A (@), Viow) e ~ (negagiio) sobre [0,13.
represcentaremos pela notagéo [0,11 e dA o nome de L _ .
conjunto graduado I a toda aplicagio f de & cm As definigies de Zadeh sfio as seguintes:
o [0,1].
: E =mi a, b
. Podermos pensar no conjunto [0,1T com um con- aAb=min (a b)

~junto de wvalores légicos, 0 representa o valor légico
falso ¢ 1 o valor 16gico verdadeiro. Se 0 < A< 1; A €
uni valor 16gico intermédio. Representaremos a ex-
pressdo «o ponto p pertence ao conjunto graduado It
pela notagiio

pel (1)

Entio o valor légico do enunciado (1), em nola-
cio v (p ¢ T, scrd definido pela Térmula

v(p eF)=1(p)

“

(1) Ver a lista bibllografica no {im desle artigo.

avh = max {a, b}

~a=1-a

B
Z =1[01) -

o conjunto de todas as aplicagbes de B em {0,1]. Se

f, g £ Z escreveremos f=g para indicar que £(x)=
= g(x) para todo x ¢ E. Definiremos a fungio
h=1 A g pela férmula

(2) Mas este autor considera (além dos conectivos v, A, ~ definidos a seguir) o coneclivo de implicachio definldo por

a~—> b =min (1, 1- a-l-b).
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h(x) = £(x) A g(x) (1)
el=f vV g por

I{(x) = f(x) V g(x) (2)
¢ a negagdo de f (em notagio ~ f) por

(~10) (x) =1-~1(x) (3)

Asg definigbes (1) (2) (3) podem escrever-se sob
a forma

(1')y (fAg) (X)) = f(x)Ag(x)
(2") (fvg) (x) = £(x)Vg(x)
B) (~1f) (x) = ~1f(x)

A fungio identicamente igual a 1 scrd represen-
tada pelo simbolo 1 e a fungio identicamente igual
a 0 serd representada pelo simbolo 0, isto é

1 (%) 1 para todo x ¢ B
0(x) =0 para todox e &

Obtemos assim um sistema < Z, 0, 1, A, V, ~)
donde 0 e 1 sdo dois elementos de Z, A ¢ V duags ope-
ragdes binariais definidas sobre Z e ~ uma operagio
undria. dcfinida sohre Z.

Queremos estudar as propriedades algébricas do
sistema Z. Para isso necessitamos recordar algumas
nogdes da teoria dos reticulados e em particular dos
reticulados distributivos, das 4lgebras de Morgan e
de Kleene, que facilitem a leitura dos trabalhos indi-
cados na bibllografia.

Este artigo deve scr considerado como uma ini-
ciagiio & teoria dos conjuntos graduados de Zadeh,
considerados sob o ponto de vista da dlgebra, quando
sdo algebrizados por meio das operagdes V, A ¢ ~ .
Mas € claro que sobre o segmento [0.,1] podem defe-
nir-se outras operagdes.

De Kerf (J. L. F.) 11975] coligiu uma lista de
200 rcferéncias bibliogrificas sobre os conjuntos gra-
duados na qual figuram 31 trabalhos de Zadeh. Veja
também os 3 volumes publicados por Kaufman (A.)
[1975], onde figuram numerosas aplicagdes.

O problema fundamental de determinar um con-
junto finito de igualdades validas em toda Algebra Zz,
a partir dag quais seja possivel demonstrar todas as
outras igualdades vilidas em todas essas Algebras
foi resolvido por J. Kalman [1958] (como veremos
no §6). Os resultados de J. Kalman que tém um
interesse decisivo para a teovia algébrica dos con-
juntos graduados, foram apresentados na sua Tese
de Doutoramento na Universidade de Harvard, em
1955.

Q segundo problema fundamental de encontrar
um procedimento para decidir com um namero finito
de chlculos se uma igualdade dada & ou ndo vilida
em todas as dlgebras z fol tamhém resolvido por
J. Kalman na sua Tese.

-~
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A exposiglio destes resultados fundamontals ¢ um
dos objectivos centrais desta nota. Veremos assim
que 10 anos antes da introducdo da nogiio de conjunto
graduado, ji estavam elaboradas as técnlcas e obtidos
os resultados adequados para o estudo dos conjuntos
graduados sob o ponto de vista da 4lgebra. Este facto
passou desapercebido durante bastante tempo. Certos
erros cometidos tém a sua origem nesla circunstincia.

Finalmente corresponde assinalar que St. Kleene
tinha considerado em [1938] um chAlculo proposi-
cional trivalente, com trés valores 16gicos o 0 (fal-
80}, ¥4 (indecidivel), 1 (verdadciro). Sobre o conjun-
to M, = {0, %, 1} estavam definidas duas operagdces
bindrias v (ou), A (e) e wina operagfo unéria ~ (ne-
gagio) definidos por meio das tdbuas correspondentes
¢ estava pendente o problema de caracterizar csta
4lgebra finita por meio de lgualdades.

Bstc problema foi resolvido também porEJ. Kal-
man e este resultado tem muita importancia na teoria
dos conjuntos graduados, visto que M, €& uma dlgebra
caracteristica com respeito 4s Algebras Z, isto ¢, uma
igualdade é vdlida em todas as dlgebras Z se ¢ s6 se
ela for vilida em M,.

Y. Gentillome [1967] [1968], tendo em vista apli-
cagdes a linguistica foi levado a definir a nogdo do
conjunto vago X como um par X=(X,, X,) de sub-
conjuntos X,» X, de um universo I, tais que Xlg Xy
algebrizando os conjuntos vagos em forma adequada

que serd indicada no § 7. |

Gr. C. Moisil {19407, [1941] tinha sido levadn n
introduzir uma construgdo andloga no estudo do cil-
culo proposicional trivalente de Lukasiewicz. '

Ihdica,remos a estreitas relagdes entre esta nogéio
e a teoria dos conjuntos graduados.

A histéria da matematica mostra neste caso,
como em tantos outros, a enormec importancia que
tem a investigagio fundamental, para ng aplicacdes
da matemitica e reciprocamente.

Sob este ponto de vista, a vida do falecido ¢
prestigioso investigador Aureliano de Mira Fernandes
¢ um exemplo digno do nosso vespeito ¢ admiragho.
Foi professor de uma importante cscola de Engenha-
ria, o Instituto Superior Téenico de Lishoa ¢ do T. S.
C. E. F., mas paralelamente &s suas func¢des de Pro-
fessor, dedicava a maior parte do seu tempo dispo-
nivel a realizar trabalhos de investigacdo em mate-
mélica pura, ou a realizar cursos de especializagfio,
sobre o mesmo tema, para alguns dos seus discipulos.

Na minha juventude, quando se quecria prestigiar
o Instiluto Superior Técnico, sempre se dizia «lem
como Professor o Aureliano de Mira Fernofdes» con-
siderando-se esta afirmagfio como a indicagfio de um
Homem excemplar, gue todos respeitivamos e admira-
vamos, porque a sua dedicacio A investigacgio no
campo das matemfticas puras. honrava o espirito
humano.

Jean Perrin, prémio Nobel de Fisica, quando na
década de 30, creio eu, lutava para criar a «Caisse
National de la Recherche», tinha que convencer da
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sua utilidade numerosas pessoas, que tinham o poder
de decisfio mas nfio o poder de compreensio, sempre
Ihes dizia «A ciéncia pura, é aquela que ndo tem ainda
aplicagbesy. Bste artigo, redactado em homenagem a
memébria de Aurealinno de Mira Fernandes, tem por
ohjectivo fundamental, ilustrar esta tese mostrando
2 evolugdo das ideias em torno da nogio de conjunto
graduado de Zadeh a partic do ano de 1938. Deve-
mos também assinalar que a nogo de reticulado
data pelo menos de 1897 com R. Dedekind.

2~ CONJUNTOS ORDENADOS E RETICULADOS

Uma relagfio bindria < definida sobre um con-
junto A. diz-se uma relagdo de ordem se verificar as
propriedades seguintes:

01 —— Reflexiva: x < x
02 — Antisimétrica: se x <y e y < x entdo X=Yy
03 — Transitiva: Se x <y ¢ y <z entiio X$7Z

Bscreveremos x <y para indicar que X<y e
XFY.

Diz-se que wm elemento y cobre o elemento x se:
1.0} x < y; 2.0) Néo existe nenhum elemento z ¢ A
tal que x <z y.

O Diagrama de um conjunto ordenado A finito
define-se do seguinte modo:

1.») Cada eclemento a € A representa-se por
um pequeno circulo (no plano do papel) que se cha-
ma o afixo de a; 2.°) Se b cobre a o afixo de b
coloca-se mais acima de a, ligando-se a e b por um
segmento. Seja dado o conjunto A = (2, 3, 6) e or-
denemos A pela relagiio divide (que representaremos
pela notagio <). A relagio divide entre nimeros
naturais é uma relagio dec ordem e o diagrama de A
estd indicado na Fig. 1. Dois elementos x y dizem-
-se incomparéveis se x $ vey $ X. Na fig. 1,2¢ 3
sio incomparéveis.

6

6 3

2 3 ?
Fig. 1 Fig. ¢

Se ordenamos A pela relagio «menor on igualy
que se representaremos também pela notacgiio < entlo

o diagrama de A estd representado na figura 2.

Na figura 3, estd indicado o diagrama do conjunto.

B={(1, 2 3, 4, 6,

12 12}, de todos diviso-

res de 12, ordenado

6 pela relagio divide.

Diz-se que u ¢ lti-

mo elemento de um

conjunto ordenado A

2 se n < u, pura todo

a & A, Se A tem

iltimo clemento en-

1 tao cle & Gnico. Com

ofeito sc u e w sio

uttimos clementos de
A entio ugw e v <u logo u=u.

Fig. 8

Diz-se que p € primeiro elemento de A se p < a
para todo a £ A. Sc A tem primeiro eolemento ele
& unico.

O diagrama da Fig. 1 ndo tem primeiro elemento,
2 € primeiro elemento da Fig. 2, 1 & primeiro ele-
mento da Fig. 3. 6 ¢ o ultimo elemento dog diagra-
mas das Fig. 1 e 2, ¢ 12 & o (iltimo elemento do dia-
grama da fig. 3.

Dados dois conjuntos ordenados (A, <) (A', <)
diz-se quc o segundo € isomorfo ao primeiro se existe
uma transformagio ¢ de A sobre A’ tal que

1°) ¢ & binnivea. ’
!

2.°) Sca, b A sfio tais que a < b entiio q{(a) <

< (0.
3.°) Se a, b € A silo tais que p(a) < ¢(b) entio
a< b (1.
A A Sejam A e A’ os

conjuntos orde-

b c € nados definidos
pelos seus dia-
gramas indica-~

b dos nas fig. 4 ¢
5 e scja ¢ defi-

a nida por g(a)=
=a', o (b) =V,

a’ ¢ (c) =c.
Fig. 4 Fig. 5 As condigdes

1) e 2r°) sio

verificadas mas 3.°) nfo & verificada porque:

p(h) = b < plc) =¢ e nio se tem b<e

A teoria dos conjuntos ordenados tem por objec-
tivo o estudo das propriedades dos conjuntos ordena-
dos que se mantém invariantes por isomorfismo. Dols
conjunlos ordenados isomorfos A e A’ podem diferir
apenas pela natureza dos seus elementos.

Para indicar exemplos de conjuntos ordenados
hasta indicar wm diagrama ao acaso. Dados dois ele-

(1) 1B flcil de ver qua se A' ¢ lsomorfo a A, enldo A & iyomorfo o A’ Pudcmos'por iso dlzer que A ¢ A’ siio

isomorfos.
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mentos x, ¥y de um dija-
grama para que seja
x £y ¢ necessirio ¢ su-
ficiente que seja x =y
ou que exista um «cami-
nho» ascendente que par-
ta de x e chegue a y.
Assim pa figura 4, a<d,

a<e agft a<gug,

b<ebh<db<oe

b<f bh<g c¢<a,

c<e ¢c<f c<ug

Fig. ¢ d<e d<f d<ag
e<f, e< g ¢ além

disso aga,bgb,dgd,cge,fgf,c_c,g_gg.

Muitas vezes o primeiro e iltimo elemento de
um conjunto ordenado A representam-se por 0 e 1.
Esta motagio ndo é adequada para as figura 2 e 3.

O exemplo mais importante de um conjunto or-
denado é uma familia A de conjuntos ordenados pela
relagfio de inclusdo (T . A razdo desta afirmagiio é a
seguinte: ’

2.1 —TEOREMA. Dado um conjunto ordenado
(A, <) existe wina familia A’ de conjuntos, ordena-
dos pela relagdo de inclusdo C tal que os conjuntos
ordenados (A, <) e (A, C ) sdo isomorfos.

DEM. Dado a € A scja £(a) o conjunto de todos
os elementos de A tais que x < a. Entdo {(a) ¢ um
sub-conjuntos de A. :

Seja A’={f (a): a ¢ A} e ordenemos A' pela rela-
Gdo de inclusdo (T . Verifica~se imediatamente que
(A, ) ¢ isomorfo a (A, <).

Para o caso da figura 4 o diagrama de A’ &

{2,3.6}

(2 (3)

22— DEFINIGAOQ. Diz-se que ¢ 6 o tfimo do
par ordenado (a, b) de elementos de um conjunto
ordenado A se:

Il°) c<aecgh

I2°) Sexétalque x<aex<bentdo X <ec.
Sc¢ a e b tém um infimo ele é unico.

Se assim & escreve-sc c=a A b.

A condigdo 1.°) pode expressar-se dizendo que ¢
& uma cofa inferior de a e b, e a condigdo 2.0) ex-
pressa que ¢ ¢ a maior das cotas inferiores de a e b.
Na figura 6 tem-se e = A g.

2.3 — DEFINICAO. Diz-se que ¢ é o supremo
do par ordenado (a, h) de elementos de wm conjunto
ordenado A se

S1r°) a<ceb<e

S2°) Se agx e b<x entdo ¢ <x; entdo es-
creveremos ¢ = aVb.
Se a e b tem um supremo ele é unico.

24 —- DBEFINICAO. Um conjunto ordenado A diz-
-s¢ um reliculado si a A b e a\V b existem para todo
par ordenado (ab) de elementos de A.

¥ hem conhecida que

2.5 —TEOREMA. Num reticulado A valem as
seguintes regras de calcwnlo:

(R1) aAa=a

(R2) aAb=DbAa

(R3) (a Ab) Ac=a A(bAC
(R4) a=ay(aAb)

(R1') a=ava

(R2') aybh=bya

(R3") (avb)Ve=avy(byc)
(R4') a=a A (ayh)

Reciprocamente se (A, A, \J) é um sistema for-
mado por um conjunlo, ndo vazio, A ¢ duas operagéos

bindrias A\ e \ definidas sobre A que verificam as
igualdades (R1) — (R4) e (RY') — (R4’) entdo é pos-
stvel definir sobre A wma relagdo de ordem < tal
que: 1.0y a A'b é o fnfimo de a e b; 2°) ayb éo
supremo de a e h.

A relagio de ordem buscada pode deflnir-se do
seguinte modo: x y se ¢ s6 se X =X A ¥,

Para a demonstragio de ecste resultado veja-se
por exemplo Garrett Birkhoff [1948] (*).

2.6 —DEFINIGCAO. Um reticulado (A, A, V)
diz-se distributivo se

M)y x A (yVz) =(x A ¥) V(X A 2)

Existem reticulados que niio sfo distributivoes.
E o que acontece com o reticulado A quc tem por
dingrama a Fig. 7.

Com efeito
aA(hye)=aAl=a
(a Ab)yV(aAc=

=o\o=o0 -

logo A ]1;_1.0 6 distributivo. Em
todo reticulado distributivo
vale também a regra de célculo

0 (D) xV{y Az =

Fig. 7 = (xVy) A (xVyz).

(*) Aos simholos y e A podemos dar o nome de «versos ¢ «revorsos (em inglés «cup» e «caps).

14

TECNICA 449/450



27— LEMA. Para que um reticulado (A, A, V)
tenha primeiro (0) e wltimo (1) clementos ¢ nccessd-
rio e suficiente que existam dois elementos 0,1 € A
tais que

0OAX=0 ivx=1
para todo X € A, ou o que é equivalente

oOVx =x I1AXxX=x

* 2.8 —~ DEFINICAO. Um conjunto ordenado A diz-
-se totalmente ordenado se 04) Para todo par (X, y)
ot X<y ou y <X

29— TEOREMA. Todo conjunto A totalmente
ordenado A é um reticulado distributivo.

Com efeito: se x < y entdo Xx=x A yex V y=y;
soy<xteremosy =y A XxexVyy = x. Portanto A
¢ um reticulado. Vejamos que A € um reticulado dis-
tributivo. Com efeito dados 3 eclemientos %, y, z € A
verifica-se uma sé das condigdes:

1°) x<y<z
20 x<z2KY
3r) y<x<z
1") y<z<x
5°) z<x<K

R

No primeiro caso teremos

XA(YVZE =X Az=X
(XAYIVIXAZ =XVYX=X

¢ a lgualdade D ¢ verificada.
Nos restantes casng a verificagio é analogan.

2.10 - COROLARIO. O segmento [0,1] com a sua
ordem natural é um reticulado distributivo.

Basta notar que [0,1] com a sua ordem natural
€ um conjunto totalmente ordenado.

Um exemplo muito importante de reticulado dis-
tributivo é o que se Indica a seguir.

211 - DEFINICAO. Uma familia A conjuntos
til que sc X e A e Y v Aonldo X N Y ¢ Ae
X U Y ¢ A dd-se o none de anel de conjuntos.

Verifica-se facilmente que

2.12 — Um anel de conjuntos € um reticulado dis-
tributivo. . ‘

Veremos mais adiante que se trata do exemplo
mais importante de reticulado distributivo,

TECNICA 449/450

Indigquemos uma construgio que permite obter
reticulados distribulivos a partir de reticulados dis-
tributivos dados.

2.11-~DEFINIGAO. Seja {Ai}ic | wma familia
de reticulados (distributivos) e seja

o produto cartesiano dos conjunios 4;. Para repre-
sentar wm elemento p € P usaremos a noteg¢io p =

=(p), g, = (p;) donde p, e A, (paraiclI) chama-se
@ coordenada de indice i do ponto pPE€ P
Se p=(p)eP eq=1(q) e P

Poremos pAd = (p, A4}
PVg=(p Vap

[}

Verifica-se imediatamentn que valem as regras
de cilculo (R1—R4), (RI'—4) e (D); logo (P, A, V)
¢ um reticulado (distributivo).

Se todos os A, tém prmeiro elemento O; entdo P
tem como primeiro elemento O = (0)).

Se todos os A, tém ultimo elemento 1, entio P
tem por altimo clemento 1 = (1,).

No caso particular em que todos os A, sdo iguais
(A‘ = A) escreveremos

P=A'

que & o conjunto de todas as aplicagdes f de T em A,
com () =a; ¢ A,

Neste caso podemos escrever p = (p), ¢, ondn
p, = f(i) = a, ¢ A,

Dagui resulta que P & wm reticulado distributivo.

Suponhamos agora que A'= [0,1] entiio a fami-
N de todos os conjuntos graduados considerados
como aplicaghers de © em [0,1].

1

z=1[n1"

¢ um reticulado distributivo.

Como o segmento [0,1] tem primeiro elemento 0
e 1iltimo elemento 1; o mesmo acontece ap reticulado
distributivo z que sdo as fungdes identicamente
iguals, respectivamente, a 0 ¢ 1. L8

Dada uma relagio hindrin R definida sobre um
conjunto T di-se o nome de relagio dual de R a
relagio R¥* definida pela condigiio

X R* y se ¢ 86 se y R x. ® claro que R**;= R.

A relagio dual de < costuma representar-se
por ». Tem-se entdo o seguinte '

PRINCIPIO DE DUALIDADE. A relagio dual
duma relagdo de ordem é uma relagio de ordem.
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Cada. um dos conjuntos ordenados A ¢ A* indi-
cados na figura seguinte é dual do outro

B claro que a transformagio f(x) = x* & um
anti-isomorfismo de A sobre A* isto €, £ é uma trans-
formacio biunivoca de A sobre A* tal que

A condigio x <y em A € equivalente a y* < x*
em A*.

A. um anti-lsomorfi f de A sobre A de perfodo 2
(f £f(x) = x) da-se o nome de involucgdo.

A mnogiio de Infimo é dual da nogio de supremo.

3 —RETICULADOS DISTRIBUTIVOS FINITOS

Necessitamos que conhecer alguns resultados so-
bre os reticulados destributivos finitos A.

Um elemento i € A diz-se irredutfvel se i£0 e
i=ayb implica i =a ou i ="h. B ficil de provar o
seguinte

3.1 — TEOREMA. Para que wn elemento isto de
um reticulado finito A seja irredutivel é mecessdrio
e suficiente gue o conjunto S de todos os clementos
x de A lais que x < § tenhia um 1ltimo elemento.

Aplicando este teorema ao reticulado distribu-
tivo A da fig. 3 vé-se que os elenmcatos irredutivels
dz A s8io 2, 3 ¢ 4.

Um resultado importante ¢ o seguinte

3.2 —TEOREMA. Num reticulado finito A, com
mais de um elemento, todo elemento a <0 & supremo
de elementos irredutiveis (Garrett Birkhoff).

Trata-se de um corolirio do Teorema 4.7 que
demonstraremos mais adiante.

No caso da fig. 7, os elementos irredutiveis sfio
a, b,c;el=ayb=ayc=hbyec

Um elemento p de um reticulado finito A diz-se
primo se 1.°) ps£o0; 2y secp<aybentiooup<a
ou p<hb.

3.3 — TEOREMA. Num reticulado finito todo ele-
mento primo ¢ irredutivel (G. Birkhoff).

Dem. Seja p primo e suponhamos que (1)
p =aVb entio como p € primo teremos (2) p <o
ou (3) p<b. De (1) resulta (2) a<pe (3) b<p.
Se se verifica (2), usando (2'), teremos p = a. Se s¢
verifica (3’), usando. (3) teremos p = b e portanto
p ¢é irredutivel.
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Num. reticulado finito nfio existem necessaria-
mente elementos primos. ® o que acontece no reti-
culado da fig. 7, onde a ndo € primo porque a <
<byc=1 e entretanto ndo se verifica nem a < b,
nem a < e Os elementos 1, b, ¢ também ndo slo
primos.

34 — TEOREMA., Num reticulado distributivo A
todo elemento irredutivel é primo. (G. Birkhoft).

Dem. Scja i tirredutivel e suponhamos que i <
<ayh isto ¢i=1A (ayh) como A é distributivo
podemos descrever

i=(@{Aa)V UAD)

o como i é irredutivel teremos «i=iAa ou i=iAb>»
isto & «i < a ou i< b> e portanto i é primo.
Recordemos agora que

35— TEOREMA. Seja A um reliculado finito
no qual todo elemento irredutivel é primo, entio A é
um reticulado distributivo.

Se trata de um caso particular do Teor 4.12 que
demonstraremos no parigrafo seguinte,
Recordemos agora que

3.6 -— TEOREMA. Para. que um elemento p£o
de um reticulado finito seja primo é necessdrio e sufi-
ciente que « familin Z de todos os elementos z tais
que p $ z, tenha wm wltimo elemento [

Dem. Scja p primo e 2 = {z,, z,..., %) a Ta-

milia indieada ¢ ponhamos
7y =%V 7, V...V 3,

Se fosse p < 7, entdo se vé por recorréncia que existe
algum indice i(1 £ 1< n) tal que p < 7, o que € im-
possivel pela definigio de 2, logo p <z, e entio
z,£% e z, € o Ultimo clemento da familia Z.

Seja p um elemento tal que 1.°) ps£o0; 2.°) A fa-
milia Z = {z, ..., z,} de todos os elementos tais gue
P £ %, tem um ualtimo clcmcqto z,. Provemos que p
é primo. Com efeito suponhamos que p ndo é primo
entdo existem dois elementos x, y tais que (1)
p<xVy (2) pj_;x (3) p_;{_y. De (2) e (3) resullta X,
y €t Zlogo x<z, y<7z, ¢ cntio (4) x‘\!y,g Zye
De (1) e (4) resulta p <z, o que ¢ impoSsivel por
hipttese ¢ o teorema esta demonstrado.

Os teoremas que acabamos de indicar sdo de
extrema utilidade para averiguar se um reticulado A
dado pelo seu diagrama & ou nio é distributivo.

Determina-se em primeiro lugar o conjunto I de
todos os elementos irredutiveis usando o Teorema 3.1.
Para que o reticulndo seja distributive, basta verificar
que todos os elementos irredutiveis sdo primos, o que
se-faz facilmente usando o Teorema 3.6.
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Consideremos o reticulado que tem o diagrama
da Fig. 9 (verifique que cada par de clomentos tem
um infimo e um supre-
mo usando as respecti-
vag definigdes). (Basta
conglderar o caso dos
pares Incompariveis
por que se x < y entfio
X=EXAY e xVy=y).

Os elementos irre-
dutiveis a, b, ¢, g es-
tio marcados em ne-
8ro, os elementos a, b,

0 ¢ sdo primos, mas g
ndo é primo porque a
Fig. 9 familia. dos clementos

que ndo seguem g, a saber, o, a, b, ¢ d e f nio
tem um Gltimo elemento; logo A nio é distributivo.

Seja A um reticulado distributivo finito com
mais que um elemento e representemos por v o con-
junto ordenado(l) de todos os elementos primos de A.

O teorema seguinte tem muita, importéancia.

3.7 —TEOREMA. Dado wm conjunlo ordenado
finito a, existe wm reticulado distributivo finito A
tal que o conjunto o dos elementos primos de N é
isomorfo a 7, Todo reticulado distributivo finito A’
com esta propriedade ¢ isomorfo a A (Garrett Bir-
khoft [1937]).

Demonstraremos a existéncia de A. Dado um con-
junto ordenado 7, daremos o nome de sec¢do inferior
de o, de a toda a parte S de T, tal que se s e S e
a < s entio ac$ e convencionamos que ¢ & um sec-
¢do inferior de 7, Uma secgio inferior S serd cha-
mada uma secgdo inferior principal se existe um ele-
mento a ¢ 7, tal que S ¢ o conjunto de todos os ele-
mentos X € o tals que x < a e entdo escreveremos
S = (a).

Vé-se facilmente que a intersecgdo (reunido) de
duas secgdes inferiores & uma secgio inferlor. Por-
tanto a familia A de todas as secgOes inferlores
d2 g, incluindo a secgdo vazla ¢ & um reticulado
distributive finito.

Prova-se facilmente que as secgbes inferiores
principais de 7, isto € as secgdes inferiores da forma
(a) (a ¢ wy) Sao elementos prinmos de A.

Com cfeito se S,, et S, sdo duas sccgdes iInferio-
res tais que

(1) (a) c S, uUs,
entfo como a ¢ (a) de (1) resulta que ou (2) a e S,

ou (3)ac Sz. Em qualquer dos casos: ou (a) S,
ou (a) (C S, e (a) 6 um elemento primo de A,

SupoTmemos agora que a secgiio Inferior S =4 ¢ 4y

seja um clemento primo de A observe-se que S =

(1) A ordem sobre 7 coincide com a ordem dada em A.
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= U {(a); a ¢ S} ecomo S, por hip6tese, ¢ um ele~
mento primo de A centdo existe um a tal que (1)
S C (a). Como a ¢ § entdo (2) (a) C S.De (1)
¢ (2) resulta S = (a). -

Proviimos entiio que o conjunto dos clementos
primos de A & T={S(a); a ¢ a,} ¢ utilizando o Teo-
rema 2.1 podemos afirmar que 7T, ¢ Isomorfo a .

Observemos que existem reticulados distributlvos
que néo contém nenhum elemento primo (isto & irre-
dutivel). Com efeito a recta R com a sua ordem na-
tural é um reticulado distributivo ¢ o mesmo acon-
tece a: A = R X R.

Dado o elemento
a= (a‘, a) e A
Consideremos os dols
elementos de A

aa=(a,,3,)
7

b <
0 »

il

(a,~1, a,)
= (2, a,-1)

o o
|

entdo
bycec= (a, a,) =a

com a¥b e aste, logo
a ndio & irredutivel

(qualquer que seja a ¢ A).

¥ para remediar este inconveniente que se intro-
duz a nogio de filtro que vamos agora estudar.

No caso de um reticulado distributivo finito A o
conjunto ordenado + dos seus eclementos primos €

4 uma descrigio simples e compacta

de A. O reticulado distributive da
fig. 3 fica determinado pelo dla-
grama dos seus clementos primos
indicados na figura anexa.

@3 2

4 -—FILTROS

A teoria dos filtros desempenha um papel im-
portante no estudo dos reticulados. Seja A um reti-
culado. Supomos sempre que A tem mais que um
clemento.

41— DEFINIQAQ. Uma parte F de A diz-se wm

' filtro (de¢ A) se

Fl) Fegy
F2 SeaeFea<bentio beF

I 3) Sea bt T entdo a Abe T

Um filtro T diz-se préprio se F = A.

Para que F seja préprio é necessirio (se A tem
primeiro elemento o) e suficiente que oz£F. |
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4.2 — DEFINIGCAO. Dado um elemento A A o
conjunto F(a) de todes os elementos X de A tais que
a << x é um filtro, chamado filtro principal gerado
por a. )

Para que F(a) seja proprio ¢ necessario ¢ sufi-
ciente que seja a £ o.

Verifica-se imediatamente que

4.3 —LEMA. Se (|} (i ¢ I) é wma fainilic de
filtros entdo a sua interseccdo I = N Fi & wm Jil-
i¢l

. tra se F kg (1),

4.4 — DEFINICAOQ. Um [iltro prioprio ¥ diz-se
irredutivel de dados dos filtros T, e F, tais que
F=F, N F, entdo ou F=F, ou F= R,

4.5 — DEFINICAQ. Dado wm filtro T préprio e
um elemento a.E'F, di-se o nome de f[iltro gerado
por T e a & intercepgdo G de todos os [iltros que con-
tém F ¢ a.

4.6 — TEOREMA. Dado wm filtro proprio T e um
elemento a € F entd@o o filtro gerado por T ¢ a é o
conjunto G de lodos os elementos g para cada wm
dos quais existe um elemento feF sal que f A\ a < g

Dem. Basta provar Fl1), F2) e F3).
F1) £ claro que G=£ ¢, porque f A a <f logo
aeG.

F2) Se geG e g < g entdo g eG.
De geG resulta que existe um elemento fel
tal que
fAaglg

como g < g entio
fFvagy

e portanto g'¢G.

F3) Se g.8¢G entio g A\ g eG.

Das hipéteses resuita que  existem  elementos
.1 I lais que

fALLS g ff Aay
logo
TA) A (TAD AL

como " =f A £ ¢ F enlédo
mAaLgANE

e portanto £ A g € G o que termina a demonstragiio
de que G € um filtro. Além disso G é o menor filtro
que contém F e a, como sc vé sem dificuldade.

OBSERVAQAO: 'No caso cm que A (‘.ontf}m um
zero: para que o filtro G seja préprio ¢é necebsirio

e suficiente que o ¢ G isto ¢ que £ A a0 para

(1) Se A tem iiitimo elemento entiio I niio pnde ser
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todo f ¢ F; diz-se neste case que a & compativel
com I

4.7 - -TEOREMA. Niwm reticulado A, todo fillro
préprio é a intarsecgio de filtros irredutiveis (Bir-
khof{).

Dem. Sejn I* um filtro préprio e ¢ = F. Conside-
remos a familin F de todos os filtros (préprios) que
contém F sem conler c.

Seja ¢ = (F,} uma cadeia de filtros de F isto
¢ uma familin de filtros de F tais que dados dois
filtros de ¢ um deles estd contido no outro entio
o conjunto

X=yF,

¢ um filtro préprio que contém F sem conter c.

Acabamos de provar gue todas as cadelas de F
tém uma cota superior logo pelo teorema de Zorn
a familia F tem pelo menos um elemento maximo C,
isto & existe um filtro C ¢ F tal que 1.0) F ¢ C, 2.7)
¢ € C ¢ nio existe nenhum fillro € € F com cslas
duas propriedades e tal que C C C'.

Provemos que C ¢ irredutivel — Com efeito su-
punhamos que C=F, n r, entfo CQFJ, C,C Fz.

Se C# T, ¢ C3F, entio C T ¥, CCF,
Daqui resulta por ser C um filtro maximo na familia
FgqueceF ece I, e porianto ¢ ¢ I} N F,=C
o que ¢ impossivel pela definiciio de C. Podemos entio
afitmar que ou C=F ou C=F, e portanto C €
irredutivel.

Acabamos assim de provar que dado o filtro pré-
prio F e um elemento ¢ £ F existe um filtro irreduti-
vel C que contém F sem conter c. Isto mostra que F
¢ interseccdo de filtros irrvedutiveis.

4.8 - DERINIGAO. Um filtro préprio P diz-se
primo se a condig@o aVvbeP implica que aeP ou
bheP.

4.9 _TEOREMA. Em todo reticulado todo filtro
primo é irredutivel (G. Birkhoft ¢ O. Frink [1048]).

D, Seja P oum filtro primo e suponhaimos que
existem doig filtros Fl, 1, tais que P =1, n F,

Se P£F, existe um elemento f, tal que (1)
e, (2)feP
Se P F, existe um
elemento {, tal gue
(3)f,eFy (40) [, EP
entio como (5) f, <
<f, VT, (6) f,<f VT,
De (1) e (5) resulta
(1) f,yf,eF,
De (2) e (6) resulta
(8) £, VL, cF, entio
M £, VI, e F N F,=Pccomol ¢ primo de (9)
resulta £, € P (0 que contradiz (2) ) ou £, e P (o que

vazio,

!
i
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contradiz (4) ). Podeimos portanto afirmar que P=I",
ou P=F, e P & irredutivel.

4.10 —TEOREMA. Num veticulado distributivo
todo filtro irredutivel ¢ primo (G. Birkhoft ¢ O. Frink
[19481).

Dem. Seja I um fllitro irredutivel ¢ suponhamos
que I niio é primo, entio existem dois clementos a, b
tais que 1.°) avb ¢ T, 2°) a€l, 3.) bel

Scja I o filtro gerado por I e a; para que X ¢ r,
& mnecessario e suficiente que exista um elemente
ieTtal que (1) iAa <X

Seja I, o filtro gerado por I e b; para que X € ¥,
é necessario e suficiente que exista um elemento
jeI tal que (2) J Ab<<x

& claro que (3) a e ", ¢ (4) b e F.

Por outro como 1 C F, e I C F, entio (5)
|\ C F, N T, Provemoy agora que (6) F.NF C L
Para isso scja x € F, N F, entdo existem i, jel
tais que

iNaLx JAb £ x
logo
iIANJAA X iANIAD <X
I claro que k = iAj € I. Entio
kAa <X kAb <X

logo () k AaVk Ab=k A(avb) <x

e como keI e (aVh) €I, teremos (8) k A (aVvh)
eX. De (7) e (8) resulta xeI ¢ (6) eosta demonstrada.
De (5) et (6) resulta.

=R 0T,

com ¥ =T e F,+#1 o que é impossivel porque I ¢
irredutivel. Ista contradigio mostra que I é primo
como queriamos demonstrar.

4.11 .. TEOREMA. Num reticulado distributivoe
todo [iltro é intersecgdo de filtros primos (Stone (M.)
[19371).

Dem. Consequéncia de 4.7 e¢4.10

4.12 — TEOREMA. Se todo filtro irreduttvel de
wm reticulado é primo entio o roticulado & distribu-
tivo.

Dem. Deb<bycecLhye
resulta aAb <aA(bVe) caAc<aA(bVe)

e portanto

1) (aAD) V(aAc) < aA(bye)
Suponhamos que

(T (aAD) V{(aAc) <aA(bye)

sonsidero o filtro principal F(a A (b be) ) por
(II) e Teor 4.7 existe um filtro irredutfvel tal que

1) FlaAyer) C1
(2) (apAV(aAerel

De (1) resuita (3) aA(bVec)el logo (4) acl
¢ (5) bvcel, como I é irredutivel entdo I € primo,
e de (5) resulta que ou (5') beI ou (5") cel.

Suponhamos que beI cntio de (4) (6') resulla
AAbel e como '

aAb < (aAAD) VYV (AAc)

podemos afirmar que (AaAb) VV (a A ¢) €I o que con-
tradiz (2).

De modo anialogo a hip6tese (5”) conduz a uma
contradiciio ¢ portanto (II) nfio pode ser verificada
e teremos

(aAb) V (aAc) = aA(bVc)

e o reticulado & distributivo (*).

Recordemos ainda que

4.13 ———.’I'E‘ORE‘MA.' Para que num reticulado A
todo o [iltro scja interseccdn de Jillros primos & ne-
cessdrio e suficiento gue o reticulado seja distribu-
tivo.

Este resultado fol anunciado em A. Monteiro
11947] ¢ demonstrado em A. Montelro [1948].

Recordemos o seguinte Teorema Fundamental na
teoria, dos reticulados distributivos.

4.14 -~ Todo reticuludo distributivo A é isomorfo
« um anel de conjuntog (Garrett Birkhoft [1033]).

Dem. Se A tem um s6 elemento entio A & iso-
morfo ao anel de conjuntos A formado pelo con-
junto vazio @. Sc¢ A tem mais do que um elemento,
seja BB a fumilin dos {iltrog primos de A. Para a € A
ponhamos

s(ay = {(PeE/acl)

B claro que s(a) ¢ uma parte de I,
Verifica-se imediatamente que

(1) s(aAb) = s(a) N s(b)
(2) s(ayb) =s() U s(h)

Seja A = {s(a); a £ A}. De (1) ¢ (2) resulta
que A ¢ um anel de conjuntos e gue 8 é um homo-
morfismo de A sobre A. Para ver que §7& um iso-
motfismo hasta provar que s & biunivoca.

Sejam a, be A tais que aztb isto € ou (1)
Hl jgbou (2) bjé a.

No caso (1) F(a) ¢ um filtro que néo contém b,
jogo pelo teorcma 4,11 existe um filtro primo I’ que
contém F(a) sem conter b. Como aeP ¢ beP entdo

(*) K. ISEKI [19562] demonstrou esle teorema supondo yne A tem primeiro elemento.
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s(a) = s(h). No caso (2) a demonstragio & analoga.
e podemos afirmar que s é biunivoca (1).

415 . .TEOREMA. Seja A wm reticulado distri-
butivo. Para que a e A seja irredutivel (primo) é ne-
cessdrio e suficiento que o filtro principal F(a) seja
respectivamente irredutivel (primo) (G. Birkhoft —
[19407).

Tendo em conta cste resultado vé-se que os teo-
remas 3.2, 3.5 sfio casos particulares dos teoremas
47¢4.12.

A nogdo de ideal é dual da nocio de filtro ¢ a
sua definigio € a seguinte

4.16 -~ DEFINIGAQ. Uma parte I de um reticula-

do A diz-se um ideal de A se ) I#g¢ §,) Siae L

eb<aentin b eI; 1) Sia. belentdoavbel.
A todas as definicdes que indicamos para os filtros
(primos, irredutiveis), correspondem defini¢des duais
para os ideais ¢ a cada propricdade valida para os
filtros corresponde uma propriedade dual vélida para
oz ideais, que nos abstemos de enunciar.

Recordemos solamente gue

4.17 . - TROREMA. Pare que wm fillrg P de wm
reticulado A seja vim filtro primo € necessirio e sufi-
ciente que o seu complemento C P=A -P =T seja um

. ideal, cuja demonstracio é imediata.

5 — ALGEBRAS DE MORGAN

Vamos agora introduzir nogdes necessfirias para
o estudo dos conjuntos graduados sob o ponto de
vista da Algebra.

5.L- -DEFINICAOQ. Um sistema (A, N, \/, ~)
formado por wum conjunto ndo vazio A, duas opera-
¢oes bindrias N, \/ e uwma operagdo wnwiria ~ defi-
nidos sobre A, diz-se v reticulado de Morgan se sdo
verificadas as seguwintes condigies:

1.7 (A, A, V) é um reticwlada distributivo:
2.2) Operador ~ (chamado de neyagdo) verifica
asz duas igualdades

M) ~~x=x

M:) ~ (XAY)=S ~XV~y

Esta nogio foi considerada pela primeira vez por
GR. C. MOISIL (19357 (pig. 91). O estudo desta
nog¢io foi iniciado por J. Kalman [1958] (2), que obtle-
ve resultados muito importantes.

Notemos que de M) ¢ M,) resulla
~{~X AN ~¥Y) =~ ~XV ~~y=xVYVY
e portanto

M) ~XVY) = ~x A~y

Em particylar- X VY = ~ (~x A ~ ¥).

(1) Ver também Tseki [1950].
() Sob o nome de «distributive i — lattices.
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1
A terminologia Reticulodo de Morgan foi introdu-
7ida em A. Monteiro {19607 e é hoje geralmente adop-
tada.

3.2 — DEFINICAO. Um reticulado de Morgan A
diz-se uma alyebra de Morgan se A. contém um nlti-
mo elemento 1 (isto Ex y 1 = 1),

Ponhamos ~ 1 =0. De xv1i=1
resulta ~ x A ~ 1= ~1, isto é
~ X A 0 = 0 ou substituindo x por ~ x:x A 0 = 0
¢ portanto o € primeiro elemento de A.

Um exemplo importante de Algebra de Morgan
¢ o reticulado distributivo cujo diagrama esta indi-
cado na Fig. 5.1. Ag ta-
buas das operagdes \/, A
o ~ Sfio as seguintes:

A 0 a b 1

0 0 0 0 0

a 0 a 0 a

A b 0 0 b b

Algebra M 4 1 0 a b 1

Iig. 5.1
V{0 a b 1 x| ~x

T 0 a b 1 T 1
a a a1 1 a a
b h i h "1 b b
1 1 1 1 1 1 0

O leitor pode verificar que se trata de uma alge-
bra de Morgan.

As Algebras de Morgan foram estudadas por
A.Bialynicki-Birula’» H. Raxiowa [1957] e por A.
Bialynicki-Birula {19571, sob o nome de dlgebras qua-
st booleanas,

Os primeiros autores indicavam a seguinte cons-
trugdo para obter dlgebras de Morgan. Seja dado
s conjunto ndao vacio B e uma involugiio de E so-
bre 1, isto é uma aplicagio ¢ de E sobre E tal que
tal que ¢ ¢ (x) = x para todo xcE.

Para toda parte X (C E ponhamos

(*) ~ X =C p(X)

entdo a familia A = 2% de todas as partes de E age-
hrizada pelas operagdes de intersecgio ( ) ), reunido
(YJ) e (~) 6 uma dlgebra de Morgan o quedse veri-
fica sem dificuldades.

Toda sub-ilgebra da Aalgebra de Morgan A que
acabamoy de indicar diz-se uma Algebra de Morgan
de conjuntos

Counsideremios um  conjunto «com dois pontos
£ = {a, b} e seija ¢ definido por ¢(a) = b, S"(b) = a.
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Entio 2F = (g, {a), (D), (&, b)'). O diagrama destes
conjuntos, ordenados pela relagio de inclusiio, esth
indicado na figura. A

{a,b} = E

negagio estA definida
de acordo com (*) por
{=} {°)

~ ¢ = E‘ ~ B = ¢
~ {a} = {a},

~ (b} = (b}

A Algebra assim obti-
da é umn dlgebra de
Morgan (que € de res-
to isomorfa & Algebra
M4.)

Indiquemos o importante

Fig. 5.2

5.3 — TROREMA. Toda dlgebra de Morgan A é
isomorfa a uma dlgebra de Morgan de conjuntos
(Bialynicki-Birula ¢ H. Rasiowa [1957].

Indiquemos a técnica usada por estes autores
para demonstrar este teorema. Se A tem um =6 ele-
mento entdo A & isomorfa ao conjunto vazio ¢. Basta
definir ~ pela igualdade ~ ¢ = ¢, para ver que o
teorema & verdadeiro neste caso. Se A tem mais do
que um elemento seja E a famfilia de todos os filtros
primos P de A. Consideremos a seguinte transforma-
¢io de Birula-Rasiowa

p(PY = A—~P=C~P

donde ~ P & o conjunto de todos os clementos dao. for-
ma ~ p, para p € P. Prova-se que ¢ (P) ¢ um filtro
primo isto é o, (P)eB e ademais g@(P) = T. IBsta
assim doflmda uma involuciio sobre B. Para X C E,
= Cop (P)

define-se a negagfio de Morgan. ~X

B
e entdn A = 2 algebrizada pelas operacdes () U
~ & uma Algebra de Morgan, e os autores provam

que A é isomorfa a uma sub-dlgehra de A. Ver
também H. Rasiowa [1974]. Recordemos tamhém que

54 - TEOREMA. Toda dlyebra de Morgan A
elemento 6 isomorfa a wma sub-
-ilgebra de um produto cartesiano de dlgebras M4
(Bialynicki-Birula {19571 ).

Ver tamhém H. Rasiowa (319741 pag. 471, Um
resultado andlogo foi demonstrado por
{10581 para og reticulados de Morgan.

Sejam Xy Ky ooy Xpon variaveis individuais que
podem tomar valores sobre uma dlgebra de Mor-
gan. Daremos o nome de forma polinomial das va-
ridveis X, X,, ... X, a toda a expressio jue pode ser
obtida usando as varifveis dadas x,...X, os sfm-
bolos A, V, ~ e (paréntesis esquerdo e direito); (e):
de acordo com as seguintes regras:

coni mais de um

J. Kalman

1.0) As varidveis x,
miais.

X sfio formas polino-

polinomiais
2°) Se p ¢ q sio formas astio (p /\ q),
(ng) ¢~ p siio formay polinominais.
Representaremos as formas polinomiais de n va-
riaveis pelos simbolos p(x,, o X)), q(x LX) ete.
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Sio exemplos de formas polinomiais de n varii-
veis: (xI A X)) (~%x V (~x___ A xn) ), etc.

Dada ume aligebra, de Morgan A e uma forma
polinomial p{(x . ..., X,) se substituirmos x, x,, ..., X,
por elementos &, o .. de A obteremos um ele-
mento de A que representaremos por

Py [CLINOREL S| e A '

Nestas condigdes cada forma polinomial p d4
origem a uma aplicagdo p, de An = A X A X ... XA
em A, que chamaremos uma fungdo polinomial p,
(x,,...%,). Duas fungdes polinomiais p, (X, ... %)
q, (X5, ., X)) dizem-se idénticas em A se

p, (g, a) =, (ay, i)

para todas as escolhas de (o, ..., a)eE AP . Tscreve-
remos entio mais simplesmente p. = qa.

Duas formas polinomiais dizem-se idénticas se
para. toda dlgebra de Morgan A for py =4, € entdo
escreveremos simplesmente p = q.

5.5-- DERINICAO. Uma dlgebra de Morgan K
diz-se caracteristica se as duas condigies seguintes
forem equivalentes.

1) f e g sdo idénticas, isto ¢ £ = g.
2. fx=gK .

O autor mencionado anteriormente demonstrou o
seguinte:

56 - TEROREMA. M4 ¢ wuma dlgebra cararteris-
tice para as dlgebras de Morgan.

Vejamos que as férmulas polinomiais  f(x,
X)=x A ~% ¢ B(x, X,) =%, A ~X AX,V ~ %)
nao sio idénticas. Com cfeito em M4 tem-se

fMa(a. M =a A ~a=a
gMd(a, D) = (A A ~a) A(hV~b) =aAb= 0
o portanto fpj4 (a.b)#g\pg (D)  Togo f e g néio sio
identicas isto &: M52 g,
Isto significa que a igualdade

X /\\le:xll\~xl/\(xﬂv~x2)

nio pode ser demonstrada a partir dos axiomas de
uma 4lgebra de Morgan, Tixiste portanto um proce-
dimento mecAnico para averiguar se duas formas
polinomiats sAo ou nio idénticas.

Podemos dizer que wma forma polinomﬁﬂ p(x,. .
x,) € uma tese se PM4 (X1, - X) = 1 para todos *
XI, oy Xy € M4 W ficil de ver quc nioe hi nenhuma
forma. polinomial que seja uma tese. Com efeito se
dermos as varidveis X,, ..., X 0 valor @ £ M4 entio

,a)y = a

PM4(:I,a.

visto que a é invariante para as operagbes N, V, ~
jA que a An=a, aya=a ~a=a
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E interessante notar que num reticulado de Mor-
gan podemos defenir o operador de Sheffer

XY= ~X A~y

Monteiro (L.) ePicco (D.) _[1963] mostraram que
as operagbes \/, A e ~ podem ser ohtidas a partir
do operador de Sheffer por mcio das formulas

(I) ~a = a/a (II) a A b = (asa) / (b/H)
(TII) a v b = (a/b) / (a/b)

e caracterizaram os reticulados de Morgan por meio
de duag igualdades onde figura somente o operador
de Sheffer.

Por outro lado Maronna (R.) [1964} caracterizou
os reticulados de Morgan por meio de duas igualdades
nas quals figuram somente os operadores \ ¢ ~.

Gastaminza (M. L.) ¢ Gastaminza (S.) [1968]
caracterizaram os reticulados de Morgan, tomando
como operadores primitivos a implicagio a—b =
= ~aVyb c a negagio ~.

Dado um reticulado distributive finito A pde-se
naturalmente o problema de saber se & possivel de-
finir sobre A um opcrador de negagiio ~ que dé a A
uma estrutura de Algebra de Morgan.

Como A. é determinado, & menos de um isomoy-
fismo, pelo conjunto ordenado sr dos elementos primos
de A € natural tratar de resolver este problema estu-
dando .

A este respeito demonstramos o seguinte resul-
tado.

5.7 —TROREMA. Se A é um reticulado distribu-
tivo finito e (=, <) o conjunto ordenado de todos os
elementos primos de A, para que sobre A se possa
definir wma estrutura de dlgebra de Morgan é neces-
sdrio e suficiente que erista uma involucd@o ¢ de =
sobre 7, isto é um anti-isomorofismo de « s0bre or de
periodo 2. Diremos que o par (7, ¢) € o sistema de-
terminante da &lgebra de Morgan buscada. A partir
de ¢ determina-se a negacgio de Morgan ~ por meio
da fé6rmula valida para todo xe€ A

~ x =V(p: ¢(p) £ X}

A. Monteiro [1960] (1963].

A demonstragio deste tcorema nio fol ainda
publicada, mas foi cxposta num curso dado na Uni-
versidade Naclonal do Sur (Bahia Blanca — Argen-
tina) no 1.° semcstre de 1962 (*).

‘Consideremos o reticulado distributivo A que
tem o diagrama indicado na figura sseguinte, onde
estio marcados em nhegro os elementos primos de A;
{a, b, 1}. Representamos Aparte o diagrama de
e o seu dual «*.

[o}
Reticulado A

a b !

i 1

Como « ¢ 7* nilo sio isomorfos entio nio existe
nenhuma involucio de 4 sobre . Logo sobre A nio
pode definir-se uma estrutura de Algebra de Morgan.

Consideremos agora, ¢ reticulado distributivo
com 9 elementos indicado no diagrama seguinte onde

Reticulado A
X [ ~X| s p | W) o)
0 1 1 a d e
a g £ d a b
b f g b e d
¢ ¢ ¢ e b a
d [ d
e d e L2
4 b a
g a b
1 0 0

estdo marcados em negro os elementos primos de A.
O diagrama de « estd indicado na figura seguinte.

(*) A llccnclad;\ Isahel Lourecire, da Faculdade de Ciéncias de Lisboa, posul fologcdpia das notas de curso, com a

demonstracio respectiva.
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Neste caso existem duas involugbes de & so-
hre «, ¢ ¢ ¢ dadas nas tabuas anexas. Isto significa
que € possivel definir sobre A duas negacdes de
d ¢ Morgan ~ e ~ dadas pelas ta-

buas seguintes de acordo com o

teorema anterior.

Involugdo ¢ — Para obter ~a

tenho que determinar o conjunto

de todos os elementos primos p
2 4 tais que ¢ (p) $ a; os primos em

questio sdo a, b, e, logo
Diagramade @

~a=aVvVvbve=g

De modo andlogo sc calculam as hegacgdes dos oulros
elementos.

Involugdo ¢ — Para obter - a determino o con-
junto de todos os elementos primos p tais que
o(p) $ a, que é: {a, b, d} logo ~ a=a v b vd=l
De modo andlogo se procede com os outros elemen-
tos.

Sobre o reticulado dado A existem entido duas
e s6 duas estruturas de algebra de Morgan. Esta
construgio é importante para encontrar exemplos de
Algebras de Morgan finitas,

Estd pendente a resolugio do seguinte proble-
ma:

Dado um conjunto ordenado finito «, encontrar
um algoritmo que permita: 1.°) averiguar se existe
alguma involugdo de & e no caso afirmativo. 2.°)
Determinar todas as involugdes de -+

Anténio Diego encontrou um conjunto ordcnado
com 24 elementos, que admite um anti-isomorfismo
de +r sobre o, mas para o qual nie existe nenhuma
involugiio de « (resultado ndo publicado).

6 — AS ALGEBRAS DE KLEENE

As nogdes algébricas estudadas no pardgrafo
anterior siio insuficientes para o estudo dos conjun-
tos graduados de Zadeh. Durante bastante tempo
este € outros autores s6 puseram em evidéncian as
regras de cdlculo que valem numa aigebra de Mor-
gan.

Recordemos que Kleene (St.) considerou em
[1938] (*) um cdlculo proposicional, com {rés co-
nectivos A, V, ~, que tem por matriz caracteristica
um conjunto com 3 valores de verdade: o (falso}, 1%
(indccidivel), 1 {verdadeiro), definidos pelas tabuas
seguintes:

A ‘0 %1 B 0 v 1 X ~X
o |o 0o |o % 1 1
w0 % % O VAT | "
1 o 1 1 1 1 1 1 1 0

(*) Ver também [19562].
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Observanos que o conectivo v pode ser definido
por meio de A e ~ jA que

ayb=~(~a A ~b)

como se verifica de imediato usando as tdbuas
anteriores. Basta portanto conhecer A ¢ ~.

Kleene indicava também tabuas para outros co-
nectivos — (implicagdo) e «<-—> (equivaléncia), mas
nio é necessario indicar cssas tdbuas visto que elas
podem ser obtidas por meio das seguintes defini-
coes

a—>hb=~avVvh

ae=—bh=(a—>h A (h—-2)

A este calculo daremos o nome de cdleulo pro-
posicional trivalente de Kleene (em notagio K 3).

A matriz que acabamos de indicar serd repre-
sentada pela notagiio M,. Consideremos o conjunto
M, = {0, %, 1} ordenade pela relagho <, entiio como
co trata de um conjunto totalmente ordenado, pode-
mos afirmar gque M, é um reticulado distributive
onde

a A b= min{ab}
a v b = max{ab}

Assim se obtiveram as tdbuns anteriormente in-
dicadag para A e V.

Também se verifica que valem as regrag do cal-
culo ~(XAy) = ~XVa~y e~ ~X=Xx ¢ portanto
o Sistema (M,, \, V, ~) ¢ um reticulado de Morgan,
mas trala-se de um reticulado de Morgan maito par-
tiewlar, ji que se verifien a igualdade de J. Kalman

(1K) X A~XTXA~XA (YV~V)

que nie ¢ valida em todas as Algebras de Morgan;
e que potde cserever-se Mais simplesmente

(K XA~X<L<YV~Y

para todo x e todo y. Wsta situncdo conduz-nes A
seguinte definicio que se deve a J. Kalman [1958].

6.1 .~ DEFINICAQ. A um reticulndo de Morgun
(A, A, V, ~) tul que

(1) XA ~XZXA~XA(YV~Y)

daremos o nome de reticnlado de Kleene. Se num
retiondado de Kleene 6 dado num elemento 1 € A tal
que x V1 =1 diremos que o sistema A, AV, ~, 1)
¢ nma dlgebra de Kleote ¢ que 1 € 0 elemento de-
signado.

Pela f6rmula xvV1 =1 vése que 1 ¢ o ultimo
slemento do reticulado distvibutive A. Pode acontecer
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que um reticulado de Kleene contenha um Gltimo ele-
mento 1. Dar um elemento 1 de A é no fundo dar um
operador de zero varidveis, ao qual se dA muitas ve-
zes o nome de elemento designado. Nesta situagdo é
preciso distingulr culdadosamente entre os dols siste-
mas (4, V, A, ~) ¢ (A, A V, ~, 1). Isto tem muita
importincia na definigfio de sub-Algebra. Uma sub-4l-
gebra de (Mn, Ay V, ~) e toda parte S nio vazia de
M, fechada para as operagdes Ay V, ~. Assim S =
= {'%]} € uma sub-ilgebra de (Mm A V. ~) e nfio 6
uma sub-dlgebra do sistema (M,, A, V,~, 1), visto

‘que toda sub-slgebra deste sistema deve conter o

clemento 1 (e portanto o elemento 0 = ~ 1, portan-
to S ={%) ndo & uma sub-flgebra deste segundo
sistema.

Estas nog3es foram introduzidas por J. Kalman,
na sua tese de doutoramento na Universidade de Har-
vard em 1955, mas os importantes resultados ohtidos
por este mateméitico de Nova Zelandia, s6 foram pu-
blicados em [1958], onde deu & nogio de reticulado
de Kleene o nome de «normal i-— lattices, Devemos
entio distinguir o reticulado de Kleene M, da flgebra
de Kleene M, (na qual se di o clemento designado 1).
Muitas vezes falaremos da Algebra M,, sem fazer
distingSes que estario implicitas no contexto.

Comecemos por indicar alguns exemplos:

EXEMPLO 1

Seja A = (0,1) o conjunto de todos os ntmeros
reais x tals que 0 < x < 1 onde por definigio

(1) x Ay = min{x,y}
(2) xvy = max{x,y}
(3) ~x=1-x

entdo o sistema < A, A, V, ~> é um reticulado de
Kleene. Verifica-se de imediato que se trata de um
reticulado de Morgan e como

XA~X< % LyV~y

A igualdade (K) € verificada ¢ estamos em pre-
senga de um recticulado de Kieene. (A, A, V, ~), que
nao tem nltimo elemento.

EXEMPLO 2

Seja R o conjunto dos niimeros reals. Definamos
ag operagdes A e V pelas férmulas (1) ¢ (2), e po-
nhamos ~X = — X

Entio o sistema (R, V, A, ~) & um retliculado
de Kleene (jA que X A~X<0<yV~y) que niio
tem ltimo elemento.

EXEMPLO 3
Seja A = [0,1], onde as operagdes A, V, ~ estiio

definldas por (1), (2), (3) entio o sistema (A, A,
V., ~, 1} & uma 4lgebra de Kleene.
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EXEMPLO 4

Seja. A = {0,1,..., n). Definamos as opecragdes
A e V pelas féormulas (1) ¢ (2) e ponhamos por de-
finicho para x ¢ A:~xX=n—x; ecntio o sistema
(A, A, V, ~) € um reticulado de Kleene e o slstema
(A, A, V, ~, n) 6 uma dlgebra de Kleene.

EXEMPLO 5

Seja p um nimero primo ¢ A = {pe =1, m,
P% ..., P").
Ponham por defini¢io para

@
X=p y=pﬂ(ondcoga5n,ogﬁgn)

A .
xay=p"*? onde o A p = min{c,B}

XVy = p«v/j onde g V g = max{a,f}}

e ~x=p ° entio o sistema (A, AV, ~, pm)
¢ uma 4lgebra de Kleene,

Obhserve-se que X Ay ¢ 0 maximo comum divisor
de x e y e que XVy € o menor multiplo comum de
pe p° ‘
p= -
tema < A, A, V, ~, p»> é uma 4lgebra de Kleene
que € de resto isomorfa ao exemplo 4.

{
X e ¥y, além disso ~x = - , Entdo o sig-

Observe-se que neste reticulado a relagio de
ordem < (x = x AYy) coincide com a relaciio de divi-
sibilidade (x divide y) ¢ que A tem por tltimo ele-
mento pn e por primeiro clemento p° = 1. Indique-
mos o diagrama. de A sobre a figura 6.1. Na figura

p" n
an n-i
X '
L} 1
pz 2
p1 1
'a
1=p° 0
Fig. 6.1 Fig. 6.2

6.2 esti indicado o diagrama do exemplo 4. Vé-se
imediatamente que estas duas 4dlgebras de Kleene
sdo isomorfas. Note-se que na figura 6.1 ~ p° =
= ~1=pn, ~ p=pnrl, ~ pz=pn-2 etc. e que na
figura 6.2

~0=n, ~1l=n-1 ~2=n-2 ectc
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EXEMPLO 6

Seja n um namero unatural cuja decomposigdo
em factores primos é

— B0l n2 nk
n=pl p, . Py

e seja A o conjunto de todos os divisores x de n,

isto & x=p p; ...p" com o<x, <n, para
i=1, 2,..., k

Se X, y £ A escrevemos X A y para indicac o
méiximo comum divisor de x ¢ y ¢ xVy para indi-
car o minimo comum multiplo de x e y. Se x é da

forma indicada ¢ y = ply'p,,’" px’;k [

X AY, = min{x;, y;}
x, Vy, = max{xj, yi}

entio

XAY =7p Po-

oV X2V ¥ v
XNV y= M 1V p;_"\‘/,_',' r xkv'k

sdo respectivamente o m. c. d.’'dex ey e o m m ¢
de x e y.

Entdo o sistema (A, A, V) € um rcticulado dis-
tributivo que tem por aitimo eclemento n e por pri-

meiro elemento 1 = p°, p°, ...p°. Ponmhamos I = n.
Definamos a operagio de negacio pela férmula

~ %X = 2 (onde x & A) cntiio o sistema (A, A,
X

V, ~, 1} é uma dlgebra de Kleene e (~1) ¢ o in-
teiro 1.

Veja I. M. Yaglom [1977] onde se cncontra este
exemplo vpé'g. 50, (exercicio 6), pag. 30 (exemplo 4).

Bste autor pdc em evidéncia neste exemplo as
reglas de cAlculo que servem para definir uma &l-
gebra de Morgan, mas nio assinala a igualdade de
Kalman (K).

Seja B dado um conjunto dado, niio vazio, ¢ A
uma 4lgebra de Kleene arbitraria entio o conjunto

P—=AP

de todas as aplicagdes de B em A algebrizadas ponto
por ponto é uma 4lgebra de Kicene. [P, A,V ~, 17(1).

Se tomarmos A =1[0, 11 como no cxemplo 3,
entio P é a familia 7 dos conjuntos graduados de
Zadeh: que é portanto wma dlgebra de Klicene.

Consideremos o exemplo particular dos divisores

(1) 1 representa a aplicacio identicnmente igual a 1.
(2) Isto & f(x) ¢ R, para todo x ¢ B
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12 de 12, ordenados pela
relagdo divide. O seu
diagrama esti indicado

5 na fig. 6.3. A negacdo de
acordo com o exemplo 6
3 serf dada por ~ 1=

A ~3=4, ~6=2 ~4=3,
I'ig. 6.3 ~12=1.

O conjunto {1, 2, 6, 12} ordenado pela relagio

12
divide, cujo diagrama esti Indicado na
s fig. 6.4 ¢ uma sub-Algebra da Algebra
2 de Kleene da fig. 6.3, que tem por pri-
meiro elemento 1 ¢ por ultimo elemento 12.
1
Fig. 6.4
EXEMPLO 7

Seja & um cspacio topoldgico ¢ C (IB) o con-
junto de todas as fung¢des numéricas (2) continuas
em todos os ponlos de T8 Dadas duas fungies f, g
g C(T), consideremos as funcdes (Conthmn,:s sobre
E) a = fAg b =fvg definidas pelas férmulas

a(x) min{f (x),g ()}
b(x) = max{f (x),g )}

1l

Scja ~f a fungdo continua definida pela igual-
dade

(~f) (x) =~ £(x)

entio o sistema (C (E), A, V, ~) € um reticulado
de Kleene, que nio tem 0ltimo clemento.

Pde-se naturalmente, como mno caso das Alge-
bras de Morgan, o problema de saber quais as iden-
tidades validas em todas ag algebras de Kleene. Este
problema foi resolvido por J. Kalman (1958), que
demonstron o seguinte resultado.

6.2 -— TEOREMA. Toda a dlgebra (reticulado)
de Kleene, com mais de uwm clemento é isomorfa
(isomorfo) a wuma sub-dlgebra de wm produto car-
tesiano de dlgebras (reticulados) M, (J. Kalman
[1958] de donde resulta que:
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6.3 — TEOREMA. A dlgebra (rcticulado} M, &
uma dlgebra caracteristica para as dlgebras (reti-
culddos) de Kleene. (J. Kalman [1958]).

Isto sigmifica que duas formas polinomiales de
n variaveis p(xl, o X)eq (xl, e X)) sdo idén-
ticas em todas as 4lgebras de Kleene si e solamente
se¢ elas forem idénticas ecm M, isto € se

Prg (%0 oo %) = Gy (5 ooy X,)
Obscrvando que M, ¢ a matriz utilizada por Kleene
{1938] para definir o calculo proposicional X, ve-
mos pelo Teorema 6.3 de Kalman, que as identidades
que podem deduzir-se dos axiomas que caracterizam
a nogio de (reticulado) ou de dlgebra de Kleene
coincidem com as identidades que valem em M,. Isto
mostra que o conjunto das identidades que valem em
M,, pode ser caracterizada. por um conjunto finito
de axiomas, dadog por igualdades, a partiv das quais
se deduzem todas as oulras utilizando as regras da
logica. Para expressar esta situacio diz-se que a
Matriz M, introduzida por Kleene é finitamente axio-
matizdvel.

Observemos que a dlgebra de Kleene dos con-
juntos graduados de Zadeh € uma Algebra de Kicene
particular. Pode entdo por-se o problema de saber
se nito havera alguma identidade valida em toda a
algebra de Klecne da forma

7 = [013®

onde B & um conjunto nio vazio e que nio seja vi-
lida em todas as Algebras de Kleenc:

© claro que toda a identidade vilida na dlgehra
de Kleene |0,11 6 vilida em %, visto que 7 ¢ um
produto caitesiano de dlgebras {0,1] e reciproca-
mente.

Trata-se entdo de =aher se hd alguna ideali-
dade valida em {0,1] e que nio sseja valida em
todas as Algebras de Kieene.

Notemos que o conjunto {0, £, 1} é uma sub-
-algebra de [0,1] visto que o conjunto {0, %, 1} €
fechado para as operagdes A, V, ~ e contém o cle-
mento 1. Vé-se em seguida que esta sub-dlgebra de
[0,1] é isomorfa a M,.

Portanto toda a identidade vAlida em [0,1] €
valida em M, e entio, em virtude do tcorema de
Kalman € valida em todas as dlgebras de Kleene ¢

em particular em % = [0,1]?
Podemos portanto afirmar que

6.4 — THEOREMA M, ¢ wna dlgebra caracteris-
tica para a classe das dlgebras de Kleene da for-

:

ma 7 = [Oqu onde E é um conjunto ndo vazio.

®xiste um problema anilogo para o conjunto R
dos nimeros reais, sobre o qual se definem as ope-
ragdes A, V, ~, da maneira indicada ne exemplo 2;
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temos entio o reliculado de Kleene (R, V., A, ~).
Dadas duas formas polinoniales p(x,..., X)) e
q(x, ..., X, ). Sahemos que se

(1) pay (X0 X)) = Guy (Xyy 00 %)
entio P (xl' ...,'X") = dp (xl’ ...,X")

visto que sendo Roum reticulado de Kicene ele &
isomorfo a um sub-jlgebra de um produto de reti-
culndos de Kleene M. Entiio se (1) vale entio M,
vale em gualquer produto cartesiano de reticulados
M e também em qualquer suh-reticnlado de Kleene
desse produlo e portanto em R.

Pode perguntar-se se nilo haverd alguma iden-
tidade f = g valida em R e que nfio scja vilida em
todos os reticulados de Klecne.

Ohservemos que o conjunto T={—1, 0, 1} ¢ uma
sub-ilgebra do reticula-
do de Kleene (R, V. A,
~), cujo diagrama estA
marcado na fig. 6.5, ao
0 Vs lado do diagrama dc M,

(fig. 6.6). ® claro que
como reticulados M, e T
sito isomorfos. Ohserve-

1 1.

-1 0 -se que em Ti~1=-1,
Fig. 6.5 Fig. 6.6 ~ 0=0, ~(-1)=1 e
e M,
B}
~1 =0, ~lp =1 ~0=1

logo a transformagio ¢ de T sobre M, definida por
p(—1) = 0, (0) = 34, g,(]) =1 & um isomorfismo
de T sohre M. Portanto se vale a igualdade £, = g,
ela vale também no sub-veticulado de Kleene T de R
¢ vale portanto em M, isto fi, = . Logo as iden-
tidndes que valem em R siio as que valem em todos
o= reticulados de Kleene.
Dum modo mals geral:

6.5- TEOREMA. Se uma dlgebro (reticulado)
de Klcene A contém uma sub-dlgebra (sub-reticula-
do de Klecne) isomorfa a M, enlio pura que wme
igualdade seju vdlida em A (p, = d,) & necessdrio
e suficiente que ele scjo vdlida em M, e serd entdo
vilide em todas as dlgebras (reticulados) de Kleene.
(J. Kalman).

Existe uma classe partienlar de 4lgebras de
Kleene, que siio as que verificam a igualdade

(1) X A ~x=0 -4
de donde resulta

(2) xV~x=1

Sin as chamadas dlgebras de DBoole entre as
quais figura a Algebra de Boole com dois elementos
M, = {0,1] definida pelas tabuas
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Ao Voo N
0 0 0 0 0 i [} i
1 0 1 i 1 ! | 0

As igualdades (1) e (2) sfo verificadas em M,
mas néo sio verificadas em M, visto que % A ~ 1% =
=% AUTHAOG BV~% =V =L

Observe-se que M, € uma sub-dlgebra de M, ¢
M, ¢ que M, é Isomorfa a uma sub-Algebra de M.

Os resultados mais importantes sobre as 4lge-
brag de Boole foram obtides por M. H. Stone. [1934],
[1935], [1936], [1937] cntre os quals destacamos os
seguintes:

6.5 —TEOREMA. Toda dlgebra de Boole, com
mais de um elemento, é isomorfa a wma sub-dlgebra
de uwm produlo cartesiano de dlgebras M,

6.6— TEOREMA. M, é uma dlgebra caracleris-
tica pare as dlgebras de Boole; o mesmo acontece
com toda A&lgehra de Boole com mais de um ele-
mento.

Para as dlgebras de Klecne pode demonstrar-se
que

6.7 ~-TROREMA. Toda dlgebre. de Kleene A,
com muais de um elemento, que ndo seja uma dlgebra
de Boole, é wma dlgebra caracteristica para a classe
das dlgebras de Kleene (J. Kalman).

& claro que a algebra caracteristica M, para a
clagse das Algehras Kicene é a menor de todas, por-
que uma dlgcebra de Kleene com dois elementos € a
dlgebra de Boole M,, que nilo é caracteristica para
a classe dag algebras de Klcene.

O seguinte teorema permite averiguar se sobre
um reticulado distributive finito A dado, pode defi-
nir-se uma estrutura de dlgebra de Kleene.

TEOREMA. Para que mun reticulado distribu-
tivo finito A seja possivel definir wna estrutura de
Algebra de Kleeneg ¢ necessirio e suficiente que so-
bre o conjunto ordenado (s, <) de todog os clemen-
tos primos de A existe wmea involi¢do ¢ de o sobre =
que verifique a condigdo.

(1) Ver também A. Rose [1950].
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(K) Para todo p ¢ o ou ¢(p) <p ou p < ¢(p).
A. Monteiro [1960], [1963].

Consideremos o rcticulade disteibutive A, Indi-
cado na figura 6.7, onde os elementog primos estfio
marcados em negro, os diagramas de 7 e o do seu
dunal «* estiio tamhém indicados. O tnico isomorfis-
mo ¢ de 7 sobre z* é ¢ (¢) = b, ¢ (h) = ¢, ¢ (a) =4,
¢ {d) = a ¢ como y tem periodo 2; pode definir-se
sobre A uma tinica estrutura de Algebra de Morgan;
mas gohre A niip pode dofinir-se uma estrutura de
dlgebra de Kirene porque ¢ (a) = d € incomparivel
comne a.

7— 0S CONIUNTOS VAGOS DE GENTILHOMME

Indiquemos em primciro lugar uma construgéio in-
dicada por Gr. C. Moisil [1940] pag. 450, [1941]("),
[1072] pag. 214).

Seja B uma dlgebra de Boole e consideremos o
cenjunto A de todos os pares X = (X,,X,) de elemen-
tos de B tais que x, <X,

Definamos as operagdes /A, V. ~ sobre A da
soguinte maneira, onde X = (x,, x,) € A, ¥y = (¥,, ¥,)
£ A

XAY = (X A, X, AV)
xVy=(x,Vy, X, Vy.}

~x T (=X, ~X); 1= (4,1)

onde —-bh é o complemento booleano de b £ B. Eolfo
Moisil provou que

710 SISTRMA (A, A, V, 1) é uma dlgebra
de Morgan; o que € ficil de verificar.

Podemos mesmo afirmar que

7.2--
tn Kleene.

0O SISTEMA (A. A, V. 1} ¢ uma dlgebra

O objectivo de Moisil eria construir um modelo
algabrico do cdleulo proposicional trivalente de T.u-

a b d c pJ

Diagrama de Diagrama de M

Fig. 6.7
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siewicz e por isso definia sobre A uma outra ope-
ragio p dada pela féGrmula

pX = (x), x,) = (%, x,)

que vamos deixar de lado.

A demonstragiio de 7.1 ¢ 7.2 oblém-se por cAl-
culos elementares.

Y. Gentillome na sua tese de doutoramento [1967 |
e em [1968], tendo em vista aplicagdes & linguistica,
considera uma construcio aniloga. Seja dado um con-

junto fixe E e seja B = 2% o conjunto de todas as

partes de B que ¢ uma dlgebra de Boole particular.
Entdo este autor da o nome de Conjunto vago de B
aumpar X = (Xy X,) de sub-conjuntos de E tais que

E

V2 o

Fip. 1T

X, C X, e chama X, a zona de extensdo mdxima
e X, a zone de extensdo minima do conjunto vago X.
Ao conjunto X, — X =X, N CX, da o nome de
zona vaga de X.

Este autor algebriza a familia V de todos os
conjuntos vagos, como o fez Moisil em 1940, assi-
nalando que valem as regras de calculo que usamos
para definlr uma algebra de Morgan. Observemos
que os pares

0= (g ) 1= (5 E)
siio o primeiro e uGltimo clemento da Algebra de
Morgan <V, n:Yv ~ 1>. As operagdes ) U
(intersecgdo e uniio) correspondem Aas operagdes A
e Vv indicadas no caso mais geral considerado por
Moisil. Entretanto Gentillome e Moisil, ndo assina-
lam que o sistema obtido & uma Algebra dec Kleene.

Seja X = (X, X,) um conjunto vago do uni-
verso E. Escreveremos p ¢ X (onde X CE) para in-
dicar gue «o ponto p pertence ao conjunto X». Usa-
remos a notagiio p ¢ X para indicar que «o ponto p

vagos em [1972-6].

pertence ao conjunto vago X = (X., Xz)». Vamos
usar a légica trivalente de Kleene onde ha trés va-
lores logicos 0, ¥, 1. Usaremos a notagio v (p g X)
para indicar o valor légico do cnunciado «p ¢ X».

De acordo com Moisil [1941](*) poremos por
definicio

1sepeX
Y% se p e X,—X,
0sep ¢ X,

(1) vipex) =

Sabemos que se X = (X, X,) e Y = (Y, Y}
sdo dois conjuntos vagos de I, a sua intersecgdo esta
definida por

-\.ﬂ\. : (-\.ﬂ\'l :Xan\,a)

entio pela definigio anterior
1 sepe X N Y,

% sep chﬂYz—— (X‘ﬂ Y,
0sipeX,nY,

x{(peX{1Y)--

Dum modo geral dado um conjunto viago X re-
presentemos por V(X) o conjunto dos pontos p ¢ B
tais que v(peg X) =1, por T(X) o conjunto dos
pontos p £ B tals que v(p ¢ X)=1% ¢ F(X) o con-
junto dos pontos p € E tais que v(p ¢ X) = 0.

T claro que pela f6rmula (1) temos

(e) VIX) = X,; T(X) = X, -~ X,, F(X)=C X,

Os conjuntos V(X), T(X), F(X) sdo disjuntos
dois a dois e a sua reunido &

VIX) U T(X) U F(X) = E(2)

A fungio v(p ¢ X) definida sobre I e tomando
scus valores no conjunto M, = (0,%, 1} de acordo
com a érmula (1) daremos o nome de fun¢ao cerac-
teristica do conjunto vago X, e escreveremos K(X).

Reciprocamente seja dada wma aplicagdo f de
1 oem M, e scja V(1) =111, T)=f1 (%),
F(f) = f-1(0), entio exizte nm e um s6 conjunto
vago X = (X, X:) que tem por funglo caracteris-
tica a funcdo dada f, com efcito: ponhamos X, =V (f)
e X2=V(f) U T(f) entdo o conjunto vago: X=(X,
X,) tem por fungdo caracteristica a fungio dada f,
isto ¢ f=K(X).

Temos assim por um lado a dlgebra de Kleene
V de todos os conjuntos vagos sobre gdunlverso I&

e por outro lado a dlgebra de Kleene T = Mn"" de
todas as aplicacdes de E ‘em M, algebrizadas pon-
to por ponto.

A este respeito podemas afirmar que
1

|

(1) Moisit introduziu esta idein no estuda das flgebras de Hukasiewicz trivalente em [1941] e no cazo dos conjunlos

¢2) Entretanto os conjuntes VI(X), T(X), F(X) nio formam uma triparticio de B porque alguns deles podem ser

vazios.

28
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71— TEOREMA. As digebras de Kleene V ¢ I¥
sdo isomorfas.

Para demonstrar este teorema basta provar que
s¢ fizermos corresponder a cada conjunto vago X

a sua fungdo caracteristica K(X), definida anterior-
mente, entdo

1°) K € uma aplicagdo biunivoca de V sobre ¥
20) K(X 0 ¥) = K(X) AK(Y)

3°) K(~X) = ~K(X)

4°) K(1) =1, onde 1 =(E, K) é o ullimo

elemento de V ¢ 1 € a fungdo identicamente
igual a 1 sobre E.

Usando a regra de cilculo

Xy Y= ~(~XNn~7)
de 2.°) e 3.°) deduz-se
5°) K (X |JY) = K(X) VvV K(Y)
A'dcmonstragio faz-se mediante célculos que
seriio considerados mais ou menos simples, segundo
a experiéncia do leitor.

Ilustremos este teorema com um exemplo sim-
ples. Tomemos um universo E = {1, 2} com dois

pontos. A familia B = 2% de todas as partes de B
estd indicada no diagrama da fig. 7.2. A familia V

E={1,2}

{1} {2}

Fig. 7.2

de todos os conjuntos vagos definidos sobre E est&

dada por
0= (g )y 4 = (g (2}
B = (g {1), C = (s E)
D= (2}, 2, B = (1), (1))
F=({2), B), @=({1), B) "

1= (E, E) (*). A relagio de ordem entre dois con-
juntos vagos X = (X, X,) e ¥ = (¥, Y,) define-se
pelas duas condigbes X1 _C_.Yr e X, C Y,. Entdo o
dingrama. de V esta indicado na flgura 7.3.

o

Fig. 7. 3

Fig. 1.4

Para representar uma fungdo f € K, escrevere-
mos { = (£, f,) onde £, = £(1), f, = £(2).

As diversas fungdes caracteristicas sdo, dadas
por K(0) = (0,0) = 0 K(4) = (0, %) =a, R(B) =
=b= (%, 0) K(C)=c= (% ¥) KD)=d
(0,1), K(F) = e = (1,0) K(F) = f = (%, 1), K(&)=
=g=(1, %), K1) = (1,1) =1.

As fungdes caracteristicas ordenam-se ponto por
ponto, isto &: se h = (h, M) e j=(j, i) entdo
I < js6 e somente se h <h, eh, <], O diagrama

(%) Observe que os conjuntos vagos O, D, E e 1 tém uma zona vaga vazia,
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de MSF‘ estd indicado na figura 7.4, os rcticulados
distributivos das figuras 7.3 e 7.4 silo isomorfos.

Nestes dois reticulados a operaciio de negagio
esti dada pelas tabnas:

X ~X K(X)| ~Krx)
o] 1 0 1
A H a 17
B r b I
c (o} ¢ ‘
D 4 d e
r D [ d
F B f b
G A g a
1 0 1 [

Pela simples inspecgiio das figuras 7.3 ¢ 7.4 ve-

rifica-se que K é wm isomorfismo de V sobre Kf‘.
Este teorema permite afirmar que se o universo
E tem n pontos entio a familia V de todos os con-
juntos vagos tem 3» elementos distintos.
Recordemos que de acordo no Teorema 6.2 todn
algehra de Kleene A € isomorfa a uma sub-dlgebra
di Algebra. e Kleene

onde B ¢ um conjunto converientemente escolhido.
Pclo }corenm 7.3 sabemos que ¥, é isomorfa i Al-
bra V de todos os conjuntos vagos definidos sobre
o universo I8 e portanto toda dlgebra de Kileene A
é isomorfe a uwma sub-idlgebra de V(). TIodemos
portanto afirmar que a dlgebra de Kleene conside-
rada por Zadch

7 = [011%

¢ jsomorfn a uma sub-algebra da dlgehra Vode to-
dox 0s conjuntos vagos definidos sohre um universo
¥ convenicntemente escolhido.

8 — ALGEBRAS LIVRES E INJECTIVAS

A nocio de dlgehra livee tem uma grande impor-
tancia. Seja A uma dlgehra de Morgan. Sein G uma
parte de A, diz-se que G é wum. conjunty de geradores
de A se A for a menor sub-ilgebra de A que con-
tém G.

Diz-se que G ¢ wm conjunto de geradores livres
ds A, sc dada uma dlgebra de Morgan A’ que lewm um
conjunto (¥ de geradores tal que a poténcin de G

(1) Isle resuliado generaliza um pestdbindn andlogo ablldo por Mabsi [ETEE paia

trivalenles.

& igual ou menor que a poténcia de G, entio dada
uma aplicagio univoca f de G sobre G’ existe um
homomomaorfismo h de A sobre A’, que é uma ex-
tensio de f, istn & para g £ G: h(g) = £(g).

Uma algebre de Morgan A diz-se livre se tem
wne conjunto ¢ de geradores livres.

Ay Algebras de Morgan com um conjinto G de
guradores livres de poténcia dada ¢ foram descritas
por O. Chateaubriand ¢ A. Monteiro [1969].

No easo particular em gue ¢ € um nimero natu-
ral n entilo o Algebra de Morgan livee com n gera-
dores livres L.(ny & finita.

Pela propria. definigio L(n) €& a maior dlgebra
de Morgan com n geradores. Repreosentemos por
N(X) o nimero de clementos do conjunto X. Sabe-se
gue

N(T.(1)) =6 MN(I.(2))==168

Mas nio se conhece uma, formula que dé o ni-
mero N(L(n) ).
ara o caso das algebras de Kleene livres cuja
definiciio ¢ analoga tem-s¢

N1y = 6 N(I.(2) )==81

Tste nltimo resultado foi indicado por J. Berman
o Ph. Dwinger, num importante trabalho no qual
icio das algebras de Klcene com ¢

dio uma des

goeradores livres.

. Cignoli. num trahalho nioe publicado, indicou
uma construgiio geométrica das dlgebras de Kleene
com ¢ geradores livres, usando, nas suas linhas ge-
rais, a téenica usada em O. Chateaubriand e A. Mon-
teiro (19697,

Ny ecaso particular dos reticulados de Kieene
(onde nio se postula a oxisténein de um ultimo ele-
mento) tene-se

N(L{Y ) = I N(1.(2) ) == 82(2)

Daqui rvesnlta. em particular que dadas duas
funcdes nunéricas conlinuas num espago topolégi-
co o {por exemplo na recta) — veja Eiemiplo 7 —
entio 82 & o numero miaximo de fungdes continuas
gque podem obter-=e a partiv de £ ¢ g efectuando as
oprraciies A, Voo oo Nio se conhece uma fé6rmula
que dé o anmeroe N(L(n)) no caso dos reticulados
e Kieene.

|
ftgzebros de Toukastewices

{2y Tusie |'us|‘xl(:uln (mmbém feoi oblidu usando o vomputador do T.abh, de Figiea o ¥Fnergia Muclear pela lirenciada

Marin Manuel Costa Freitas.
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v

Acontece que entre alguns
uma Algebra. de Morgan pode existir uma relagao
de ordem (por exemplo g, < g,).

A detevminagio das dlgebras de Morgan livres
sobre wm. conjunto ordenado {G, <} de geradores
foi obtida por I.. Monteiro [1967], [1974].

Uma dlgebra de Morgan I (ou de Kleene) diz-se
injective se dada 1.°) uma Algebra A; 2.°) uma sub-
-algebra S de A; 3.") um homomomorfismn h de S
e I; entdo existe um homorfismo Il de A cm I que
& umn extensio de h, isto ¢: H(s) = h(s) para todo
s e S.

Asg algebras de Morgan e de Kleenc injeclivas
foram determinadas por R. Cignoli (1975].

Um problema que seria importante resolver ¢ o
seguinte: dada um reticulado de Morgan
Kleene) finito A, determinar o menor ninmcro de
elementos de A que geram A; um problema anilogo
foi resolvido para os reticulados distributivog Tinitos
(A. Monteiro, [1968]).

(ou de

9 — ALGEBRAS CENTRADAS

Diaremos o none de centro de um reticulado de
Morgan a todo elemento ¢ tal que — ¢ = ¢, A dlge-
bra K, tem dois centros a ¢ b, J. Makinson obser-
vou (1) que um reticulado de KKleene A nfio pode ter
mais do gue um centro; com efeito si ¢ ¢ ¢
centros de A entdo c = cA~¢c € 'V ~cC =

sio

¢ isto
¢ ¢ < ¢ e do modo analogo se prova que ¢ < ¢ logo
c==¢'. Mas ¢é claro que cxistem reticulados de Kleene
que nio tém uenbhum cenlro como se vé nas figuras
6.3 ¢ 6.4,

Recordemos os reliculados de conside-
rados anteriormente no §6: o Kxemplo 7 tem por
centro %; o Exemplo 2 tem por cenlro 0, ete. A 4l-
gebra de Kiecene V dos conjuntos vagos sobre um
universo K, tem por centvo C:r= (¢. 1).

Kleene

Se na definigiio de wma algebra (ou reliculado)
de Kleene A se postula que existe wm elemento ¢
tal que ~ c=c, diz-se gne A ¢ uma algebra (reficula-
do) de Kleene centrada(2) {centrade). Serin impor-
tante determinar as algebras de Kleene centradas
com um nimero finito de geradores livres.

A dlgebra de Kleene cenlrada com um gerador
livre tem 11 elemenlos cujo diagrama estd indicado
na figura 9.0. A negagio de Morgan estd dada poi
~0=1 ~a==i, ~h==Dh,
A lei da dupla negaglio ~ ~X = X
obter o negacio dos restantes elementos. O
livre ¢ T ou e. Este resultado foi obtido com caleulos
manuais, Enquanto que a algebra de Kleene

~d =g ~cT e ~f
=c. permile

gerador

com um

(1) Ver T. Montelro [1974-a].

dos geradores de

Fig. 9.1

livie indieada
na figura 9.2 tem 6 ele-

menlos.

3 verador

| A negagiio de
Morgan esld dada por
d ~ 0=1, ~a=d, ~h=c).
Nio sc conhece o
nimero de clementos
das dlgebras com n ge-
ridores  livens, para as
seguistes classes de Al
hras:
1.7}
fributivos; 2.)

reticuladas  dis-
Algehras
3.0 dlge-
bras de Kleene; 4.0) al-
[+] gehrvas de Kleene
tinlas, excepto nalguns
com particulares 1.7)
n=y, 02, 03,04,06, 6, 7,; 2 n=l, 2, 3; 30 n=l, 2
40y no= L
Q reticulado de Rlecne centrado com um gera-
dor livre T temy 9 clementos. O seu diﬂgra.mg. oblém-
-se o partie da fig, 9.1 suprimindo og clementos 0 ¢ 1.

de AMorgan;
cen-

Fig. 02

O reticvlado de Kleene dag fungdes numdéricas
continuas CGI9) (Veja
Ixemiplo 7, do § 63 {em por centro a funcio 0 (iden-
ticamente igual a 0). IIntio se consideramos C(I9)
cono um  relienlade de Kicene eentrado  podemos

de um espaco lopolégico B,

(2) Teremos agorn um sislema (A, A, V, ~~. 1, ¢} onde sin dados dois elementos fixos 1 n ¢ de A,
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afirmar que efectuando as operagdes A, V, ~ & par-
tir de uma fungdo continua dada f e da constante
o podem obter-se quando muito 9 fungdes continuas,
mas é ficil encontrar exemplos em que esse namero
é¢ menor que 9. Quem disponha de um computador
pode determinar facilmente o reticulado de Kleene
centrado com dois gcradores livres, que tera mais
que 82 elementos(1). )

10 — A IMPLICAGAO

Uma 4algebra de Kleene pode, ser enriguecida
com a introducdo de novas operagdes undrias, bini-
rias, ete. e pde-se naturalmente o estudo das novas
4lgebras assim obtidas.

O operador de implicagio a > b = ~aVvb de-
finido nas algebras de Morgan ¢ de Kleene néo tém
propriedades interessantes. Existem entretanto ou-
tros operadores de implicagio (de Lukasiewicz, in-
tuionista, construtiva, etc.) que podem definir-se no

segmento [0,1]; entio Z = [0,11F ter& uma estru-
tura algébrica mais complexa. S¢ pomos

a—>b=min{l, l-atb} (2

temos um calculo proposicional considerado pela pri-
meira vez por J. Lukasiewicz [1930]. que foi um dos
fundadores das 16gicas nio classicas. Bntramos assim
no campo dos légicas polivalentes, que se encontra
actualmente em pleno florescimento, em parte devido
as suas aplicagdes (circuitos, programagio, reconhe-
cimento de formas ctc.). Convém recordar neste mo-
mento, que foi J. Lukasiewicz que iniciou em [1920]
—-juntamente com Post [1921] — o estudo das 16-
gicas polivalentes com a consideragio de um cdlculo
proposicional tri-valente(®), motivado pelo seguinte
enunciado «amanhd@ haverd wma batalla no mars,
que tinha sido considerado por Aristételes. J. Luka-
sicwicz inquiria sobre o valor logico do referido
enunciado: verdadeiro? falso? ou desconhecido? Me-
ditando sobre esta questio foi levado a considerar
um cdlculo proposicional trivalente (independente-
mente de qualquer questio pritica). Trata-se de um
acontecimento de grande importiincia na histéria da
16gica e da matemAtica.

EBm 1959 as escolas russa (V. I. Shestakov) e
romena (Gr. C. Molsil) encontraram (ver Molisil
[1969) aplicagbes das l6gicas polivalentes A teoria
dos circuitos e dos autématos (para referéncias bi-
bliogrificas (ver Moisil 11972], pag. 782-786).

Para uma vista panorimica de introducio 3s
16gicas polivalentes (alé 1969) ver Rescher [19691.
Um artigo importante sobre as relagdes entre as
légicas polivalentes e as ciéncias da computagio

deve-se a G, BEpstein-C. Frieder ¢ D. Ring [1974].
Um livro sobre algumag l6gicas ndo classicas consi-
deradas sob o ponto de vista da algebra foi escrito
por Helena Rasiowa [1974]. Exemplos de aplicagdes
da leoria dos conjuntos graduados de Zadeh encoun-
tram-se ecm A. Kaufman [1975].

Kste artigo pode ser considerado como uma in-
troducio e um programa para o estudo das algebras
de Morgan ¢ de Kleene,
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