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§ 1. INTRODUCCION.

Henri Poincaré, en un articulo publicado en la revista

"Revue de métaphisique et de morale!) pagina 486, dice:

"De todos los teoremas del Analisis Situs, el mas im -

portante es el que mencionaremos diciendo que el espacio tiene

tres dimensiones. Es esta proposicidn que vamos a considerar, vy

vamos a expresarla en estos términos: ;Cuindo decimos que ¢l cs-

pacio tiene tres dimensiones, que queremos significar?

S] para dividir un continuo es sufic ente conside-

rar como cortes un cierto nGmero de elementos d1st1ngu1b1es el u

no del otro, decimos que este continuo es de una dimensién;

si,
por el contrario,

para dividir un continuo es necesario conside-

rar como cortes un sistema de elementos que a su vez forman uno

0 varios continuos,

decimos que este continuo es de varias dimen
siones"

"Si para dividir un continuo C, es suficiente conside-

rar cortes que forman uno a varios continuos de una dimensién,

decimos que C ¢s un continuo de dos dimensiones; si cs suficien-

te tomar cortes que forman uno o varios continuos de dos dimen -

siones, decimos que C es un continuo de tres dimensiones,
siguiendo'.

y asi

"Para justificar esta definicidn es necesario observar
que hacen usualmente los gedmetras, para introducir la nocién de
tres dimensiones'.

"Comienzan definiendo superficies como las fronteras
de sélidos o partes del espacio; curvas como fronteras de super-
ficies, puntos como fronteras de curvas, y afirman

quc este pro-
cedimiento no puede continuarse'.

"Esta es justamente la idea: para dividir el espacio ,
Son necesarios cortes, que denominamos superficies; para dividir
superficies, son necesarios cortes, que denominamos curvas;

dividir curvas, son necesarios cortes,

para

que denominamos puntos; y



no podemos avanzar mis en el razonamiento, ya que un punto no

puede ser dividido: un punto no es un continuo".

"Entonces, curvas, que pueden dividirse por cortes que

no forman un continuo, serdn un continuo de una dimensidén;las su
perficies, que pueden dividirse por cortes continuos de una di -

mensidn, seridn continuos de dos dimensiones; vy finalmente, el es

pacio, que puede ser dividido por cortes de continuos de dos di-

mensiones, serd un continuo de tres dimensiones'.

Poincaré tuvo asi el mérito de poner en evidencia 1la

naturaleza inductiva del significado geométrico de dimensién y

la posibilidad de desconectar el espacio utilizando subconjuntos
de menor dimensidn.

Un afio mds tarde F. Brouwer [11d16, siguiendo estas i
deas, una definicidén precisa y topolbgicamente invariante de di-

mensidn, la que para espacios métricos separables, localmente co
nexos, es la que se utiliza actualmente.
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§ 2. DIMENSION CERO.

Vamos a considerar, en lo que sigue, espacios métricos
separables.

DEFINICION 1.

Un subconjunto de un espacio métrico se dice CLOPEN

st es a la vez abierto y cerrado.

DEFINICION 2. Diremos que un espacto métrico S tiene DIMENSION

TOPOLOGICA CERO si y sélo si existe una base forma
da por clopens.

Esto es equivalente a decir que S es de dimensidn cero
si todo punto de S tiene un sistema fundamental de entornos cuya
frontera es vacia.

Observemos que a un subconjunto A C S, le corresponden
dos conjuntos: A, la clausura y K, el interior. La frontera de A,
dA, es la diferencia

aA= K\ A.

A es un conjunto cerrado, que coincide también con la

frontera del complgmentario de A: {;A. Si la frontera es vacia,

es decir que A = A, y para ello es necesario y suficiente que A

sea abierto y cerrado a la vez.

La condicién de ser cero-dimensional es una propiedad
topoldgica. Si los espacios métricos S y T son homeomorfos y uno
de ellos tiene dimensidn cero, el otro tambien tiene dimensidn
cero.

EJEMPLOS.

1) Todo S # ¢, métrico, finito o numerable es O-dimensional.
En efecto, sea U un entorno de un punto p € S cualquiera y
r > 0, tal que Br(p) CU. Si S = { X sXgyennn. Y}y d(xi,p) es

la distancia de X; al punto p, existe un nfimero real r~ > 0,

(r'<r ), r~ # d(xi,p) para todo i. En estas condiciones:

B.-(p)c U y 0 (B.-(p)= ¢.



Por lo tanto, S es O-dimensional.
2) El1 conjunto Q de los nGmeros racionales es 0-dimensional.

3) Para el conjunto de los nGmeros irracionales I, dimensién de
I=0.
En efecto, sea p e I y U un entorno cualquiera. Existen nime
ros racionales o, B tales que a< p <B y de forma tal que el
conjunto V de los nGmeros irracionales entre o y B esté con-
tenido en U. V es abierto en I y 3V = ¢ ya que todo punto i-

rracional que es punto de acumulacién de V esti entre o y B
y por lo tanto, estd en V.

Veamos ahora que la recta R no tiene dimensidén cero.

TEOREMA 1. Los #nicos clopens en el espacio R son ¢ y R. Por Lo
tanto, R no es 0O-dimensional.

Demostracién. Sea A SR, A # ¢ y A # R. Probaremos que A no es

clopen 6, lo que es equivalente, 9A # ¢.

Para ello definimos recursivamente dos sucesiones
{zn} e {yn}. Podemos tomar x,e A (A # ¢) y un punto Y, ¢ A ya

que A # R). Después de haber definido X, € Yps con x e A

’

Yn ¢ A, definimos X041 © Yhaq de la siguiente forma. Sea
z, = (xn+yn)/2.

Si z_ ¢ A, definimos x = z
n n+1

1

Si Z, ¢ A, definimos X 41 = X

1]
N

Se tiene en cualquier caso que

Xn+1 € A, Yn+1 ¢ A,
y ademis:
lxn+1 B yn+1'| B IXn B yn|/z'
Por induccién,
_ _ n
I = vl o= axg -y |72,

Por 1o tanto, [xn -y, > 0 para n > «». Tenemos

ademids que



- i - n
an+] X IS IXn Yol = Xy - v 1/2 = {x,} es una suce-
sidén de Cauchy.

Sea x = lim x_. Como |x_ -y | - 0,
n n n

se tiene que
>0

Y, T X. Por lo tanto, x es punto frontera de A, y A no es clopen.

Siguiendo el mismo razonamiento, se puede probar el
corolario que sigue, que es muy Gtil.

COROLARIO 1. Sea a < b. Los #nicos clopens de la,bl son ¢ Y

la,bl. Por lo tanto, la,b] no es 0O-dimensional.

EJEMPLO 4. Cualquier conjunto de nlmeros reales que no contenga
un intervalo es de dimensidn cero.

Veamos que el triddico de Cantor C tiene dimensién
cero.Sabemos que

oL
C =kQNCk’ donde cada Ck = j:1 ij,
es decir, cada Ck estid compuesto por Zk intervalos cerrados dis-

juntos de longitud 37K,

EJEMPLO 5. (Estd dado por la siguiente proposicidn).

PROPOSICION 1. Los conjuntos My. = C Ty (k=0,1,...,2%)

man una base para los abiertos de C. Estos con-

s> for-

Juntos son clopens en C por lo que el triddico de

Cantor tiene dimensidn cero.

Demostracidon. E1 intervalo ij tiene longitud 37K

de ij a cualquier otro intervalo ij es por lo menos S—k. Por

y la distancia

lo tanto, si ij = [a,b] , entonces
= 1
Mkj C N[a,b]

es cerrado en C ya que [a,b] es cerrado en R; por otra parte

_ -k -k
Mg =CN(a-35b+ 39



es abierto en C ya que (a - S—k,b + S_k) es abierto en R.

Sea x e Cy e > 0. Elegimos k tal que 3'k < €
tal que x ¢ ij. Entonces:

y J

N 2
C BE(X) =2 Mkj'
Esto prueba que la familia {Mij es una base para los
abiertos de C.

EJEMPLO 6. Consideremos el cubo de Hilbert 1°. Es ol conjunto

formado por todos los puntos p con una infinidad numerable de

coordenadas: p = (xl,xz,...,xn,...) tales que

Ixnl < 1/n.

Definimos una distancia en 1% entre puntos p y p;

p’ = (Xi,xi,...,x;,...) por medio de

d(p,p”) = d(p~,p) = \/‘f (xn—xr’l)2

d(p,p”) = 0sipy P~ coinciden. Es finita, ya que (xn—x;)2<ﬂ/n2

y la serie bajo el radical es convergente.

El conjunto Q;)de puntos en el cubo de Hilbert cuyas
coordenadas son todas racionales es O-dimensional.

Supongamos que a = (a1,az,...,an,...) es un punto ar-
. . ® W
bitrario de I y sea U un entorno de a en I” . Tomando un n su-

ficientemente grande y P;» Q

i suficientemente préximos a a.,

. < a., <4q., i=1,2,...,n obtenemos un entorno de a contenido
pl 1 1, b ’ 2

en U. Este entorno estid formado por todos los puntos x e I,

X = (xi,xz,...,xn,...) Cuyas primeras coordenadas verifican

) Pj < X3 <y

(y cuyas otras coordenadas tienen como Unica restriccién
2) |xi| <1/i).

Veamos que para cada € > 0 se puede encontrar un en-

tero n y un ntmero real § tal gque si 9 - P; < § para i <n

bl

6
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entonces todo x satisfaciendo 1) y 2) verifica:

> 2
\/E (xi—ai) < e.
n=1

Para ello, elegimos n tal que I 1/1% < €2/8 y & tal
n=1

n 62 < % e?.

Si Q; - Py < § para i < n, tenemos, para todo x satis
faciendo 1) y 2) que:

oo

-9.)2 2 . £y 2 _1__2 lzzz
1(Xi ai) < nsé +ni1(2/1) <z et + o e’.

™8

n

Sea a ¢ Q;. Tomando Pi» 43 irracionales, obtenemos un

w o,
entorno V de a cuyos puntos frontera en I tienen por lo menos

una coordenada irracional. Por lo tanto, V tiene frontera vacia

en Qé y esto prueba que Qé es de dimensidén cero.

EJEMPLO 7. E1 conjunto I& de puntos en el cubo de Hilbert cuyas
coordenadas son todas irracionales es de dimensidén
cero. La demostracidn es similar a la anterior.

EJEMPLO 8.

Con E® indicamos el espacio de Hilbert formado por
todas las sucesiones cuadrado sumables; es decir, su
cesiones reales Xy5X5,... para las cuales
(e o]

z |x.l2

i
n=1
con la métrica

A
8

d(x,y) = Ix - yl \/n§1(xi-yi)2

El conjunto Qw de puntos en el espacio de Hilbert cu

yas coordenadas son racionales no es O-dimensional.

Para demostrarlo, veamos que cualquier entorno U aco



tado del origen de Qw tiene frontera no vacia.

Consideremos la recta -o < Xy < @, 0 = X, =.... Esta

contiene puntos de U y de Qw \ U. Podemos entonces encontrar un

nimero racional ay tal que el punto

p1= (a1,0,0,....)

pertenece a U y estd a una distancia menor que 1 de Qw \ U.

De la misma forma, si consideramos la recta X

TP <X, < w0 = Xz = X,

2 _
P - (a‘l’az,o’-'))

(A
podemos determinar un punto

con a, racional de forma tal que p2 e Uy d(pz,Qw\ Uu) < 1/2.

Continuando el procedimiento, construimos la suce-
. . n
sién {p },

n—
p = (a1,a2,...,an,0,....),

donde 1los a; son racionales, pn e U para todo n, y

d(pn,Qw \ U) < 1/n.

El punto p = (a1, az,...,ak,ak+1,...) pertenece a

au.

Observe que p e Qw », Ya que X a
n=1

HyN

donde d = didmetro de U, vy por lo tanto la serie converge.

Esta demostracién se debe a P. Erdds [2].

PROPOSICION 2. Un subconjunto no vacto de un espacio de dimen
sién cero es cero-dimensional.

Demostracidn. Sea x un punto perteneciente a un subconjunto

T C S, donde S tiene dimensidén cero. Sea U”un entorno de x en
T. Existe entonces un entorno U en S de x tal que

Us = UNDT,
Como S es 0O-dimensional, existe un V clopen en S
tal que
x €V CU,
Sea Vi = v .nNnrT,



Entonces V” es clopen en T, x e V- CU  y T es cero-
dimensional.

PROPOSICION 3. Sea C es triddico de Cantor. No es posible defi-

nir una funcidén continua del intervalo [0,1] so-
bre C.

Demostracidén. Supongamos h: [0,1]> C surjectiva y M
junto clopen de C. M11 Yy su complemento, C \ M

17 un subcog
11 sSon no vacios.
Por lo tanto,

-1

-1
h [M11] # 9, h [C\M11] 7 6.

Teniendo en cuenta el Corolario 1 no pueden ser ambos

abiertos. Por un teorema que caracteriza a las funciones conti-
nuas, h no es continua.

DEFINICION 3.

Un espacio métrico S tiene dimensidn inductiva re

quefia 1 (ind S = 1) si no es cero dimensional y

tiene una base para los abiertos formada por con-
Juntos cuya frontera es cero-dimensional.

NOTACION. ind(S). También se 1la denomina dimensién inductiva deé

bil.
TEOREMA 2. Para la recta, ind(R) = 1.

Demostracifn. Una base en la recta esta dada por las "esferas",

Br(x) = (x-r,x+1). Tenemos a(Br(xJ) = {x-r,x+r}, que es cero di

mensional. Por el teorema 1,
tanto ind(R) = 1.

R no tiene dimensién cero, por 1lo

En general, la dimensién inductiva débil para espa -
cios métricos se define en forma inductiva.
A cada espacio métrico S se le asigna una dimensién,

que indicamos con ind(S), que serd un ntmero entero
{-1,0,1,2,3,..... }U{ =}

1) E1 espacio métrico ¢ tiene ind(¢) = -1.

2) Si k es un entero no negativo, diremos que ind(S) < k

b



si y s6lo si existe una base para los abiertos de S forma
da por subconjuntos U con ind (3U) < k-1.

Diremos que ind (S) = k ¢ ind (8) < k pero ind (S) ¥ k-1.
S1 ind (S) = k es falsa para todo k, diremos que ind(S)=w.

TEOREMA 3. La dimensidn tnductiva débil es una propiedad topo-

légicat si S y T son homeomorfos, entonces
ind (S) = ind (T).
Demostracidén. La prueba se hace por induccién.

1) Sin ind (S) = -1 = § = ¢ y siendo T homeomorfo a S, T = ¢,
Yy se tiene ind (T) = -1.

2) Supongamos que hemos probado el teorema para espacios S con
ind (S) <k y sea S tal que ind (S) = k+1. Sca h: § » T
homeomorfismo. Existe una base B = { } de S tal que

ind (3U0) < k.
Como los homeomorfismos llevan bases en bases, contornos en
contornos,

un

Bp= {h(U) | UeB}

€s una base para T y 3(h(U)) = h(3U). Usando 1la hipdtesis
inductiva

ind 3(h(U)) = ind h(3(U)) = ind 3(U) < k =1ind T < k+1.

Si ind (T) < k de 1la hip6tesis de induccién resultaria que
ind (S) < k, que es falsa. Por lo tanto, ind (T) = k+1.

3) Si ind (S) = «, entonces ind (T) = k es falsa para todo en
tero k, y por lo tanto, ind (T) = .

TEOREMA 4. Sea S un espacto métrico y T C S. Se tiene
ind (T) < ind (S).

Demostracidn. Supongamos que ind (S) < <. Procedemos por induc-
cidn.

1) Si ind (S) = -1 = § = ¢ =T = ¢ =ind (T) = -1.
2) Supongamos que vale para todos los pares T,S con T C S,

ind (S) < k. Consideremos ahora el par T,S, con T € S e
ind (S) = k+1.

10



Sea x ¢ T y V abierto en T con x e V. Tenemos que encontrar

un abierto en T, U, con x ¢ U C V, ind 3p (U ) < k.
Existe un abierto Ven S tal que V = ¥ N T. Como
ind (S) < k1 vy x ¢ V,

existe un abierto U en S con x ¢ U C ?, ind BS ( U ) < k.

Sea U=UNT, U es abierto en Ty x € U C V.
Pero aT( u) C as( U~) y por la hipétesis de induccidén
se tiene entonces :
ind BT( U ) < ind BS( U ) < k.

Esto nos dice que existe una base para los abiertos
T formada por conjuntos U con BT( U ) < k. For lo tanto

de

ind (T) < k+1.

De aqui, por induccidén, el teorema vale para todos los
valores de ind (S).

Si ind (S)

[l

@, el resultado es obvio.
Observemos que la definicidén ""global'" de la dimensién
inductiva pequefia de pdgina 9, es equivalente a la siguiente

DEFINICION 4. E1l conjunto vacto Yy solamente 81 tiene dimensidn -1.

Un conjunto S tiene dimensidn < n (n = 0) en un pun-—
to p, st p tiene entornos arbitrariamente requefios
cuyas fronteras tienen dimensidn < n-1.

S tiene dimensidn < n, ind (S) < n, st S tiene di-
mensién < n en cada uno de sus puntos.

S tiene dimensidén n en el punto P si es cierto que

S tiene dimensidén < n en P Yy es falso que S tiene
dimensidén < n-1 en p.

S tiene dimensidn n si ind (S) < n es verdadera e
ind (5) < n-1 es falsa.

ind (5) =o si ind (S) < n es falsa para cada n.

11



NOTA. La dimensidn no es un invariante para transformaciones con-

tinuas. La proyeccidn del plano sobre una recta disminuyec la di-

mensidn y la '"'curva de Peano'", de un intervalo sobre todo cl cua

drado es un ejemplo de una transformacidn continua que la aumenta.
Los siguientes lemas seran de utilidad.

LEMA 1. Sea ind § =n finito. Entonces S contiene un subconjunto

m dimensional para todo m < n.

Demostracién. Para n=0 coinciden las definiciones 2 y 4.

Como ind S 2> n-1, existe un punto P, € S y un entorno
UO de P, con la siguiente propiedad:

"Si V es un abierto tal que p, € V C UO entonces ind 3(V) = n-1"

Por otra parte, como ind S < n, existe un abierto Vo
tal que p . eV, c U, e ind a(vo) <n-1,

Por lo tanto, Vo es un subconjunto de S tal que
ind V_ = n-1.
o}

NOTA. Este resultado no es vdlido si ind S = *. Un ejemplo esti
dado por W.Hurewicz: "Une remarque sur 1'hypothese du con
tinu", Fund. Math. 19 (1932), pdginas 8 y 9.

Alli se describe un espacio métrico separble H (Hilbert),
tal que ind H = * , cuyos Gnicos subconjuntos finito di-
mensionales son conjuntos numerables y por lo tanto de di
mensidén inductiva débil nula. La demostracidn prueba que

la hipdtesis del continuo equivale a ese resultado.

LEMA 2. EIl espactio métrico S tieme dimensidn <n si y sélo s<
todo punto p puede separarse (ver definicidn pdgina
18) por un conjunto cerrado de dimensidén < n-1 de cual

quter cerrado C que no contiene a p.

12



Demostracidon. Supongamos que ind (S) <n. S\ C es un entorno
de p y, por la regularidad de S, existe un entorno V de p, tal

que V C S \ C. Existe entonces un entorno W de p tal que
WCvy
ind 3{(W) < n-1.

Es claro que 3 (W) separa p de C:

Por otra parte, sea U un entorno de p. S\ U es ce-
rrado y no contiene a p y, por lo tanto, no puede ser separado
de p por un conjunto cerrado B tal que ind (B) <« n-1.

Tenemos entonces:

S\ B=U UV, pegU’, S\NUCV, U nV =g
con U”,V” abiertos en S \ B y como 3U” < B, ind a(U") < n-1.

Al considerar la dimensién de un subconjunto T de
un conjunto S es Gtil dar la dimensidén de T utilizando entor-

nos pero referidos estos al conjunto S. Para ello,se tiene el
siguiente:

LEMA 3. Sea S5 métrico, T C S. Entonces, ind (T) < n si y sélo
si1 todo punto de T tiene entornos (en S) arbitraria-
mente pequenos cuyas fronteras tienen intersecciones
con T de dimensidén < n-1.

Demostracidn. Supongamos que T satisface las condiciones del

lema. Sea p ¢ UC T. Existe un entorno U de p en S tal que
U~ =UnNT.

p eV CU,

Por lo tanto, existe un V abierto en S tal que

ind (T N 38V) < n-1.

Sea V- = VNT, V' es abierto en T, p ¢ V- C U~

Haciendo B = aSv, B” = aTV’, B € B NT. Por lo tanto

ind(B”) sn-1 = ind (T) < n.

Reciprocamente, supongamos que ind (T) < n. Sea p

un punto arbitrario de T y U un entorno de S en p. Entonces

13



U =U NT es un entorno de p en T. Existe por 1lo
torno V” en T de p tal que

tanto un en-

pe V' CU e ind (B") < n-1 (donde B~ = 8TV’).

Siendo S métrico (*), existe un abierto W (en S), tal
que :

V. Cw, W O (T \ V)

.
(Observe que ninguno de los conjunto V- y T \ Vj,

disjuntos, con
ticnen un punto limite del otro).

Podemos suponer que W cU (reemplazando si fuera nece-
sario W por W nU).

E1l conjunto-W \'W =3 W, no contiene puntos de T \ V-
ni de V7. Por lo tanto, la interseccién

T "W C B” = E%V’,
de donde resulta que
ind (T NoaW) < n-1.

La definici6én dada para conjuntos cero-dimensionales
€s equivalente a la siguiente (Lema 2, pagina 15, n = 0).

DEFINICION 5.

Sea S o ¢. S tiene dimensidn cero si Yy sdlo si to
do punto z y todo conjunto cerrado C que no con-

tiene a x, pueden Separarse por una particidn.

En efecto, si S es cero-dimensional en el sentido de

la definicidén 1, S \ C es un entorno de x y existe un V tal que

x eV CS\ C, con V clopen.

Como resultado se tiene que un espacio 0O-dimensional
conexo debe contener un Gnico punto, ya que si existen dos x # Y,

la definicidn 5 asegura que pueden separarse y S es disconexo.

(*) En todo espacio métrico, todo par de conjuntos A y B satis

faciendo A NB = A NB = ¢ pueden separarse (Teo. 6,pdg. 16).

14



Por lo tanto: Un espacio S ¥ ¢ 0-dimensional es total

mente disconexo.

15



§ 3. DIMENSION INDUCTIVA GRANDE. (Ind §).

También se la conoce con el nombre de dimensién indug

P

tiva fuerte 6 dimensién de Cech.

Vamos a dar algunos resultados de topologia, sobre se
paracidén de conjuntos, que incluyen demostraciones de afirmacio
nes de la parte final de § 2.

TEOREMA 5. Sean 4 y B cerrados disjuntos en un espacio métrico
S. Existen abiertos disjuntos U y Ven S tales que
U224, vV 2 B.

Demostracidn. Sea U = {x ¢ § | d(x,A) < d(x,RB)}.

Usando la desigualdad triangular es inmediato que:
Id(X’A) - d(Y)B)I < p(X,Y)

y d(x,A) es una funcién continua de x. (Tambi&n lo es d(x,B)).

U es abierto y siendo A cerrado,
d(x,A) = 0 <« x g A.
Entonces, si x ¢ A = d(x,A) = 0 <d(x,B) = A CU.
Sea V.= {x e S | d(x,A) > d(x,B)}.
Como antes, V es abierto y B C V. Es claro que
Unvyvs=g¢.

COROLARIOQ 2. Sea F cerrado y U abierto. S< F C U, existe un
abierto V tal que F CV CV C .

COROLARIO 3. Sean 4 Y B dos subconjuntos cerrados disjuntos de

un espacio métrico S. Existen abiertos U y V en 8§

tales que U 24, V2B y UNT = 6. (S es normal) .

TEOREMA 6. Sean 4 y B dos subconjuntos de un espacio métrico S.
Supongamos que A NB = ¢ = 4 N B. Existen abiertos
disjuntos U y V en S con U 2 A, V D B y unvs= ¢,

Demostracion. Siguiendo las ideas del teorema 5, sea
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U= {xe 8 | d(x,A) - d(x,B) <0 }.
U es abierto y U D A, ya que para x € A. d(x,A) = 0
y como x ¢ B, d(x,B) > 0. Ademis,

V=1{x e 8 | d(x,A) - d(x,B) > 0 }

es un abierto que contiene B, VOByUNV = ¢.

TEQREMA 7. Sean 4 Y B dos subconjuntos cerrados disjuntos de un
espacto métrico separable S. Supongamos que ind S=6¢.
Existe entonces un clopen U en S con U D 4 y
UNB=¢.
Demostracidn. Como ind § = 0, existe una base B para los abier-

tos formada por clopens.

Para cada x € S, sea U(x) € B con x ¢ U(x) y tal que
U(x) NA = ¢ 6 U(x) "B = ¢,

Esto es factible, ya que si x ¢ A, entonces S \ A cs
un abierto que contiene x; si x ¢ B entonces S \ B es un abier

to que contiene x; y todo x € S satisface alguna de estas afir
maciones.

Por lo tanto, {U(x) ; x € S} es un cubrimiento abier-

Siendo S separable, existe un subcubrimiento numerable

{U(x1),U(x2), ..... }.

to de S.

Sea V

I

1 U(x1) Y recursivamente

\

n U(xn) \ (V1 n...nN Vn-1)'
Estos conjuntos Vn son clopens, y

U V. = U U(x ) = S.
n eN n neN n

Tenemos que, cada uno de los conjuntos Vn es disjun-

to con A 6 con B.

Sea



Entonces U es abierto y UNB = ¢. Pero el complemen-

to de U es

conjuntos se utilizan para definir el concepto de

V=S\NU=U{V | Vv NnB # ¢}.
n n

Se tiene que V es abierto, U es cerrado. Entonces,

VNOA=¢ = UD2DA.

Veamos como estas consideraciones sobre separacidn de

dimensién in-

ductiva grande.

CcoO

16gica estrechamente relacionada con 1a dimensidn

Sean A y B subconjuntos disjuntos de un espacio métri

existen abiertos Uy V con U N VY = o, U2A, V2B Yy
L=5S\ (Uuvy).

ST L =¢, se dice que A y B estan separados por una par-
ticion,

Diremos que un conjunto L € S SEPARA A Yy B si y s6lo si

La dimensién inductiva grande es una dimensidn topo

inductiva

pequeifia.

DEFINICION 6.

NOTA. E1 teorema 7 nos dice que en un espacio O-dimensional S,

los conjuntos cerrados disjuntos estan separados por el
conjunto vacio.

A cada espacio métrico S le asignamos un elemen

to del conjunto {-1,0,1,2,...} U { = } gque deno

minamos la dimensidn inductiva grande, Ind S5,de
la siguiente forma:

1) Ind ¢ = -1;

2) Si k es un entero no negativo, diremos que
Ind 8 <k si y sdlo si dos conjuntos cerra-
dos disjuntos en § pueden ser separados por
un conjunto L con Ind I < k-1.
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3) Escribimos Ind S = k si y sélo si Ind 8 < k
pero Ind S < k-1.

4) Ind § = = s y sélo si Ind § < k es falsa pa
ra todo entero k.

En espacios métrnicos generakles, Ind S e ind S no necesariamen-

Te son Lguales. Pero coinciden para ESPACTOS METRICOS SEPARA -
BLES. |

Daremos algunos resultados, que necesitaremos para
probar esta afirmacién.

PROPOSICION 4. Sean 4 Y B cerrados disjuntos en un espacio mé~-
trico S y T € S.
al) Sean U y V abiertos con U 2 A, V 2 By
UNV=9¢. 5 L"Cr separa (en T) los con-
Juntos T NU y T N7V, existe un conjunto I,
L & S que separa A y B en S con L N T CrLs
b) Supongamos, ademds, que T es cerrado. Entonces,
para cualquier conjunto L° C T que separa
TNAy T NBen T, existe L C & separando A
Yy Ben S con L N T C[L?
Demostracidn. a) Como por hipétesis, L separa T N U y T ny

T\ L™ =U" vy~

con U” y V™ abiertos en T, TN U C Uy TNV Cv”
Veamos que A N Vo= o.

Observemos que:
UNV =TNUNV CU- NV = ¢ y U es abiecrto =

UNV  =¢, y AOTV = 4.
Se tiene tambié&n que B N U~ = ¢.

U” y V' son abiertos disjuntos en T, por 1o tanto,
U" Nnv: = ¢ y U" Nv- = ¢,

De aqui se sigue que:
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(AUU) n (BUYV) (AUU) n (B UV

I

(AHELWAHF)meE)umeH
=¢.
Andlogamente se tiene que
(AVU) N BUVY) =4,
Dclvteorema 6, se sigue que existen abicrtos disjun-
tos U" y V" con A U U~ C y» y BU V" CV". Pongamos
L=S8S\ (uruvymy,
L separa Ay B y
T NL

T \ (Un U V")
ST\ (U° Uy

= L7

Figura 1.
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b) Como L~ separa T N A y T N B existen abiertos
disjuntos U’y V~ con

TNACU, TNBCV” y T\ (U~ v V') = L”.
Los conjuntos A y (T\ U") UB son disjuntos y cerra-
dos, y por 1o tanto existe un abierto U'" tal que
ACU" CU" CS\ ((T\ U) UBy.
De la misma forma B y (T\ V') UU" son disjuntos y
cerrados en S y existe un abierto V" ta1l que
BCV' SV s\ ((T\ vy uigh.
Por lo tanto,
ACU", BCV' y U ' nyn =g,

Ahora estamos en condiciones de aplicar la parte a).

TEOREMA 8. Sea S un espacio métrico separable Y A4 y B congunlos
cerrados disjuntos en S. Sea T C S tal que ind T = 0.
Existe un conjunto [ que separa A y B en S tal que
LNr = ¢.

Demostracidn. Podemos encontrar (Corolario 3) abiertos U y V con

ACU, BCVyUNYV=g¢. lLos conjuntos UN T y V N T son disjun

tos y cerrados en T, que tiene ind T = 0 y podemos separarlos

por L” = ¢ (por el Teorema 7).

Aplicando 1la proposicidén 4, obtenemos un conjunto L que
separa A y B con

LNTCL = ¢,

COROLARIO 4. 387 S es un espacio métrico separable, entonces

ind S = 0 ® Ind 5§ = 0.

Demostracién. Resulta del teorema 8 y de que

ind ¢ = Ind ¢ = -1,
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Veamos ahora algunos resultados sobre la dimensién de
la unidén e interseccidén de conjuntos respecto de la dimensién
de cada uno de ellos

Observemos que en el caso de conjuntos cuya dimensién
cero, no vale que ind (A U B) = ind A + ind B.

En efecto, vimos que el conjunto de los nlmeros racio
nales y el de los ntmeros irracionales en la recta R tienen am-
bos ind Q = ind I = 0, pero ind R = 1.

Para conjuntos cerrados de dimensién cero vale el si-

guiente:
TEQOREMA 9. Sea S un espacio métrico Yy supongamos que r, c s,
los Tn son cerrados e Ind Tn =0, n=1,2,..
Entonces
Ind ( U 1 ) = 0.
nel
Demostracidn. Sea T = U Tn » E'y F cerrados en T, ENF = ¢,

neN

Debemos encontrar un clopen Ucon EC Uy F CU = ¢.

Como Ind T1 = 0, existe un A1 clopen en T

T1 NE C A1 y T1 N F C T1 \ A1.

1 tal que

Se tiene

(EVAD N (FU(T, \AD) = ¢
Y son cerrados.

Existen entonces abiertos U1 y V1 en S con

EUA, C U1 s E U (T1 \ A1) cv U1 NV, = ¢.

1 1 1
Consideremos ahora TZ' Como Ind T2 = (0, existe AZ’
clopen en TZ’ con

T, N U, CA y T

2 1 2 NV, €T, \ A

2 1 2 2°
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De aqui

(U NA 0 (T30 (T, \ A)) =
y ambos son cerrados.

Existen entonces abiertos U2 y V2 en S con

Uy VA, CuU, , ViU(T,\ A S, U, NV, = ¢.

Continuando el procedimiento, obtenemos dos sucesiones

{Un} ) {Vn} .. Sea U

U Un y V.= UV . Entonces UNV = ¢

neN neN
y son abiertos, con UDE , V 2 F. Ademias,
Uuvo UT =7,

n
neN

yUNTyVNT son clopens en T.

El mismo resultado vale para la dimensién inductiva
pequefia, ind S, en un espacio separable, teniendo con cuenta ¢l

Corolario 4 del teorema 8. Por 1lo tantd, se tiene:

COROLARIO 5. Sea S un espacio métrico separable y T, CSs, T

ce
n -_—

rrados con ind Tn =0, n=1,2,...... Entonces
ind (VU T ) =0,
n
nel
Para comjuntos que no son cerrados y de dimensiones

diferentes de 0, se tiene para la dimensidén inductiva pequedia:

TEOREMA 10. Sea S un espacio métrico separable, A, B C S. Enton

ces
ind (A Y B) <1 + 4ind A + ind B.

Demostracidn.

1) Si ind A = ind B = -1, es inmediata, ya que A y B son vacios,
A UB = ¢ vy

ind (AUB) = -1 =1+ (-1) + (-1).
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2) Supongamos que ind

A m, ind B = n y que vale para
a) ind A < m,ind B < n-1 y

b) ind A < m-1, ind B < n.

Sea x € A U B. Para simplificar,
un entorno de x en S.

Lema 3),

tomemos x € A. Sea U
Existe un entorno abierto V tal que (cf.

X e VCU
ind (asv N A) <m-1.

Pero BSV N B como subconjunto de B satisface
ind (BSV N B) <n.
Por las hipétesis a) y b) de induccién
ind (8SV N (A VU B)) < m+n.
De aqui se sigue (Lema 3), que

ind (A U B) < m+n+1.
COROLARIO 6.

La unidén de (n + 1) conjuntos arbitrarios de dimen
sién inductiva débil cero en un espacio métrico se

parable S tiene dimensidn inductiva pequefia < n,

Recordemos el siguiente teorema:
TEOREMA 11.

Las siguientes afirmaciones para espacios métricos
son equivalentes

1) S es separable.(Existe un conjunto numerable D
denso en §);

2) Existe una base numerable para los abiertos de S

(

3) Todo cubrimiento abierto de S tiene un subcubri-

= S5 satisface el 2° azxioma de la numerabilidad)

miento numerable ( = § tiene la propiedad de Lin-
deloff).

Demostracion.

1) = 2). Sea S separable y B = {B1/n(a), a e D, ne N}
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- Veamos que B es una base para los abiertos de §.
Sea U un abierto cualquiera de S y x ¢ U. Sea ¢ > 0

tal que BE(X) S U. Elegimos n de forma tal que 2/n < e. Como

D es denso en S, x ¢ D. Por lo tanto
existe a ¢ B]/n(x) N D.

Entonces, B1/n(a) € By se tiene:
X € B1/n(a) - Bz/n(x) C u.

Es asi que B es una base numerable para los abiertos
de S.

2) = 3). Sea B la base numerable para los abiertos de S y u
un cubrimiento abierto de §.

Para cada x € S, elegimos Uy e Uconxe U

Elegimos un bdsico Dx e B tal que x ¢ DX C Ux‘
El conjunto

D, s x e 8}

es una subfamilia de B y por lo tanto numerable.
Tiene la forma

{DX;XES}={DX;neN}
n
Sea VY = {UX ; n € N} . Esta es una familia numerable
n
extralda de U. Si x e S, Dx = DX para alglin n y por lo tanto
n
xe D <€ U,
*n *n

y V es un subcubrimiento numerable.

3) = 1). Supongamos que S tiene la propiedad de Lindeloff. Para

n € N la familia

B, = {B1/n(x) ; X e S}

25



forma un cubrimiento abijierto de S. Por lo tanto, hay un subcu-
brimiento numerable

AL = {B1/n(y) » Yy e Y}

donde Y_ es numerable. Pongamos: D = U.Y .
n neN' n

D es numerable, y si xe S, € > 0, y elegimos n tal
que 1/n < e,se tiene (siendo An un cubrimiento de S) que

i C
existe y ¢ Yn CD con x ¢ B1/n(y).

Por 1lo tanto,
y € B1/n(x) - Be(x) = D es denso en S.

Es claro que un subcubrimiento de A es un refinamien
to de A.

Por otra parte, es inmediato que S es un espacio mé-

trico compacto si y sélo si cada cubrimiento por abiertos admi
te algln refinamiento finito.

Para dimensiones mayores se tiene:

TEOREMA 12. Sea S un espacio métrico separable Y {Tn} subcon-
Juntos cerrados de S tales que ind Tn < k, para
n =1,2,... Entonces

ind ( U T ) < k.
nelN "n

Demostracibn. Sea T = U T

N La afirmacidn del teorema es cier

ta para k = oo,

Supongamos entonces k < o. La prueba es por induccién
sobre k.

1) Para k = 0 ya lo hemos probado.
2) Supongamos k = 1 y que vale para valores menores de k.

Para cada n, sea Bn una base para los abiertos de Tn

formada por conjuntos tales que la dimensién de la frontera
es < k.
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Siendo S métrico separable, de todo cubrimiento abierto de
S se puede extraer un subcubrimiento numerable (Propiedad de
Lindeloff). Usando este resultado se deduce quec podemos suponer
que las bases Bn son numerables.

Para todo n y todo U ¢ Bn, tenemos indT U< k-1.

n
Por la hipétesis de induccidén, la unidn numerable

Y = U U (3 )
n eN UeBrl n

tiene también ind Y < k-1.
Consideremos ahora Zn = Tn \ Y. Estos Zn tienen como
base para los abiertos {U\N Y : U ¢ B 1.

y los U\ Y son clopens en Zn' Por lo tanto ind Zn < 0.

Sea
Z = ngN Zn'

Siendo cada Zn = Tn \'y = Tn N Z cerrado en Z tenemos
ind Z < 0.

Por lo tanto, (Teorema 10},

ind T = ind (Y U Z) <1 + (k-1) + 0 = k.

COROLARIO 7. Sea S un espacio métrico separable con ind S = k<eo |
Entonces S es unidn de k41 conjuntos de dimensidn
cero y también unidn de dos conjuntos, uno de di-
mensidn inductiva débil nula y otro de dimensidn

tgual a k-1.

Demostracidn. Del teorema anterior se sigue que todo conjunto T

tal que ind T < k se puede poner como suma de un conjunto de di-
mensidén < (k-1) y uno de dimensién < 0 (k finito).

La demostracién resulta aplicando sucesivamente este
resultado y el corolario 6.
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PROPOSICION AUXILIAR.

Sea S un espacio métrico verificando el

2° axtoma de la numerabilidad. Si 8 posee

una base B tal que las fronteras de sus o

lementos tienen ind & < k entonces existe

una base B numerable con esa propiedad.

Demostracidn. Vimos, teorema 11, que para espacios métricos va-

le: S separable ¢ S satisface el 2°axioma de la numerabilidad
“ S tiene la propiedad de Lindeloff.

Supongamos que tenemos un abierto Vq n €on 4 € D numera

b

ble denso en S y n ¢ N tal que

By/n(®) €V, | CB,, (a).

b

FEntonces {Vq n} es una base numerable de S.
b

En efecto, cada Bz/n(q) es unidn de conjuntos abiertos
de la base B. Consideremos de estos conjuntos aquellos que inter

sectan B1/n(q).

Usando la propiedad de Lindeloff extraigo una subfami-

lia numerable C(q,n) que cubre a B1/n(q). Sea su unidén Vq 0
Definimos
B = U C(q,n).

Se tiene # B < No, ¥y B es una base con 1la propiedad
buscada.

Veamos algunos ejemplos.

EJEMPLO 9. E1 conjunto I2 de puntos en el plano cuyas coordena-
das son ambas irracionales es cero-dimensional.

En efecto, cada punto de I2 estd contenido en un en-

torno rectangular suficientemente pequefio acotado por rectas con

intersecci6n racional con los ejes coordenados y que se cortan
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entre ellas perpendicularmente, y las fronteras de estos rectédn

gulos no se intersectan con IZ'

. 2
E1l conjunto R1 de puntos en el plano, exactamente u
na de cuyas coordenadas es racional es cero-dimensional.

EJEMPLO 10.

Es claro que un punto en estas condiciones puede en

cerrarse en rectdngulos arbitrariamente pequefios acotados por

rectas con intersecciones racionales con los ejes coordenados vy

que la interseccibén entre ellas es a 45°. Los bordes de estos

rectiangulos no cortan a R?.

EJEMPLO 11. El1 conjunto Qn de puntos del espacio euclideo R" cu

yas coordenadas son todas racionales es cero-dimensional. (Es
numerable).

EJEMPLO 12. El1 conjunto 1" de puntos de R" cuyas coordenadas

son todas irracionales es cero-dimensional.

EJEMPLO 13. Sea 0 <m < n. Con QE indicamos el conjunto de pun-
tos de R" de Tos cuales m de sus coordenadas son racionales.
Vimos que QQ = Qn y Qg = 1" son cero-dimensionales.

. n . .
Es cierto que Qm es cero-dimensional para cada m y

n pero la demostracidn depende del teorema de la suma para con-

juntos cero-dimensionales y la demostracidén simple del ejemplo
10 no puede generalizarse,
Para cada eleccién de m indices i1,iz,...,im dentro

del rango i,2,...,n, y cada eleccidén de nimeros racionales T

‘I’
rz,...,rm, se tiene la variedad lineal (n-m)-dimensional de R"

determinada por las ecuaciones:

(1) Xg =T, Xg =T, ..., , X. =T

Al subconjunto de (1) formado por los puntos tales
que ninguna coordenada es racional lo indicamos con Ci' Cada Ci
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es congruente con I M Y por lo tanto, (ejemplo 12),
dimensional.

€s cero-

Cada Ci es cerrado en Q; y la suma de los C. es 0.

Siendo la familia de los Ci numerable, el teorema de

la suma
para conjuntos cero-dimensionales nos dice que
ipd (Qg) = 0.
EJEMPLO 14. Consideremos en R3 los subconjuntos:
S0 = {x ¢ R3, cuyas tres coordenadas son irracio-
nales}.
S1 = {x ¢ R3 » una coordenada racional y dos irra-:
cionales}.
S2 = {x ¢ R3 , dos coordenadas racionales Yy una i-
rracional}.
83 = {x ¢ R3 » Cuyas tres coordenadas son raciona-
les}.
Vamos a probar que ind(RS) = 3. En este caso se tie-
ne:
R =s Us Us,Us
0 1 2 3

It

Y para cada i, ind(Si) 0, ¥ no se comprueba el corolario 7.

Continuamos ahora con resultados sobre separacidén de
conjuntos, con una generalizacidén del teorema 8.

TEOREMA 13. Sea 8§ un espacio métrico separable, A

» B cerrados
disjuntos. Sea k = 0 un entero y T €S con

ind T = k.
Existe un conjunto I separando A y B con

ind (T N L) < k-1.
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Demostracidn. El caso k =

0 estd demostrado (Teorema 8).

Supongamos k = 1. El corolario 7 nos dice que po
demos escribir T = Y U Z, con ind Y = k-1 e ind 2 = 0.

Usando

el Teorema 8 existe un conjunto L que separa A y B con
LNZ =2¢.

Entonces: .
LaTCy = ind (L NT) < ind Y < k-1.

Veamos ahora un resultado importante.

TEOREMA 14. S7 S es un espacio métrico separable, entonces

ind S = Ind S.

Demostracidn. Recordemos que:
1) ind S = -1 si S = ¢

5 2) ind S < n si para todo punto x € S
y todo abierto U conteniendo x existe un abierto V tal que
X eV CU
ind (9V) < n-1.

1 Ind S = -1 51 S = ¢ 53 2) Ind S < n si para todo conjunto ce

rrado F C S y abierto U conteniendo F existe un abierto V
con

FCvcCu
Ind (0V) < n-1.

Se prueba inductivamente directamente de la defini-
cidn que ind S < Ind S.

Veamos que Ind S < ind S.

Si ind S = e es evidente. Por lo tanto, supongamos

que ind S < eo,

a) k = 0. Corolario 4 del Teorema 8 nos dice que si S es sepa-
rable, ind S = 0 < Ind S = 0.

b) Supongamos que k > 1 Y que el resultado es cierto para valo
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res menores de la dimensién. Sean A y B cerrados disjuntos en
S. Por el teorema anterior, A y B pueden separarse por un con-
junto L con ind L < k-1. Pero por la hip6tesis de induccién
ind L < k-1. Por lo tanto Ind S < k.

Podemos generalizar el Teorema 13 de la siguiente for
ma:

TEOREMA 15. Sea S un espacio métrico separable con ind S < n-1.

Sean A]’BI’AZ’B2""’An’Bn’ 2n conjuntos cerrados
en S con A N B. = ¢ para todo i. Existen conguntos

LZ’L2’°"’Ln tales que Li separa Ai de Bi para todo

1, y la intersececidn

Demostracién. Sea L1 que separa A1 y B1, con ind L1 < n-2.

Aplicando el Teorema 13 con T = L1 obtenemos L2 que

separa A, y B, con ind (L, N L,) < n-3. Continuando el razona-
p 2 2 1 2

miento, obtenemos LT’LZ""’Ln con
i N N N < n-
ind (L1 L2 R Ln) n-1,
Y, por lo tanto,
n
N
i=1 by 7 ¢

OBSERVACIONES.

1) Sea S un espacio métrico. Veamos una extensidn a Ind del teo-
rema 4, pagina 10.

TEOREMA 16. 572 F C 5, F cerrado, entonces Ind F < Ind S.

Demostracién. La haremos por induccién sobre la dimensidén de S.
a) 81 Ind S = -1 = S=¢= F=¢ = IndF = -1.

b) Supongamos que vale el teorema para S con Ind S < n-1.

Si Ind S < n, tenemos para G y H disjuntos cerrados de F que
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existe un abierto U C S tal que
GCUCS\ H
Ind (0U) < n-1,
ya que G y H son también cerrados en S.

Entonces, V = U N F es abierto en F Yy satisface
GCVCF\H
2L (V) € a(u)
(aF(V) es la frontera de V en el subespacio F). Por lo tanto
Ind aF(U) < n-1
se sigue de 9(U) < n-1 vy de la hip6tesis inductiva.
De aqui resulta:
Ind T < n.

2) El siguiente resultado es una extensidon del Toerema 10,
na 23,

pagi-

TEOREMA 17. Sean 4 Y B subconjuntos de S tales que A U B = g,
Ind A < n, Ind B < 0. Entonces

Ind § < n+1.

Demostracién. Sean F y G disjuntos cerrados en S. Siendo S nor -
mal, existen abiertos V y W tales que

FCV, GCW, VNW=g¢.

Como Ind B < 0 podemos encontrar un clopen U del sub
conjunto B tal que

VABCUCB\ (WNB).
Como FUUyYy GU (B\ U) satisfacen la condicibén del

Teorema 6, piagina 16, podemos encontrar conjuntos abiertos M y

N tales que:



FUUCMw, GU (B\ U) cN, M NN-= ¢.
Como (M) C A (de acuerdo con la condicién de N y de

que U es clopen en B).Por lo tanto

Ind 9(M) < Ind A < n (Del Teorema 16).

Siendo M abierto Y satisfaciendo F C M C g \ G, se

tiene:

Ind S < n+1,
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§ 4. ESPACIO CERO-DIMENSIONAL UNIVERSAL,

Sea S tal que ind S = Ind S = 0 y {On} una base for-

mada por conjuntos abiertos y cerrados.

A todo punto p € S le hacemos corresponder un punto

x e L €C (C = conjunto de Cantor), cuya.abscisa es:

x = x(p) = Z an/3n s an=0 6 2, n=1,2,...
1
donde
2 sipeoO
a_ = n
n -
0 sip ¢ On.

Observemos que esta correspondencia es biunivoca. En

efecto, si p,q € S, existe un conjunto Orl que contiene a p y

no contiene a q, y tendremos a, = 2 para p y a = 0 para q, de
tal forma que
x(p) # x(q) , sip # q.
Con {On } , k=1,2,... indicamos 1a sucesidén de con

k

juntos de la base que contienen P; sea Pk la unidén de los con-

juntos de la base que no pertenecen a la sucesidn precedente y

cuyo indice es inferior a ny . Pk es abierto y cerrado.

k )
N o J N [ P.
[ 1 N4 )k

es abierto y contiene a p. Si q pertenece a este conjunto las

El conjunto

ny primeras cifras de x(p) y x(q) coinciden y, por 1lo tanto,

Ix(p) - x(@)] <2 § 2/3" <4y 1/3" = 273K,
nk+1 k+1
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Este valor se puede hacer tan pequefio como uno quie-

Tra tomando k suficientemente grande. Por lo tanto,

x(p) es continua.

Veamos que su inversa también €s continua.
Dado un abierto de 1la base, 0

3
= 0 para q ¢ 0.
J

a, = 2 para p; a

IEntonces:
Ix(p) - x(q)| = 1/3K,

En efecto, si

(a - a’)
© n n
Ix - x7| = | ¥ cona_ -a~ =0,2, %
1 3N
Si k es el primer indice para el cual ayp - ai = +
se tiene:
. 2 1 k n
- > 4 = >
X X’ 31( 2 —Z;W"‘ ..... ] 1/3 1/3 .

3
O sea, la distancia de x(p) a la imagen de )0 es

n . . .
menos 1/37, y esto implica que x(On) es abierto.

Entonces, S y C son homeomorfos. Como sabemos que
€s cero-dimensional, podemos afirmar lo siguiente:

"Todo conjunto 0-dimensional o homeomornfo a un subconfunto

del triadico de Cantor, que juega asi ek papel de confunto

la funcién

si e O se tiene:
n-’ p n

al

C

0 -

dimensional universal en ef que se puede "sumengin" todo otho

espacio O-dimensional’.
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§ 5. DIMENSION POR CUBRIMIENTOS.

Vamos a introducir una nueva defini

la dimensién por cubrimientos, que indicaremos con dim S. Esta
definicidn es debida a H. Lebesgue.

cidn de dimensiodn,

Para espacios métricos separables probaremos que vale
ind S = Ind S = dim §.

En el caso de espacics métricos arbitrarios, Katctov
[4], demostrs que
Ind S = dim S.
La pregunta planteada por P. Aiexandrov [5], si
ind § = dim S
bara espacios métricos arbitrarios fue resuelta
va por P. Roy [6], en 1962,

por la negati-
quien probd el siguiente teorema:
"Existe un espacio métrico completo S tal que
ind S = 0 , dim § = 1.
Antes de continuar, daremos algunas definiciones y
fijaremos la notacién. Sean A y B dos cubrimientos de §.

DEFINICIQN 7.

Diremos que B es un refinamiento de A , (B < A)
s? cualquiera que seaq Be B, existe 4 € A tal
que B C 4.

Sea S un espacio métrico.

DEFINICION 8.

Diremos que una familia U de subconjuntos de S
es un cubrimiento de un conjunto A si y sélo
s

A C v .
Uel

81 el cubrimiento estd formado por un numero fi
nito (numerable) de conjuntos, diremos que el
cubrimiento es finito (numerable).

Un cubrimiento abierto de A es un cubrimiento
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constituido unicamente por conjuntos abiertos.
St U es un cubrimiento de A, un subcubrimiento de

A es una subfamilia de U que es un cubrimiento de
A.

DEFINICION 9. Diremos que el ORDEN de una familia A de conjun
tos es S n si (n+2) subconjuntos de la familia
tienen interseccidn vaciq.

A tiene orden n si y sélo si tiene orden < n pero

no tiene orden < n 1.

EJEMPLO 15. Una familia A de conjuntos no vacios es disjunta si
y s0lo si es de orden 0.
La familia A tiene orden -1 s A= {¢}.
El cubrimiento de R por intervalos; R = U (n-1,n+1)

neN
es de orden 1.

Sea S un espacio métrico y n 2 -1, entero.

DEFINICION 10.

Diremos que S tiene dimensidn por cubrimientos

Sn (dim S < n) si y sélo si todo cubrimiento a-

bierto finito de S tiene un refinamiento abierto
de orden < n.

dim S = n si y sblo si dim § < n y dim S & n-1.

51 dim S < n para ningun n, dim S = oo,

Observemos que si dim S = -1, el cubrimiento abierto
{S} tiene un refinamiento, el cubrimiento de orden -1,

que nece
sariamente es {¢};

Yy este es un cubrimiento Gnicamente si S = o.
Por 1o tanto, dim S = -1 < S = ¢,
TEOREMA 18.

Sea S un espacio métrico y n un entero no negativo.

Las stiguientes afirmaciones son equivalentes
1) dim 8 < n;

2) 84 {U1’°"’Uk} es un cubrimiento abierto finito
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de S, existen conjuntos abiertos Bi c Ui’ 1 <S¢ <k
tal que {Bi}§=1 es un cubrimiento abierto de S de
orden S n

. +2 . . .
3) S< {Ui}2=1 es un cubrimiento abierto de S, existen

abiertos Bi - Ui’ I <7 < n+2 tales que
n+2 n+2
U B, =3¢ Y N B. = ¢,
=1 * =1 *

+ . . .
4) 57 {Ui}z=§ es un cubrimiento abierto de S, existen

conjuntos cerrados Fi’ F.CU., 1 <7 <n+2 tales

T 2
que
n+g ‘ n+2
U F.= g , N F.= ¢.
i=1 * i=1 *

Demostracion.

1) = 2). Supongamos que dim S < n. Entonces el cubrimiento {Ui}?

=1
abierto, admite un refinamiento W de orden < n.

Para cada W e W existe por lo menos un i, tal que W C Ui;
elegimos uno de ellos, y lo indicamos con i(W).

Para cada i, sea

B.=U{Wewliw = i}.

Es claro que los Bi son abiertos y

i WeW

Si x e S8, como W tiene orden < n, X pertenece a lo sumo
a (n+1) de los conjuntos W. Pero como Xe Bi solamente si x ¢ W
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para algun W con i(W) = i esto implica que x pertenece a 1lo su

mo a (n+1) de 1los conjuntos Bi'
2)= 3). Es inmediato de 1la definicién de orden.

3)= 2). Supongamos que S esti en las condiciones de 3). Sea

{Ui}i=] un cubrimiento abierto de S. Si k < n+1 este

cubrimiento tiene orden < n.

Supongamos que k > n+2. Podemos suponer que:

k
W1 = U], W, = U ....,Wn+1 = Un+1’ Wn+2 = ‘_U Ui'
1=n+2

Estos conjuntos cubren S. Por 1la hipétesis 3) existen
abiertos Vi C Wi con

n+2 n+2

U Vv, =8 y NV, =¢.
i=1 1 i=1 *

Sean Bi = Vi para i < n+1 y Bi = Vn+2 N Ui para i = n+2.
Entonces {Bi} es un cubrimiento abierto de S con
ord {Bi} < n.
2) = 1). Por definicién de dimensidn.
Tenemos ahora probado que 1) = 2) = 3) =2) =1).

Veamos ahora que:

n+2
3) = 4). Por hipétesis, existen Bi C Ui tales que U Bi = 8
i=1
n+2 n+2
e N B. =¢, S\ B, C n B.,
i=1 1 Togap B

Usando el Corolario 2, pidgina 16, podemos afirmar que
existe un abierto V. con

: 1 . n+2
S \ Bl C V1 c V1 c igz Bi'
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n+2

SeaF1=S\V].F1Q_B1, F1U.t_J B, = s.
1=2
n+2
En efecto, sea x ¢ F1 U u Bi' Entonces x ¢ F1 y
i=2
n+2 n+2 n+2
x ¢ U B.. Si x ¢ UB., = x ¢V, C U B. > X e S\ VvV, =F
. 1 . i 1 . _ i 1
i=2 i=2 1=2
absurdo.
Sea ahora V2 abiertd con
\ —_ — n+2
S BZQVZQVZQ(S\VQU}_J B, oy
1=3
n+2
FZ = S\ V2 = F2 Q BZ’ F1U FZU 183 Bi = S.

Continuando el procedimiento, obtenemos {F.}?+2

i=1 ce-
rrados con n+2 n+2
UF., = § e NF. = ¢.
i=1 1t i=1 1
4) = 3). Supongamos que valga 4). E1 conjunto cerrado F1 es un
subconjunto del conjunto abierto
n+2
u. N (s\ n F.).
1 j=p 1

Existe un abierto B1 tal que

) . n+2
F1 c B1 Q,B1 g_u1 N (S \ 12 Pi).
_ — n+2
Por lo tanto, B, C u Yy By n(n Fy =4,
1 1 1 j=p 1

En efecto » supongamos que
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= F1 Z.B1.
Existe un abierto B2 tal que

n+2

FZQBZQBZQUZ N (s \ (B, ﬂ_[\ F)).
1i=3

De aqui

—_— - — n+2

By €Uy Y 1M By N ifs Fi) = ¢.

Continuando el procedimiento se obtiene la familia
buscada. A

TEQREMA 19. Sea S un espacio métrico. Entonces.

dim S = 0 < Ind § = 0.
Demostracidn.

a) Ind S = 0 =dim S = 0.

Sea Ind S = 0. Supongo S # ¢ y Ul’ U2 abiertos tales que

Uy YU, = 8. Sus complementarios F, =S \ U, F, =5 \ U, son

cerrados y disjuntos. Por lo tanto, existe un clopen V con

F cv y F, NV =9¢.

Entonces, B, = S\ Vy B, = V satisfacen B, €U,
B1 U B2 =Sy B1 N B2 = ¢. Por el teorema anterior, dim S < 0.
Pero siendo S # ¢ , dim S = 0.
b) dim S = 0 = Ind S = 0.
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Sea dim S =

tos U, = S \F

1

0, F1‘y F2 cerrados, F1 N F2 = ¢. Los complemen

1» U, =S \ F, forman un cubrimiento abierto de

S. Por cl tcorema anterior, cxisten abicrtos B. C §] B, C UZ’

B, UB, = S y B

1 2

1 1> 72

1 N B2 = ¢. Entonces, V = B2 es clopen, V 2 F1,

y v.n Fz = ¢. De aqui se sigue que Ind S = 0.

DEFINICION 11.

Sea S un espacio y U un cubrimiento de S.
Diremos que el cubrimiento es PUNTUALMENTE FINI
TO si todo punto de S es cubierto tnicamente
por un nimero finito de los U & U.

Diremos que el cubrimiento es LOCALMENTE FINITO
(NUMERABLE), si todo punto P € § tiene un entor
no U(p) que intersecta solamente un nitmero fint
to (numerable) de miembros de U.

Si todo miembro U de U intersecta solamente un

nimero finito de miembros de U, diremos que U
es FUERTEMENTE ESTRELLADA.

571 para toda subfamilia B de U

U{v |veB=uU{U | ue B}

diremos que U PRESERVA LA CLAUSURA.

NOTA. Toda familia localmente finita preserva la clausura.

87 U puede descomponerse ast U = £§1 Ui donde
las familias UL son localmente finitas (fini-

tamente estrelladas), U se dice 0-LOCALMENTE
FINITA ( 0~-LOCALMENTE ESTRELLADA).

ST U es una familia de subconjuntos de S Yy
p € S, el ORDEN PUNTUAL DE U EN p es el nime-

ro de miembros de U que contienen p. Lo indi-
camos con ORD_ U.

ORDpU = g7 hay una infinidad de tales U e U.
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El orden puntual de U es el supremo de ORD_U,

ORD U = sup {ORDpU | p e S}

DEFINICION 12.

Si para cualquier cubrimiento finito abierto U

de S existe un cubrimiento abierto B tal que
B<U , ORD B s<ni+ 1

diremos que S tiene dimensidn por cubrimientos
<n, dim S < n.

S tiene dimensidn por cubrimientos n, dim S = n,
si dim 8 < n y es falso que dim S < n-1.

57 dim S < n es falsa para todo n, dim S = °°
Por definicidn, dim ¢ = -1.

OBSERVACION. Ver la definicién de dimensidén por cubrimientos de

pagina 38, definicidn 10. Esta definicidn coincide

con la dada anteriormente y el teorema de Katetov-

Morita asegura, COmMO Veremos, que

dim § = Ind S.
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§ 6. PARACOMPACIDAD. -

La nocidén de paracompacidad fué introducida por J.
Dieudonné [ 8], en 1944.

DEFINICION 13. Un espacio S se dice PARACOMPACTO si es Hausdorff
y todo cubrimiento abierto de S tiene un refina -

miento abierto localmente finito.

NOTA. Observar que la paracompacidad es un invariante topolégi-
co. En otras palabras, un homeomorfismo transforma un es-
pacio paracompacto en otro paracompacto.

Es claro que un espacio de Hausdorff compacto es paracom-
pacto.

El reciproco no es cierto. Pero valen los siguientes teo-
remas que son de utilidad.

TEOREMA 20. Todo espacio S paracompacto es regular.

Demostracidn. Sea p € Sy C cerrado, p ¢ C. Para todo x € C

existen abiertos U, V_ conp e U, x e V., U NV = ¢é. Consi-
X X X X X X

deremos el cubrimiento de S formado por S \ C y los conjuntos

Vx’ x € C. Por la paracompacidad, existe un refinamiento local-

mente finito abierto {Va} de este cubrimiento.
Sea V = 8 Va, es decir un abierto que contiene a
VaﬂC# ¢

C. Por hipdtesis, existe un conjunto W abierto de S que contie-

ne a p y corta solamente un numero finito de los {Va}, Vv VZ""

‘l’
Vn. Cada uno de estos Vi que corta a C debe estar contenido en

VX » Xy € C. Tomando la interseccidn
i ,

n
w n ( N u ) = U
de W con los conjuntos UX correspondientes a los puntos X5

i
45



obtenemos un conjunto U que contiene a P Yy no corta a los VX
i

Y, por lo tanto, tampoco corta a V,

TEOREMA 21. Todo espacio S paracompacto es normal.

Demostracidn. Sean A y B cerrados disjuntos. Para todo punto
x € A, existen conjuntos abiertos disjuntos UX y VX tales que

X € UX y B esta contenido en Vx' (Teorema 20).
Tomemos como cubrimiento abierto de S el formado por

el conjunto S \ A y los Ux’ x € A. La paracompacidad nos da un

refinamiento {Ua} de este cubrimiento, localmente finito y a-

bierto. Sea

U= U U
U,PA £¢

(04

U es abierto y U 2 A. Para todo y € B, existe un a-

bierto W(y) que intersecta sb6lo un nlmero finito

Up ), Uy e, Uy )

de los elementos de {Ua}.

Cada uno de los conjuntos Ui(y) estd contenido en

algln U, - Sea
i n(y)

X = Wly) N ( n v._) (nGmero finito).
Y i=1 X4

Xy es abierto y contiene al punto y, y no corta a U.

Sea
V= U X
yeB

Obtenemos asi un conjunto abierto, que contiene a B

Vvnu-=¢.
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Nuestro objetivo es demostrar que Ind S = dim S para
para espacios métricos generales.

Veamos algo mds de notacidn.

Sean U, B y u, familias de conjuntos de un espacio R.
Se tiene:

U={U| Ue U

3 (U)

{o(u) | U e u} (0 = frontera)

UuAB

]

{UNvV| Ue u,ve B}.
A {ua l « € A} = { N {Ua | o € A}|Ua € U, para cada a € A}.

S§i U, B, U, son cubrimientos, U, U A B y A{ualaEA},

también lo son.

Con p, P y U indicamos un punto, un conjunto y una

familia de subconjuntos. Notaciones:

S(p,U) S1(p,u) U{U | peUs®eU}. (Bstrella de p)

S(P,U)

n
H

S1(P,U) U{U|UEU, UNP # ¢}(Estrella de P

respecto de U).

8

n-1

s"(p,u) = S(S" 7 (p,),u) ; ST (p,U) = U S, )
s"p,u) = ss* N ep, W), Uy ;ST (PLU) = n§1 st (p,u)
(> - { sp,u) | p € R},
¢ - s, L u e .
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. s a * .
Si U es un cubrimiento, entonces U y U son también

cubrimientos. Se tiene:
A *
u<u <u.

DEFINICION 14.

Sea S un espactio Tl' St para todo cubrimiento a
bierto U de S existe un cubrimiento abierto B
tal que B*< U, diremos que S es un espacio com-
pletamente normal.

Podemos ahora enunciar el siguiente:

TEOREMA 22. (4.

H. Stone [4]). Un espacio 8 que sea T, es com-

pletamente normal si y sélo si es paracompacto.

Todo espacio métrico es completamente normal, pues
se tiene:

TEOREMA 23. Todo espacio métrico es paracompacto.

Demostracion. La mds breve y elegante se debe a Mary E. Rudin,

[16}. La incluimos aqui, para que el trabajo resulte lo méas au
tocontenido posible.

Sea S un espacio métrico y {C_,} un cubrimiento abierto
de S indexado por ordinales. Sea p la métrica de S y S(x,r) la

esfera abierta con centro x y radio r. Para cada entero positi-

vo n definimos Dan (por induccidn sobre n) como la unidén de to-

das las esferas S(x,2 ) tales que:

1) @ es el menor ordinal con x € Ca,

z € . 1 ] <
2) x Dﬁj’ si j n,

3) S(x,3.2°™) c ..
[0

Entonces, {Dan} es un cubrimiento localmente finito

48



de {Ca} que cubre S y de aqui S es paracompacto.
a) Es inmediato que {Dan} es un refinamiento de {C,}

Para ver de {Dan} cubre S basta observar que, para
X € §, existe un ordinal m&s chico a tal que x € C, ¥y un n su-

ficientemente grande para que valga 3).°

Por lo tanto, usando 2), x ¢ Dﬁj para algun j < n.
b) Para ver que {Dan} es localmente finito, supongamos que Xe$S

Yy sea « el menor ordinal tal que x ¢ Dan para algun n y elija-

mos j > 0 de tal forma que S(x,2 7)) C Doy, -
La prueba consiste en demostrar que:

I) Si 1 = n+j, S(X,Z—n_J) no intersecta a ningun D

Bi-

IT) Si i <n+j, S(x,2"™79) intersecta Dg;» a 1o sumo para un B.

PRUEBA DE I). Como i > n, de 2),

cada una de las esferas de ra
dio 277 utilizadas en la definicién de DBi tienen su centro y

-J
fuera de Dan' Y como S(x,2 7) C Dan

p(x,y) =277,
Siendo i = j+1, n+j > j+1,
8062y sy, =,

PRUEBA DE II). Supongamos que P eD y B < .

Bi? q € DYi

Queremos probar que

plx,y) > 2777 3+1

Existen puntos y,z tales que p ¢ S(y,2 *) C Dgy s
-3 )
q e S(z,2 ) C Dyi’ por 3)

49



S(y,3.274 ¢ o

pero, por 2) z ¢ CB._Por lo tanto,

-i -1 -n-j+1
p(x,z) > 3.2 y e(p,q) >271 > 070N
vamos a enunciar dos resultados sobre metrizacidn,

que son utilizados en la teoria de la dimensidn para espacios
métricos generales.

TEOREMA 24. (P. Alexandroff, P. Urysohn [8]). Un espacio T,, R

es metrizable si y sbélo si existe una sucesidn

> 0" >

u 2 3 7 e

1>u’;>u

de cubrimientos abiertos UL tales que
{S(p,UL) | 2 = 1,2,....}

es una base de entornos para cada punto p € R.

Recordemos que una familia abierta U en un espacio
topoldgico S se dice una base de abiertos si para todo entor-

no V(p) de todo punto p € S existe un elemento U e U tal que
peUCV(p).

En espacios métricos, las bases de abiertos 6-local
mente finitas juegan un papel muy importante.

TEOREMA 25. (J. Nagata, Yu. Smirnov [9]). Un espacio de Haus-

dorff regular S es metrizable si y sdlo si existe

una base de abiertos o0-localmente finita de S.

NOTA. Una demostracidén de este teorema puede verse en J. Du-
gundji [17], pdgina 194.

LA METRIZABILIDAD ES UN CONCEPTO TOPOLOGICO.

Veamos ahora un resultado que usaremos en el si-
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guiente teorema. Tiene que ver con la caracterizacidén de la
normalidad por cubrimientos.

Los espacios normales estdn caracterizados por la
propiedad de que es posible obtener un refinamiento '"mis fino"
en el siguiente sentido.

TEOREMA 26. Las siguientes afirmaciones son equivalentes

1) S es normal.

2) 87 {Ua la e A} es un cubrimiento puntualmente
finito abierto de S, existe un cubrimiento a-

bierto {V, |« e A} de 5 tal que 7V, C U,

para cada @ € A, y V, 7 ¢ cuando U, # ¢

Demostracidn.

1) = 2). Sean el conjunto de indices A Yy P(S), el conjunto de
partes de S bien ordenados. Definimos una funcién:

¢ A = P(S)

por medio de una construccidén transfinita de forma tal que

v(e) =V, es un abierto para cada «, y
a) v, ¢ U,, V, # ¢ cuando U, # ¢
b) {Vb | 8 <a} U {U7 | ¥ > a} es un cubrimiento de S.

Supongamos que ¢ (f) estd definido para todo f < a

y consideremos

F=S\[ U Vg U U Uul].
B<a y>a 7

Este conjunto es cerrado y, por la hip6tesis induc-
tiva los conjuntos entre corchetes junto con Ua forman un cu-
brimiento de S; por lo tanto

F C Uy -

Siendo S normal, existe un abierto V tal que
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FCVC'VCUOL.

(S1 F # ¢, reemplazar F por un punto en Ua).
Haciendo ¢ (a) =‘Va el primero de tales V en el buen

orden de P(S), satisfacen las condiciones a) y b) para la nue
va familia.

Existe entonces (Dugundji, J. [17], cap. II, 5.2),
una funcidén univocamente definida ¢: A - P(S), con Va - Ua

para cada @ € A. Falta probar que {Va | e A} es un cubrimien
to de S. Sea y € S; existen a lo sumo un nfimero finito de con

juntos Ua1""’Uan conteniendo y; si a«= sup a., entonces

yéU{U7|7>a}

y en razdn de b), y debe pertenecer a algun VB (con f< a).
2) = 1). Sean A y B cerrados disjuntos de S. Entonces
{S\ A,s \ B}

€s un cubrimiento puntualmente finito de S Y por lo tanto po-
demos encontrar

V, CS\ AV, Cs\ B, CV"’ Cvz

entonces de A y B respectivamente, tales que

EV1 N CVZ = C(V1 UVZ) = CS = ¢.
Por lo tanto, S es normal.

NOTA. Recordemos que una familia {Ua | « e A} de subconjuntos

en un espacio S se dice localmente finita si cada punto de S

tiene un entorno V tal que V N Ua # ¢ a lo sumo para un nime-

ro finito de indices «.

Una familia {Ud laeA} puede ser localmente finita,
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aunque cada U, intersecta una infinidad de U,. En R

p

la familia {A_ | n e N} con A ={ x [ x >n}.

, tomando

La familia {U, | « € A} puede no ser localmente fi-

nita, aunque ningun U, intersecta cualquier otro Uﬁ' En R

b

tomar la familia {U_ Ix € R}, donde U, = {x}.

SI ES LOCALMENTE FINITA ES PUNTUALMENTE FINITA.

TEOREMA 27. Sea S un espacio métrico. Si Ind § < n, existe una

base B de abiertos o-localmente finita de S tal
que

Ind 0(V) < n-1, para todo V € B.

Demostracidn. Teniendo en cuenta el teorema de Nagata-Smirnov,
existe una base de abiertos o-localmente finita

[=<]
Uy
i=1

A

de S, donde podemos suponer que cada ui es un cubrimiento a-

bierto de S localmente finito tal ‘que

lim (norma de U.,) = 0.
n — oo 4

(si lul = didmetro de U, la norma de U = sup {lUl , U eu}.

En efecto, (S,d) siendo métrico es paracompacto y

por lo tanto regular. Para cadan = 1,2,... sea {Un a} un re-

?

finamiento localmente finito del cubrimiento abierto

{B,(y,1/n), y e S}.

La familia de todos los abiertos {Un a} es:
b

1) Localmente finita para cada n;
2) Constituye una base para S. Si U es un abierto cualquiera,

Yo € U elegimos ng suficientemente grande para que
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1
1/1’10 < '2_ d(}’o,s \ U)’

entonces, cualquier Url « Conteniendo Yor satisface
o’

ya que estd contenido en alguna bola 1/n0 conteniendo Yy, esta

bola estid contenida completamente en U.

Sea ahora, retomando la demostracidn

UL = {Ua la € Ai}'

Sabemos, teorema 26, que existe un cubrimiento abier
to wy = {W, la € A;} satisfaciendo W C U .

Como Ind S < n, existen abiertos Va para a € Ai ta-

les que
W, cVv, ¢ U,
Ind a(va) <n - 1.
Haciendo
A .
B = S B, Bi = {Va la € Ai}

obtenemos la base buscada,

TEOREMA 28. Si S tiene una base abierta B, 0-localmente Ffinita
tal que 9(V) = ¢ para todo V € B, entonces

Ind S < 0.

Demostracion. Sea

para familias Bi abiertas localmente finitas. Sean F y G cerra

dos disjuntos en S. Para todo i
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U. =S\ Uyl ve

i B-,VnF=¢}.

N C e

j=1
i
es un conjunto abierto y cerrado que contiene F porque U B,
‘ . j=1
€s una familia localmente finita de clopens V.
Obtenemos asi una sucesidn {U; li=1,2,...} de clopens
tales que oo
Uy 20, 2.,...0F, iQ]Ui = F.

De forma anfiloga podemos construir una sucesién

{wi I i=1,2,...}

de clopens tales que

W] D W2 2 .,....2G , .T Wi =G
i=1
E1 conjunto:
u = S (Ui \ Wi)

es un clopen que satisface F C U C S \ G. De aqui

Ind S < 0.

COROLARIO 8. Sea 4 € S. Ind s <0 = Ind A < 0.

Demostracidn. Inmediata, observando los dos Gltimos teoremas.

TEOREMA 29, Sea {Fi}:;l un cubrimiento cerrado de un espacio

S tal que Ind Fi <0, ¢ =1,2,... Entonces,
Ind § < 0.

Demostracidn. Ver Teorema 9, pagina 22.

TEOREMA 30. Sea {F7 | YET'} un cubrimiento cerrado localmente

finito de un espacio métrico S tal que
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Ind F7 < o0, para todo v &€ TI'.

Entonces
Ind 8§ < 0.

Demostracidn. Siendo S métrico es paracompacto y podemos, para

cada entero positivo i,

considerar un cubrimiento abierto lo-
calmente finito

u, = {U; | 6 ¢ Ayl

tal que norma u{ < 1/i, y tal que ﬁg de cada elemento de Uiin-

tersecta solamente un nimero finito de elementos de {F7 I v €1}
(Ver Teoremas 26 y 27). Entonces:
Ind (Uy <0 (M
se sigue del teorema anterior.
Usando nuevamente la normalidad de S y el Teorema 26,

existe un cubrimiento abierto

B, = (Vi | s ¢ ALl
con

VG - U5’ para todo § ¢ Ai.

De (1) podemos encontrar un clopen W6 de ﬁg tal que

VG c WG c s \' (s \ UG)’
Pero esto nos dice que WG C U6 y de aqui WG es tam-

bién clopen en S. Haciendo

D, = (g | 6 ey}

D =
i

D..
1 A

nC g8

obtenemos una base abierta o-localmente finita formada por clo-
pens. Por 1lo tanto

Ind § < 0. (leorema 28)
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1 TEOREMAS DE LA SUMA.

TEQREMA 31. Sea {Fi |2=1,2,...} un cubrimiento cerrado del espa-

cio S tal que

Ind Fi < n, T =1,2,...

Entonces Ind § < n.

TEQREMA 32. Sea {FY | v+ € T} un cubrimiento cerrado localmente
finito del espacio S tal que

Ind F7 <n para todo v € T

Entonces Ind 8§ < n.

Demostracidn. La validez de ambos teoremas es clara para n

= -1
y 0.

Supongamos que valen ambospara n =m - 1 (m > 0).
Probaremos simultanea e inductivamente las proposicio

nes comenznado por el teorema 31 para n

= 1.
Como Ind Fi < m, por el teorema 27, existe una base a

bierta o-localmente finita

o
It

i C 8
[on]

1 A,k
del subespacio Fi tal que

(n Ind aF (V) <m-1, para V € BL'
i

Siendo cada BL o-localmente finita, se tiene que tam

bién es o-localmente finita

B, = (p (D) 1 Vesy

y de aqui la familia

57



es también o-localmente finita.

Sea
H. = U a. (V).
1 yep, Fy
L
Entonces U BL es un cubrimiento cerrado o-local -
i=1 v
oo
mente finito de U Hi'
i=1

Por lo tanto, de (1) y de 1la hipétesis de induccién
Ind Hi sm-1, y

3

(2) Ind ( U

Por otra parte, B, restrigida a F. \ H; da una base

abierta de Fi \ Hi’ Cuyos elementos tienen frontera vacia, o

sea, satisfaciendo las condiciones del teorema 28. Por lo tan-
to:

Ind (F, \ H.) < 0.
1 1

Definamos

Del Corolario 8, 1Ind Gi < 0.

Siendo cada Gi cerrado en U Gi’
i=1
(3) Ind ( U Gi) < 0,
' i=1

(teniendo en cuenta el Teorema 29).

Como
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G.) U ( U H,)
101t i=1

W
If
nCog

1
se tiene (Teorema 17) y de (2) y (3)
Ind S < (m-1) + 1 = n.
Esto prueba el teorema 31 para n=n.

El teorema 32 para n=m sigue ahora del teorema 17,

teorema 27, teorema 28, corolario 8, teorema 30.

TEOREMA DE LA SUMA 33.[10] . Sea S métrico y {F7 Ly € T} un cu

brimiento cerrado localmente numerable
del espacio S tal que Ind Fy S n para
todo v € I'. Entonces .

Ind S < n.

Demostracidén. Sea B un cubrimiento abierto cuyos elementos tie

nen interseccidn no vacia a lo sumo con una cantidad numerable

de elementos de {F [vyel'} . Siendo S paracompacto, podemos en-
contrar un cubrlmlento abierto localmente finito U tal que
u < B,
Supongamos

U= {Ug | & e A},

Por la hipétesis, cada U(5 corta a lo sumo una canti-
dad numerable de miembros de {F | Yel'} ; se tiene de
Ind F Sn y teorema 16

Ind (F7 N UG)
Del teorema 31

Ind (ﬁg)
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Y entonces, teorema 32, por ser {Ud} localmente fini
ta

Ind S < n.

TEOREMA 34. Seq n > 0. Ind S €<n <

existe B base abierta o-
localmente finita tal que

Ind 9(V) < n-1, rara todo V € B.

Demostracidn. Sabemos que Ind S <n =

existe una base B en
estas condiciones (Teorema 27).

Reciprocamente, para n=0 es el teorema 28.

Veamos
en general el caso para n > 0. Sea
A= U {d(v)|] V € B}
B =S\ A.
Como {9(V) | vV € B} es una familia cerrada o-

localmente finita, del teorema de la suma y de

Ind 9 (V) < n-1 para V € B
concluimos que

Ind A < n-1.

Como B restringida a B es una base de abiertos de
B satisfaciendo las hipétesis del teorema 28

Ind B < 0.
Por lo tanto (teorema 17)
Ind S = Ind (A U B) < n.

TEOREMA 35. Para todo subconjunto 4 C §

Ind A < Ind s.
Demostracign.

Es consecuencia inmediata del teorema anterior
y el corolario 8, por induccién.

El teorema que sigue es muy importante.
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TEOREMA 36. (De déscomposjtién). Ind S <n gi y sélo st

n+l
s = U 4,
i=1 *
para (n+l1) conguntos Ai con Ind Ai <0, 2=1,...(n+1).

Demostracidn. Del teorema 34 se sigue que S puede descomponerse
en dos subconjuntos A1 y B1 tales que -

Ind A1 <0 , Ind B1 < n-1

Descomponemos entonces B1 en dos subconjuntos A2 y B2

tales que

Ind A2 <0 , Ind B, < n-2.

2

Repitiendo el proceso, S puede descomponerse en (n+1)

conjuntos 0O-dimensionales A1""’An+1'

Reciprocamente, teniendo en cuenta el teorema 17, si
A 'y B son subconjuntos del espacio S tales que

S=AUB, Ind A<n, Ind B <0,
entonces

Ind S < n+1.

COROLARIO 9. Ind (A YV B) < Ind A + Ind B + 1,

donde A y B son
subconjuntos cualesquiera del espacio S.

Demostracidén. Se sigue de inmediato, descomponiendo A y B en

subconjuntos de dimensidén cero usando el teorema anterior.

COROLARIO 10. Sea n = 0, S un espacio métrico.
n+1
Ind S =n = g = U 4, , Ind A. < 0.
=1 * ks
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§ 7. EQUIVALENCIA ENTRE IND Y DIM.

Para probar la equivalencia de la dimensidn inductiva
fuerte y la dimensién por cubrimientos, necesitamos algunos re-
sultados. El1 que sigue, fue probado por C. H. Dowker 20 para
espacios normales y juega un papel destacado en al teoria de la

dimensidn para espacios métricos generales (Cf. Definicién 10).

TEOREMA 37. dim s <

n st y sélo si para cualquier cubrimiento
abierto localmente finito U de S existe un cubri-

miento abierto B localmente finito oon

ORD B < n+1 B < U

Demostracidn. (Suficiencia) Recordemos que el orden de U es el
namero de U € U que contienen P, ¥y se lo indica con ORD_ U; a-
demds ORD U = sup {ORDp ul p esy.

El resultado se sigue entonces de 1a definicidén de di-
mensidn por cubrimientos (ver pagina 44).

(Necesidad). Sea dim S <n y U = {U7 ly € T}. Como U es localmen

mente finito, cada punto x € S se puede cubrir con una bola
B (X), € = e(x,U),

de forma tal que solo un nmero finito de los U intersequen
Be(x). Sea

G = {Ba(x) | x € s}.

Por la paracompacidad de S, existe un refinamiento a-
bierto localmente finito de G"Bo

Del teorema 26, pdgina 51, se sigue que existe un cu-
brimiento abierto C tal que

(*) C < B
Sea

(0) C=: F={F | » <r},



con 7 transfinito.
S1 eliminamos elementos que ya aparecieron en el lis
tado de F , y tenemos en cuenta que
F < Bo < G
resulta que F tiene las tres propiedades siguientes:

) uw#tr = Fu #F. , U F, = S.

2) F, intersecta un nlmero finito de elementos de U a lo sumo.

3) dim F < n.

Esta Gltima propiedad se sigue inmediatamente utili-
zando el punto 2) del teorema 18, pues F,6 = f:. Entonces, basta

suponer que F es una familia como en (o), con 7 un nimero de se

gunda especie, que satisface F < BO, 1), 2) y 3).

Definimos a continuacién, por induccidn transfinita,

una sucesidén de cubrimientos, U“, # < 7, abiertos y localmente

finitos:

= er
y =, , [ }

® % - . i < D
(*%) Uo,v U7 » ST H v Uu,7 Uv,v

y cada punto de F# estd contenido en, a lo sumo, n+1 miembros
de U .
i

Si u“ estd determinado para u <v, definimos:

*
1 8] = n U vy €Ty
(M VLY L <y BT

UV se obtendra de

* * *
u = | er con U cu para cualquicr v,
y =, } b,y v,y q Y

*
y tanto UV como UV serdn cubrimientos abiertos localmente fi-

nitos. Supuesto esto por un momento veamos el proceso para obte

ner U .
V,’)’
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‘ . * . ..
Restrigimos u, a F . 56lo un nimero finito de sus e-

lementos, que forman una familia AV:

%
vy’
De 3) se sigue que existe un cubrimiento abierto A

intersectan a FV » pues U7 o U

de F~ que es un refinamiento abierto de cubrimiento finito A

Al = {in [i=1,2,...,n}

tal que ORD {Wy } < n+1 y verificando
i

(2) Woocu
74 V5

En efecto, esto es consecuencia de 2), lTeorema 18.
Definamos:

E
(3) U = (U \'F)uw. | i=1,2,...n;
i g 7

si el paso inductivo es realizable, entonces:

B = {UT’7 I v € 1}

serd el refinamiento buscado.
Para demostrar que UV es un cubrimiento abierto lo-

*

calmente finito serd suficiente demostrar esto mismo para U

v b

como se ve del proceso de construccidn, especialmente de 1la de

finicidn de A, -
* - P
Para demostrar que U, es abierto s6lo debemos tratar
el caso v € 2a. especie.

Dado x € S, hay un entorno D(x), bola de radio bas-
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tante pequefio, tal que para todo i,
Fj N D(x) = ¢ 6 x.€F

pues la familia F es localmente finita.

Por esta misma razén, pero aplicada a U, podemos supo

ner que:
* & -
(*) X U7 = D(x) U,y.

Ademas, # {j | Fj D x} < e, Sean

N = {F ..., F_}

*

los F que contienen a x Yy tales que X5 <v. 8i x € UV
3

ces para preservar (*), D(x) fué modificada a lo sumo en los pa

sos X1""’Xn del proceso inductivo, quedando finalmente una bo

y? enton-

la D'(x) € D(x), contenida en todo U“ y» con

b

<u <vw,
X, <wu <w

*
QO sea, por definicién de u, ., sera
2

* *
UV’,7 2 D'(x), y por lo tanto, U, y ©S abierto.

b

e <
Sea ahora x € S, Fx ""’Fx > X < XN? los F
1 N
que contienen a x, y sea x € Uy. Entonces:
c i
X U#,7

para u < X1, pues el proceso no modifica esta pertenencia en

este caso y alglin x € U, 1 (Cf. (3)).

para v= ¥
73

Siguiendo asi, vemos que x € S estia cubierto por al-

*
ara todo u> x.. Luego, x € U .
#,,YI p N g 2 T’ry'

®
En consecuencia, todos los u,, v <r

» Son cubrimien
tos de S, abiertos.
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*
U, es localmente finito pues

=

cUu = U
VY 0,7 Y

y {Uy} lo es. m

NOTA. La demostracibén de la necesidad es basicamente la dada en
J.Nagata [12] .E1l resultado es atribuido a H. de Vries, sin cita
bibliografica. Se han incorporado varias aclaraciones, que no

sabemos si fueron las sugeridas por de Vries.

COROLARIQO 11. Sea S un espacio métrico. dim S < n si y sbélo s

para cualquier cubrimiento abierto U de S existe
un refinamiento abierto localmente finito B de U

tal que
ORD B < n+1,.
Demostracidn. Hay que observar simplemente que todo cubrimien-

to abierto de S tiene un refinamiento abierto localmente fini-
to, ya que S es paracompacto.

TEOREMA 38.

Sea {U717 € T'} una familia abierta localmente fini
ta en el espacio S con dim < n y {F7|7 €I} una
familia cerrada tal que F7 cvu
Existen familias abiertas
e W e’
{V7 I } oy { y Iy }
tales que
C CV._Cw_ Cuy
F7 V7 V7 Y 2

ORD {W_ \ ?;Iv €T} <n

v €T} <.
ORD {V7 \ V7l7 } n

Demostracidén. Indiquemos con Uv el cubrimiento binario

{Uy,S\ Fy}.
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Siendo {U7 l v €T} 1localmente finito,

A{uylvel‘}

€s un cubrimiento abierto.

(Recordemos que
A lyery = {n{u: ET} U € ) ET
{UY YEr'} { {U7 (7 } U7 U7 para cada v }
Podemos encontrar entonces, por el Corolario 11 al

Teorema 37, un cubrimiento abierto localmente finito:

N = (N, | 6§ € A}

)
tal que
N < A {U7 |l v €T}

ORD N < n+1,
Observemos que todo Nd intersecta a lo sumo un ndme-
ro finito de los conjuntos de la familia
F eEr
{ 7I7 }

Teniendo en cuenta el Teorema 26, podemos construir

un cubrimiento cerrado
{K5|8 € A}
con Kd - N5.
Para cada N6 y todo PY que intersecta NS’ definimos
un abierto NS(Fy) tal qﬁe
(1) Ks C NS(Fy) C NS(Fy) - N6
y ademids se cumple

(2) Ng (F,) C Ny (E, )

0 la inclusién inversa para vy # v'.
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(Observemos que cada Ng corta solamente un niimero finito de F7

Y por lo tanto es fiacil construir NS(Fy))'

Sea

Vy

se sigue de,N6 N F7 # ¢, que

v {NS(FV) | & € A},

i

b

(- C v -
Y V’Y V’Y U’Y
ya que
Ng N F,y F o = N5(F7) CNsg C U7.
Para probar que
v <
ORD {V7 \ V7 |l v €1} n.

suponemos lo contrario, es decir

n+1

N (V. N V. ) # ¢
i=1 Yy 7y
para distintos LT i=1,2,...,n+1.
Entonces deben existir N (F7 ), i =1,2,...,n+1 ta-
i i
les que
n+1 __
(3) N (Ns (E, ) \ Ng (F, )) # 0.
1=1 1 1 1 i
Si 6i = 5j e i # j, entonces de (2) obtenemos

Ne (F_ )) \ N. (F ) N(N, (F_, ) \ Ny (F_ )) = ¢
( 6i vy Si 71) (b. v. 8

i 73 i 7
que contradice (3).
Por lo tanto (3) implica que 6i’ i=1,2,...,n+1 son dis-
tintos uno de otro. Sea
n+1 -
(4) PE N Ny (F )\ Ny (E));
i=1 i i i i
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De (1) se sigue que

+
(5) p E U Ks

Como {K, | 8 € A} cubre S, existen Ks que contienen

a p. Por lo tanto, (5) implica

& # 51, 1=1,2,...,n+1.

Por otra parte, por (1) y (4) tenemos

n+1
pE N Ny
i=1 i
De aqui
n+1 n+1
PEKg NI N Ng 1 C Ny [ 0 Ng ),
i=1 1 i=1 1
que contradice la afimacidn
ORD N < n+1.

Podemos entonces concluir que
(6) ORD {V_ \ v, | v €T} < n.
Siendo {U7 ly € T} localmente finito, podemos construir
un cubrimiento M abierto localmente finito, tal que

M <A {U; | v €1}

1 = a .
donde u7 {Uy,S \ (V7)}
En virtud de la finitud local de {U7}, {V7 \ V7|7 € I'}
€s una familia localmente finita satisfaciendo (6) y se puede
construir M de forma tal que para cada punto p € S (pagina 47),

la estrella de S(p,M) intersecta a lo sumo n miembros

{V7 \ V7 |l v € I'}
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Haciendo

W7 = V7 \ S(B(Vy),M),

obtencmos los abiertos W7 buscados.

TEOREMA 39. Sea {U7 | 7€Fi} s> T 1,2,...una familia abierta Lo-
calmente finita en S, con dim S <n y {F7| vy € Fi}
© 1,2...., familias cerradas tales que F7 C U7.

Existen entonces conjuntos abiertos Vy para

o0
vy €U T,
i=1 *
satisfaciendo F7 C V7 cCv, Cuy

ORD {Vv \ v
R {V7

Demostracidn.

Usando el teorema anterior, podemos definir a-

biertos
1 1
Vy , W7 para todo vy € F1
V2 W2 ara todo er. ur
y o 'y P 7 1 2
Vv , Wl para todo 7y € F1 ur, vy....u r

---------------------------------------------

de forma tal que

cvlicvyl eyl c
F7 V7 V7 W7 U

7,
viic o yitt Loyt o
V’)’ V’Y ’ w”/ W’Y
J j er. u v <
ORD {W, \ Vj |y ] . Fj} n.
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De aqui se sigue que los
para €& Fi,

son los abiertos buscados.

TEOREMA 40,

S7 existe una base abierta 0-localmente finita
del espacio S tal que -
ORD ( B ) < pn.
Entonces Ind S < n.
Demostracidn.

1) E1 caso n=0 resulta del teorema 28.
2) Para n>0, sea B = {Vy | v € 1}

Entonces

B, = {a(v) n Vol v ery,

€s una base o-localmente finita de abiertos de a(Vy) tal que

ORD {aa(v7)(V) Il v e 87 }I<n-1.

Utilizando la hipétesis de induccidén, se tiene:

Ind 6(V7) < n-1.

Por lo tanto, del teorema 34, péagina 60,se sigue
nuestra afirmacién.

Ahora estamos en condiciones de probar el

TEOREMA 41.

Para cualquier espacio métrico S

dim S = Ind 8.

Demostracion.

1) Sea Ind S < n. Usando el teorema de descomposicién,
mos representar a S como

pode-

n+1

S = U A. , Ind A, < 0.
. i i
i=1

Sea ahora

71



u = {Uj | 3 =1,2,...,k}

un cubrimiento abierto de §. Consideremos un Ai para un i fijo.

Existe un cubrimiento abierto

de Ai tal que

(1) ORD {V, | 3 = 1,2,...,k} <1, Vi © o

En efecto, elijamos un cubrimiento {Vj|j=1,2,...,k}
de clopens disjuntos de Ai tal que (Teoremas 19 y 18)
Vj C Uj'
Para todo punto x € Vj determinemos e(x) > 0 tal que

Sex) M AL CVy

SS(X)(X) - Uj'

Sea

W, = U {S (x) | x € v.}.
J %a(x) J

Entonces,

Byo= 005 |5 =1,2,...,k

es una familia abierta disjunta que cubre A.1

Se tiene
W. CuU
J J
por construccidn y
ORD Bi <
Tomando
n+1
B= U B,
i=1 4



se tiene un refinamiento abierto de ¢ de orden puntual < n+1,
Por lo tanto
dim S < n.
Hemos probado asf que: dim S < Ind S.

2) Vamos a probar ahora que: Ind S < dim S.

Supongamos que dim S < n. Usando 1la paracompacidad de
S podemos elegir una sucesibn de cubrimientos abiertos localmen
te finitos

u, = {U,7 | v € r} i=1,2

i 3 e .

tales que:

lim (norma U,) = 0.
i ~ oo 1

Usando el Teorema 26, podemos construir cubrimientos
cerrados

F. = {F

PRI

satisfaciendo
C
F7 U,),.

Teniendo en cuenta el teorema 39 obtenemos abiertos
(e o)

€ U T
V7 para v ) i

i=1
tales que
cCy._C
F7 c V7 V7 U7

ORD {V, \ v Yy €UT.}<nq

"y l

*

Pero B = {v Yy €U Fi}

v |
€s una base 0-localmente finita (partimos de cubrimientos a-

biertos localmente finitos), y por el teorema 40, resulta

Ind S < n.
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EJEMPLO 16. [6]. En este trabajo, P.

Roy da un ejemplo de un es

pacio mé&trico S para el cual

ind S = 0 e Ind S = 1,
Yy Tesolvid asi por la negativa el problema de equivalencia en-
tre ambas nociones para espacios métricos~genera1es.

El ejemplo es sumamente complicado. Hace uso del Teo

rema 18 y del resultado conocido que Ind S = 0 = dim S = 0.
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§ 8. CUBRIMIENTOS Y EL TEOREMA DE INMERSION.

Veamos ahora dos resultados que son necesarios para
la demostracidén del teorema de inmersién.

LEMA 4. Sean V y W subconjuntos de R y S respectivamente. Se
tiene

aRXS(V X W) = dR(V) X W Uvp X BS(W).

Demostracidn.Supongamos que (p,q) €& BR(V) XW UV X aS(W).
Entonces (p € R,q € S),
q €W

q & as(W).

(o

1) P& d,(V)
2) pEV

(@)Y

-

Como q € W 6 p %nv-implica (p,q) ¢ aRXS(V X W), supon
gamos que q € W, P € V. Esto implica, de 1) y 2) que
P & 3p(V) , q & 3g(W).
Por lo tanto,
p € IntR V) , q € IntS wy,
donde IntR (V) para un subconjunto V de R significa el interior

de V en R. Entonces,

(p,@) € Intyy (VX W),

Y, por lo tanto,

(p,a) & dpyg (VX W).

De aqui resulta la inclusidn
dpxg (VX W)Ca, (V) XW UV X d0g (W).

La desigualdad contraria es inmediata y el lema esta
probado.
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TEOREMA'42.CTQOV?WGqQGT pPOqUCtQ). Sean R y S dos espacios, de
los cuales uno por lo menos no es vaclo. Entonces
Ind (R X S) < Ind R + Ind S.

Demostracién. Sean Ind R = n, Ind S = m.

Vamos a probar el teore
ma por induccidn sobre el nfimero n+m.

1) Si n+m = -1. la desigualdad es evidente.

2) Sabemos que existen bases abiertas o-localmente finitas

[ 0]
B= U B,
i=1
de R, tales que
a) Ind 8R(V) < n-1 s para todo V € B,
(o]
G = U G.
j=1
de S, tal que
b) Ind aS(W) < m-1 s para todo W € G,

donde BL y Gj son familias abiertas localmente finitas de R y

S, respectivamente.
Hagamos
B. XG,={VXW|VEB., WeEG. }.
J 4 1
Entonces:

BL X Gj es una familia abierta localmente finita de

R X S. Por lo tanto

C38
(>3]
X
@

es una base abierta o-localmente finita de R X §S.

Por otra parte, se sigue de a) y b) combinada con 1la
hipdtesis inductiva que:
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Ind 3, (V) X W < n+n-1,

Ind V X I (W) < n+m-1,

para todo V€ By y € g, Como (del lema)

aRXS(V X W) = aR(V) XWu vvx aS(W)
del teorema 32 de la suma se tiene: (cf. pdgina 57),

Ind aRXS(V X W) < n+m-1

para todo oo
VXXw € U B. X G..

Entonces,
Ind (R X S) < n+n. (Teorema 34).

Cualquier subconjunto del €spacio euclideo es sepa-
rable, métrico y de dimensién finita. ;Es el reciproco cierto?

Probaremos que todo eéspacio métrico separable S de
dimensién menor o igual que n puede ser sumergido topolédgica-
mente en R2n+1.

Un ejemplo debido a Antonio Flores [ 18], muestra que
€ste nGmero 2n+1 no puede mejorarse, es decir, no es posible

Sumergir un espacio n dimensional en un e€spacio euclideo de di
mensidén 2n.

LEMA 5. Sea 5 un espacio métrico y M un subconjunto de S, con
dim M < 0. Sean UJ Y U2 abiertos en § que cubren M.

Existen dos abiertos VZ Y V2 que cubren M y tales que

V; CUL v, C U,

VZ N V2 = ¢,
Demostracidn.
—£hvstracion

a) Es claro si M = é.
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b) Supongamos que M es cero-dimensional. Supongamos que

S = U1 U U2

(De otro modo podemos reemplazar S por la unidén). Entonces:
1) C1 = S\ U2 , C2 = S\ 91

son cerrados disjuntos.

Como ind M = Dim M = 0 aplicando el Teorema 8, pagina
21, encontramos un B cerrado que separa C1 y C2 y BNM= ¢.

Existen entonces abiertos V1 y V2 tales que

2) vi2¢c, ., v,oc,
3) VNV, =
4) S\ B =V, UV,

De 1), 2) y 3) se sigue que
1 1 YV €Uy,

y de 4) y de BN M = ¢ , resulta

o

V.I U V2 M.

LEMA 6. Sea M C g separable, dim M < 0 y UJ"' "Ur abiertos que
cubren M. Existen abiertos VJ""’Vp que cubren M tales
que

V. CU, , 4i=1,2,...,r
Z z

. Ny, = . F g,
Vl VJ ¢, < J

Demostracidn. La demostracién es por induccidén sobre el nlmero
de conjuntos Ui'

Es claro si hay un solo Ui'

Supongamos que el nGimero de Ui €S r Yy que vale el
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lema 6 para r-1. Pongamos:

Ur-1 = Ur~1 v Ur'

Consideremos el cubrimiento de M formado por los r-1
conjuntos abiertos,

UyaUgse U 50U g -

Por la hipdtesis de induccidn, existe un cubrimiento

\ 1
V]’VZ""’Vr-Z’Vr—1

de M tal que

y los Vi""’vr—Z’ y V r-1 mutuamente disjuntos.
Vioy MM tiene dimensién < 0 (cf. Teorema 35) vy U. 4
y Ur cubren
V! n M,
r-1
Por el Lema 5, existen abiertos Vr—1 y Vr que cubren
V%_] N'M y satisfacen:

v cCu , V. CU
-1 r-1

Entonces:

100
satisface el lema.

Del lema 6), podemos deducir el:

TEOREMA 43. Sea S métrico compacto o A finita. Sea dim § < n y

A un cubrimiento abierto de S. Existe un refinamien
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to abierto finito B de A de orden < n.

Demostracidon. Es obvio

si n = e, Supongamos entonces que n es

finito. Por el teorema de descomposicidn

S =A, U... UA
1 n

Yy tal que cada sumando Ai tiene dimensidén < 0.

+1

Como A es un cubrimiento de cada Ai’ podemos aplicar

el lema 6) y obtener n+1 colecciones finitas B' de abiertos

g - {v%,...,vi(i)}, i=1,2,...,n+1
tal que
BL €s un cubrimiento de Ai
y
(=) VEOVES 6 sigo4k
Sea B = U {v; , i=1,...,n+1: j=1,...,v(i)}.

Entonces:

ord B < n.

En efecto, si tratamos de hacer la interseccidén de

n+2 miembros de B, cualquier eleccidén contiene dos miembros

de uno de los subcubrimientos B'. Y 1a relacion (*) nos dice

que esa interseccidn es vacia.

COROLARIO 12.

Sea S un espacio métrico compacto, dim S < n.
Entonces, se pueden encontrar cubrimientos fini-
tos abiertos de orden < n de didmetro arbitra-

riamente pequefio.
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