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TEORTA DE GRAFOS
INTRODUCCION

En los cursos tradicionales de Algebra o de Andlisis estamos acostum-
brados a considerar problemas de la vida diaria y a plantear su reso-
lucion mediante el estudio de un wodelo matemdtico adecuado que impli-
cara,salvo casos excepcionales,una simplificacion de la realidad a
estudiar. Con refinamientos sucesivos se podran elegir otros que la
representen cada vez mas ajustadamente. Esto nos lleva,habitualmente,
al andlisis de funciones o de sistemas de ecuaciones en las cuales las
magnitudes de las variables involucradas pueden tomar valores en de-
terminados intervalos reales,son "problemas continuos".

En lo que sigue nos referiremos a cuestiones que estdn ligadas a con-
juntos finitos,o mas generalmente a conjuntos discretos. Observemos
al respecto que en muchas oportunidades cabe la posibilidad de distin-
guir un nimero finito de "situaciones" y que aln cuando el paso de una
a otra (eventualmente la misma) sea de indole continua,esto no intere-
sa al usuario v al andlisis que se efectida. En tales casos, general-
mente, el uso del Andlisis Matemdtico es inadecuado y deben ensayarse
otras herramientas. Entre éstas se incluyen las nociones y técnicas
propias de la Teoria de Grafos.

La misma permite abordar y sistematizar el estudio de cuestiones muy
diversas,algunas con origen en meros pasatiempos pero otras en impor-
tantes preguntas de la ciencia o de la-técnica. Precisamente,la posi-
bilidad de esquematizar dentro de ella situaciones muy distintas es
una de las razones del impetu y desarrollo que dicha teoria presenta
en la actualidad. , :
Suele convenirse que la Teoria de Grafos surgid como disciplina auté-
noma en 1936 con la publicacidn del 1libro de Kénig (K.1); quien reunid
en un todo organico numerosos resultados obtenidos en trabajos ante-
riores sin aparente conexidn entre si. E1 primero de ellos,en orden
cronologico, y posiblemente el mas conocido,data de 1736 y es debido
a Euler (E.1)(E.2). Algunos de sus temas fueron estudiados como parte
~de la topologia combinatoria por Veblen (V.1), en 1922.

Utiliza nociones vinculadas con diferentes aspectos de la labor mate-
matica . En particular con relaciones,combinatoria,topologia,grupos,
espacios vectoriales,matrices,algebra booleana,etc. Ademds de su im-
portancia como rama de la matemdtica cabe destacarse la que resulta
de sus aplicaciones,en ingenieria,economia,fisica,quimica,biologia,
ciencias sociales,investigacidon operativa,informatica,etc.

La mayoria de éstas estan referidas a problemas para cuyo estudio bas-
ta considerar un numero finito de "estados" y por esto es habitual
limitarse a los "grafos finitos".

" Cuatro importantes capitulos de la teoria son los relacionados,respec-
tivamente,con "caminos eulerianos", "caminos hamiltonianos", "drboles"
y "planaridad".

Referencias a problemas cuyo analisis 1levdé a introducir dichos con-
ceptos seran dadas oportunamente. Al respecto pueden verse (CH.1),
(H.1),(W.1),( ) o las introducciones de (H.2),(T.1). Para una breve
informacion sobre motivos que impulsaron el estudio de algunos otros
de los temas que abarca la teoria,ver (H.1),(H.3).

E1 nUmero de textos dedicado a la Teoria de Grafos y Aplicaciones

es razonablemente elevado. Entre los de cardcter introductorio citare-
mos Busacker-Saaty (B.1), Kaufmann (K.2), Ore (0.1), Toranzos (T.1) y
los trabajos de Berge (B.2) y de Nash-Williams (N.1). :
Una amplia y detallada variedad de aplicaciones puede hallarse en la
sequnda parte del libro (B.1). Con este mismo objetivo consultar,entre
otros (CH.2),(CH.3),(M.1),(W.2),(D.1).

Destaquemos que el concepto "arbol" -que es quizds la mds importante
de las estructuras no lineales utilizadas en algoritmos -fue empleada

-en 1847 por Kirchhoff (K.3) para simplificar la resolucidn de los sis-

Lemas de ecuaciones lineales que vinculan potenciales con intensidad

de corriente eléctrica. En 1857, fue redescubierto por Cayley (C.1) en
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el transcurso de sus investigaciones para determinar el nimero de is6-
meros de los hidrocarburos de la serie parafinica, es decir de aquellos
con enlaces simples que satisfacen la formula C H, .

Numerosas situaciones de la vida diaria pueden ser descriptas adecuada-
mente, al menos en primera aproximacidon, por medio de diagramas consti-
tuidos por puntos y lineas que conecten ciertos pares de ellos ¥y
eventualmente alguno consigo mismo.

Asi por ejemplo, si no se tiene en cuenta la disposicion espacial de
sus atomos cada molécula puede ser visualizada por un esquema en el
cual los puntos correspondan a los atomos y las lineas a las liga-
duras entre ellos. En particular, el metano (CH4), el tetracloruro de

carbono (C C]4) y el acetileno ( C2H2) pueden representarse, respecti-
vamente, por:

T CR

H— C —C C]__.f—— 1 H—C—(C-—H
] -
H C1 :

Algunas propiedades topoldgicas de esas representaciones bidimensiona-
les reflejan propiedades quimicas de la molécula. Por ejemplo, para
cierta clase de hidrocarburos el Indice de Wiener - ligado al concepto
de "distancia" -puede correlacionarse con el punto de ebullicidn o el
de isomerizacion (W.3). '

Por otra parte, obviamente, hay propiedades de Tas substancias que no
tienen correspondencia con los esquemas que nos ocupan. Asi por ejemplo
a temperaturas adecuadas el metano es un gas altamente combustible y el
tetracloruro de carbono es un liquido no combustible.

Andlogamente, haciendo caso omiso de caracteristicas propias de cada
tramo(existencia 0 no de resistencias, inductancias o fuentes de ener-
gia, etc) cada red eléctrica puede esquematizarse por un tal diagrama.
E1 mismo ayudard a deducir relacicnes entre las intensidades de los
flujos de corriente que recorren sus distintos circuitos, pero no los
de indole electromagnética que se crean por efecto de esa circulaciion.

Los diagramas de referencia tienen una estructura muy simple y no estén
univocamente determinados. En ellos solo interesa cuales son los  pun-
tos (0 vértices)conectados y no donde estan ubicados o la forma gque se
asigna a la linea que los une. Tampcco interesan sus respectivas desig-
naciones ni la eventual existencia de intersecciones entre las lineis,
Pero, claro esta, los que corresponden a una misma situacidn deben ser
intercambiables y esto lleva al concepto de "grafos isomorfos". Tal el
caso de los siguientes G], 62 y G3.
S

| 4
a d P 1 ~ 3
c R

En G2 no debe considerarse que existe vértice en la interseccion de las
curvas de extremos P,Q y R,S.
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Los diagramas a que nos acabamos de referir facilitan la comprensién
del problema a resolver y aparecen en disciplinas dispares bajo nombres
diversos, a saber: redes (ingenieria,economia,fisica) ; sociograma
(ciencias sociales) ; organigrama (economia, planificacion,gestion) ;
diagrama de flujo (programacion) ; estructura molecular (quimica,biolo-
gia) ; diagramas de transicion (fisica,informatica,quimica,teoria de
lenguajes) ; etc.

Segun indica Wilson (W.1) el primero en designarlos "grafos" fue
Sylvester, en 1878 al publicar resultados de sus investigaciones en
quimica.

Digamos de paso que toda relacién binaria definida sobre un conjunto
finito puede identificarse con uno de dichos esquemas, que puede inter-
pretarse como una representacion de la misma.

Las ideas subyacentes en muchas de las nociones propias de la teoria
surgen de esos diagramas o "representaciones topoldgicas" y son facil-
mente visualizadas en ellos. A los mismos recurriremos muy frecuen-
temente, pero destaquemos que solo son Gtiles si el nimero de elementos
a considerar es reducido. .

Frecuentemente sera necesario hacer uso de otras representaciones, a
saber: matriciales, tabulares, por listas, etc. !

Aun cuando distintas representaciones de una misma .configuracion deben
contener la misma informacién, determinadas propiedades pueden ser
facilmente detectcbles en las de cierto tipo pero no en las de otra
clase. Asi por ejemplo la "planaridad" y la “conexidad" resultan inme-
diatas en representaciones topoldgicas adecuadamente diagramadas pero
dificiles de verificar en las tabulares o en 1as matriciales. En cambio
las matriciales presentan ventajas de orden practico y aln estético
pues permiten inferir propiedades de los grafos mediante teoremas sobre
matrices y reciprocamente.

Asi entonces la eleccidon de la representacion a utilizar podra depender
del problema a estudiar o de los elementos disponibles. Algunas refe-
rencias mas precisas se daran mds adelante. '
La eleccion del esquema adecuado a la situacién que debe estudiarse
suele ser fundamental y no siempre inmediata, a partir de los datos
conocidos. Habitualmente, para construirlo serd necesario tener un buen
conocimiento del problema a resolver.

Esta informacidn exterior a la teoria permitird ademds una mejor inter-
pretacion de los resultados obtenidos. Frecuentemente a estos se 1llega
mediante la aplicacion de algoritmos, es decir de un conjunto de reglas
que deben reiterarse en forma secuencial tanto como sea posible o nece-
sario.

La cantidad de datos a considerar o el de operaciones a realizar hace
necesario,casi indefectiblemente, que dichos algoritmos deban ser pro-
cesados en computadoras. '

La eficiencia de ellos suele medirse en términos de la cantidad de
memoria y de tiempo que requieren. Distintos* algoritmos para un mismo
problema genérico pueden presentar distintas ventajas relativas al apli-
carlos a casos concretos, es decir a grafos con caracteristicas parti-
culares. Un capitulo a considerar seria el de la eficiencia de algo-
ritmos.

Para destacar la importancia y necesidad de contar con algoritmos
adecuados observemos que en el caso de conjuntos finitos los problemas
podrian resolverse por exhaucidon, -es decir explorando todas las posi-
bilidades- pero que esto ‘es factible s6lo si el nimero de datos a
manejar es reducido. En efecto, la cantidad de "ensayos a prueba y
error” puede ser inalcanzable. Por ejemplo, supuesto que la determina-
cion de cada una de las permutaciones de un conjunto de 16 elementos
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requiere de un segundo, para conocer las 16!permutaciones que admite
ese conjunto seran necesarios mads de 660.000 afos. Si el conjunto
tuviera 17 elementos y sin variar el tiempo necesario para determinar
cada permutacion, no alcanzarian once wmillones de afios.

Para ejemplificar la importancia que puede tener la eleccidon del esque-
ma que se usara supongamos que debemos considerar la evolucidn de un
proyecto que depende de una relacion de precedencia. En este caso se
presentan situaciones del siguiente tipo:

“Las tareas x,y pueden comenzarse inmediatamente después de terminar
las tareas p,q,r; pero no antes”,

Para visualizarlas puede recurrirse a cualesquiera de los diagramas

siguientes: Pe
* P . \
6, ‘q\‘ < & qe X
r y sy
./ r‘/ ,.

En G los vértices corresponden a las etapas del proyecto y en G, a
las tareas que lo componen. ' !

Si existiera ademas una tarea z para cuyo comienzo solo fuera necesario
la finalizacion de p y de q, los esquemas anteriores deberdan ser subs
tituidos por los siguientes

Peev-—— .2
1 ¢ X3 .
6 S G2 Qe X

Te oy

En Gy, f representé una “"tarea ficticia". Obviamente la modificacion
que hemos efectuado a G2 es mas simple y directa que la exigida para
G]' ’
Por otra parte, si el comienzo de las tareas x,y exige la adaptacion
de elementos utilizados en la ejecucidon de p,q,r y deben considerarse

los tiempos necesarios para ello -no necesariamente iguales- sera pre-
ferible G2 pues permite asociar a cada par ordenado de tareas el tiempo

que implica la adaptacidon a que hemos hecho referencia.

En algunas de las cuestiones a estudiar puede interesar el orden en que’
se dan, o se conectan, los vértices (o puntos). Por ejemplo, para gra-
ficar A es superior jerarquico de B; A es anterior a B; el sistema pasa
del estado A al estado Bjetc.
?1re?os que el par ordenado A,B -eventualmente A=B - define un arco
A,B).
En otros casos, en cambio, puede ser que dicho orden no exista o no in-
terese. Por ejemplo: A es amigo de B; A es contemporaneo de B; el
sistema pasa del estado A al B o reciprocamente (mediante una opera-
cion reversible) . En tales situaciones se dice que el par A,B determi-
na una arista [A,B] - no se prohibe A=B.
Lo indicado induce al estudio de "nociones dirigidas (u orientadas)"
y al de "nociones no dirigidas". Aln cuando la diferencia entre ellas
podria eliminarse, se las estudia por separado por razones de comodi-
dad. A casi toda nocidn dirigida corresponde otra que no lo esta.
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A veces el problema planteado impone que se lo estudie en un esquema
dirigido, pero en otros casos esto puede ser sOlo conveniente y de-
pender del andlisis que se efectlGe. Por ejemplo, serd necesario recu-
rrir al caso dirigido para considerar la evolucion de un sistema
sometido a transformaciones irreversibles o para analizar la circula-
cion de un fluido en una red cuyos tramos estdn provistos de valvulas
que sélo permiten el deslizamiento en un sentido. Si en cambio, la
circulacidn pueds "a priori" efectuarse en ambos sentidos podriamos
convenir en asignar a cada tramo una direccidn arbitraria y en consi-
derar que el caudal que lo recorre es positivo o negativo segin que
fluya en sentido coincidente o no con el que le fue fijado al tramo
en cuestion. Asi entonces, si el tramo de extremos A,B estd orientado
desde A hacia B y se deslizan 5 unidades desde B hacia A diriamos que
al arco (A,B) lo recorren (-5) unidades.

Por otra parte, puede ser que para un problema determinado deba pen-
sarse a cada elemento ligado consigo o con otros por a lo sumo una
relacion. Tal el caso de estructuras moleculares con sdlo enlaces
simples; situaciones que pueden 0 no ser simultdneas ; organigramas
de planificacién o de funcionamiento, etc. En otras circunstancias
podran suponerse varias relaciones vinculantes. Por ejemplo: estruc-
turas moleculares que admiten enlaces dobles o triples; ciudades
conectadas por redes viales, férreas, aéreas, telefonicas, radiales,
etc. ' '

Para precisar a cual de las situaciones indicadas mas arriba nos
referimos las correspondientes configuraciones se diran grafo o mul-
tigrafo, en el caso no dirigido, y digrafo o multidigrafo en el res-
tante. Emplearemos los nombres de grafo y digrafo cuando existe una
Gnica relacion entre los vértices.

Destaquemos que frecuentemente se incluyen bajo el vocablo grafo
todas las configuraciones antedichas.

Creemos oportuno destacar que las consecuencias tedricas y aplicacio-
nes mas interesantes se obtienen alconsiderar configuraciones "etique-
tadas" o "valuadas"; es decir aquellas a cuyos elementos se han aso-
ciado "etiquetas"; que incorporan informacidon adicional, que son
elegidas con vistas al problema por estudiar y que pueden tener
significados muy diferentes. En particular, ellas pueden ser valores
numéricos indicativos de los que pueden tomar ciertos parametros pro-
pios del problema en estudio; a saber: peso, costo, tiempo,distancia,
resistencia, capacidad, indice de eficiencia o de riesgo, desnivel,
etc.

Por ejemplo, si al arco (x,y) se le asigna el valor 5 esto puede
significar que el costo para ir desde x hasta y es de 5 unidades o
bien que podria ser recorrido, desde x hasta y, por a lo sumo 5 uni-
dades en cada unidad de tiempo.

En otras circunstancias valores asignados a los vértices pueden
indicar: maxima capacidad de produccidn; minima demanda a satisfacer;
volumen horario que puede (o debe) recorrerlo en una unidad de tiem-
po, etc.

Por otra parte, la identificacidon de cada vértice con su nombre (o
etiqueta) es usado, por ejemplo, en problemas de recuento o para el
estudio de moléculas heteroatomicas; pues de tal forma serd posible
distinguir los vértices que representan atomos de diferentes clases.

Notemos a este respecto que dos sistemas fisicos pueden admitir un
mismo esquema de interconxiones pero ser esencialmente distintos.Tal
el caso de las moléculas de metano y de tetracloruro de carbono a que
hemos hecho referencia o el de las redes viales y telefdnicas que in-
terconectan un mismo conjunto de ciudades.

Algunas de las cuestiones tipicas que pueden abordarse con la teoria
que nos ocupa son:
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A- Evaluar el nimero de configuraciones que respetan ciertas restric-
ciones prefijadas.

B~ Analizar cuestiones relativas a problemas de comunicacion, de dis-
tribucion, de organizacidon, de asignacidon, de planificacidn, etc.

C- Considerar situaciones vinculadas a relaciones de preferencia, de
prioridad, de compatibilidad, de accesibilidad, de Jjerarquia, de
amistad, etc.

D- Elegir de entre varias soluciones las optimales respecto de algin
criterio, a saber: menor costo, menos tiempo, menor trayectoria,
mayor ganancia, mayor eficiencia, mayor volumen, etc.

Asi por ejemplo, si a continuacidn se representan un conjunto de ciu-
dades y las rutas que las conectan =-con sus respectivos sentidos de
circulacion- cabe preguntarse:

1- jcudles son las ciudades accesibles desde A ? (idem desde F?)
2- ¢ puede irse desde A hasta E? ;de cudntas formas?
3- ;desde donde puede 1legarse a E? (idem a D)

4- ; cudl es el menor (mayor) niGmero de tramos que requiere un viaje
desde A hasta E? : !

5- ¢cudl es el menor nimero de tramos que es necesario inutilizar
para incomunicar A con E?

~Z

C

Si a cada tramo se le asigna un valor no negativo (costo, longitud,
tiempo, etc) podemos preguntarnos: ;cual es el camino de menor (ma-
yor) valor que 1leva desde A hasta E?; idem desde D hasta D?

Cuestionamientos similares pueden plantearse previa eliminacién de la
obligacion de respetar el sentido de circulacién.

Otros problemas de la clase D son los siguientes:

- Dada una red de distribucién de cierto fluido Y conociendo las ca-
pacidades mixima y minima de cada tramo jcuil es e] mayor volumen
que puede enviarse desde un punto f hasta otro s?; icomo hacerlo
a costo minimo si ademds se conoce el costo de circulacidn por
unidad de volumen en cada tramo?

- Dada una red de comunicacién entre ciudades y asignado a cada
uno de Tos tramos un costo ;como elegir de entre todos los conjun=-
tos de tramos que aseguran la posibilidad de comunicar cualquier
par de ciudades -aunque no necesariamente en forma directa- aque-
11os que impliquen menor costo total?



CAPITULO 1
CONJUNTOS Y RELACIONES

Supondremos que el lector tiene un conocimiento bdsico de la teoria
de conjuntos.

No obstante creemos conveniente recordar algunos de sus conceptos y
fijar las respectivas notaciones.

1.1 CONJUNTOS

Dado un conjunto X se indica con x&X (x¢ X) que el elemento x perte-
nece (no pertenece) al conjunto X y con A CX que todo elemento de A
es también elemento de X. Si AC X, A estd incluido en X o A es sub-
conjunto de X. Si ademas A # X la inclusion es propia.

Cada elemento de x € X determina un conjunto unitario { x1},que esta
incluido en X,

Ain cuando { x } debe distinguirse de su elemento x es habitual identi-
ficarlos. Asi lo haremos siempre que esto no lleve a confusion.

Reservaremos el Simbolo @ para el conjunto vacio y pondremos | X | para
indicar la cardinalidad del conjunto X. Un conjunto es finito si
contiene un nimero finito de elementos. Ellos y solo ellos pueden
darse por enumeracion de sus elementos.

Dado un conjunto X indicaremos con P(x) su conjunto de-partes, es
decir: el conjunto de sus subconjuntos. P(X) contiene a los conjun-
tos @ y X. » :

En particular, si X=g, P(X)={P}; |X|=0 5 | P (X)|=1
Se demuestra que si X es finito | ~P(X) |= Z‘XI’

[

Dado ACX, su complemento en X es el conjunto de los elementos de X
que no pertenecen a A. Lo notaremos X - A. Si X se da por sobreen-
tendido, en lugar de X - A pondremos A y diremos que R es el comple-
mento de A.

Dados los conjuntos A y B (eventualmente A=B) se tiene gue:
C es union de A y B ( C= AuB) si los elementos de C son aquelios
. que pertenecen a al menos uno de los
conjuntos A,B.

C es interseccion de A y B (C= ANB) si los elementos de C son los
que pertenecen simultaneamente a
ambos conjuntos A y B.

C es producto cartesiano de A con B (C= AXB) si C es el conjunto de
los pares ordenados (a,b) con
achA; beB. _

C es diferencia simétrica de A y B (C=A&B) si C= (AUB) - (ANB).

La unidén, la interseccidon,el producto cartesiano y la diferencia
simétrica son operaciones asociativas; la unidn,la interseccion y
la diferencia simétrica son conmutativas. Ademds, para la unidn y
la intersecciéon cada una de ellas es distributiva respecto de la

otra y se cumplen

—ra

(AUB) = ANB ; (AAB) = AUB

-
La union, la interseccion y el producto cartesiano pueden definirse
para familias arbitrarias de conjuntos Ai - i€l - poniendo:
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C=U Ai si los elementos de C son los que pertenecen a algun Ai
iel

= () Ai si los elementos de C son los que pertenecen a todos los A;
i€l

C= I A. si los elementos de C son las n-uplas (a],az,....)con a].e Ai
i€l

Una n-upla es una sucesidon de elementos y no debe ser confundida con
un conjunto, pues para estos no interesa el orden en que se enumeran
sus clementos. Ademds,al considerar una sucesion cabe la posibilidad
de que un mismo elemento sea reiterado en distintas posiciones den-
tro de ella. ‘

Otras nociones importantes son las siguientes:

I) Una particion de un conjunto X es una familia Xi - ie 1 - de sub-

conjuntos de X tales que:

a) X; 7g , para todo i€ 1

b) X;N X5 = @, sii#]

¢) X =U Xi

Cuando a la familia de los X, solo se les pide el cumplimiento de
b), c) la particion se dice impropia. Los Xi son las "clases de la
particion",

E1 nimero de particiones que admite un conjunto de n elementos esta
dado por:

n-1

o=1 3 I, = jg](j-]) 11

En particular para n= 1,2,3,4,5,6,7 se tienen, respectivamente,
1;2;5;15;52,203,876.

I1) Dados los conjuntos A,B; una ley f que hace corresponder a cada
elemento a de A un Gnico elemento b en B (pondremos b=f(a)) es una
funcion (o aplicacidon univoca) de A en B. Notaremos f: A — B.

Si en cambio %a cada elemento de A la ley le hace corresponder un
subconjunto de B (eventualmente el vacio) diremos que f es una apli-
cacion multivoca de A en B.

Una aplicacion multivoca de A en B es también una aplicacion univoca
de A en PB).

Frecuentemente, por "aplicacidon" se sobreentiende aplicacion univoca,
como en general las que consideramos no gozaran de la propiedad de
univocidad convendremos en utilizar el vocablo en cuestidon en el
sentido mas amplio.

I11) Una clausura enP (X) es una funcidny : P (X) - p'(X) que es:
idempotente, ¢ = wz
mondtona: A C B implica v (A) € v (B)

dilatante: - ACv(A)

De(xga definicion resulta que siv es clausura en P(X) entonces
v = X.
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Las clausuras topolégicas son las que conservan el vacio y la unién
de un ndmero finito de conjuntos. Algunas otras que juegan un rol im-

portante en la teoria que nos ocupa y en Algebra seran consideradas
mas adelante.

Si ciertas restricciones definen una clausurav ,v (A). se interpreta
como el "mas pequefio" de los conjuntos que contienen A y satisfacen
las restricciones en cuestion.

1.2- RELACIONES

Una relacidn binaria definida en X x Y es un subconjunto del producto
cartesiano X x Y o equivalentemente, un elemento del conjunto de par-
tes P(X x Y).

Si X = Y diremos que la relacidon estd definida en X.

Para indicar que x,y estdn relacionados por R -en ese orden- pondremos
segin es habitual, (x,y) €R o también xRy.

Una manera alternativa de introducir el concepto "relacién binaria"
es la que resulta recurriendo al de "aplicacién multivoca". Considera-
ciones al respecto pueden verse en Roy (R.l1Chap III),

Con este enfoque a cada relacidon binaria R definida en X x Y se asocia
la aplicacion R X—Y definida por y €R(x) si-y solo si xRy.

La asociacion indicada permite pasar de una nocién a otra conservando
sus respectivas connotaciones subjetivas. En particular, la de "rela-
cion" atiende al carédcter de estar o no ligados los pares ordenados
de elementos y la de "aplicacién" conlleva la idea de asignar a un
elemento, un conjunto.

Los conceptos a introducir en Cap.II nos permitiran dar de dichas no-
ciones representaciones de manejo mas cdmodo que el que resulta de 1la
forma conjuntista.

Relaciones particulares en X x Y son:

- la relacidn vacia: no existen pares (x,y) € R 0o equivalentemente
R(x) =9

- la relacion universal: cualesquiera sean x,y se tiene xRy, o equiva-
lentemente R(x) = Y. -

51 ademds X=Y cabe considerar tambien la relacion identidad (o diago-
nal) donde xRy equivale a x=y; es decir R(x)= x. La notaremos I.

Toda relacion binaria sobre conjuntos finitos puede ser visualizada
mediante tablas, matrices Oy 10 configuraciones geométricas constitui-

das por puntos y lineas que representen, respectivamente, a los
elementos del conjunto y a los que estdn vinculados por ella.

Ejemplo 1:

51 V= f{a,b,c,d,e} y R={ (a,c),(b,a),(b,b ),(c,a),(d,c),(d,d)} pueden

utilizarse los siguientes diagramas o matrices de 0 y 1.(Pondremos .
a b c d e en vez de 0)

o QO O o o
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Ejemplo 2:

Si X ={a,b,c,d}; Y =1p,q,r,s,t }y R={ (a,p),(a,r),(a,s),(b,t),(c,p) }
(c,q) } tendriamos,

+ [ ] a.—// .p

L [ .q
I b.

+ @ c. .r

* ‘ d. -8

P 2N 4 e ’t

Si RCX xY su primera proyeccion (o proyeccidn segin Y) es el_conjunto
de 105 eleientos x €X para los cuales existe y tal que (x,y)eR y su
segunda proyeccion (o proyeccion segin X) es el de los elementos

y €Y tales que existe (x,y}&R.

En el ejemplo 1 ambas proyecciones coinciden con el conjunto {a,b,c,d}
En el ejemplo 2 la primera proyeccion es {a,b,c} y la proyeccion segun
X coincide con Y,

Una relacion R €X xY es univoca si para cada XEX existe a 1o sumo
un y €Y tal que xRy; es inyectiva si supuesios Xy ¥ X, no existe y tal
que satisfaga simultaneamente X;Ry ; X Ry; es sobreyectiva si su se-

gunda proyeccion es Y; es biyectiva si es inyectiva y sobreyectiva.

Asi entonces, toda relacidén univoca R:i¥ =Y define una funcidn con
dominio en el conjunto que constituye su primera proyeccion.

Dada la relacion R GCXx Y (R: X—Y) y supuesto "ASX se dice imagen
de A al conjunto R(A) = U R(a); és decir al conjunto de los y tales
que existe a&A que satisface aRy.

Si los Ai son subconjuntos de X se verifican:

R(UA;) = UR(A;)
R(FﬁAi)E NR(A;); la igualdad solo puede afirmarse si
la relacibn es inyectiva.

Una relacion R definida en X se dice:
reflexiva: si xRx para todo xé&X
arreflexiva: si no es reflexiva
antirreflexiva: si ningin x €X satisface xRx.
simétrica: si (x,y) €R implica (x,y)€R.
antisimétrica: si (x,y)€R implica (y,x)¢FL

antisimétrica débil: si supuesto x#y,(x,y) € R implica (y,x) ¢ R:
transitiva: si xRy; yRz implican xRz. ' a
circular: si xRy; yRz implican zRx.

tota]; si para todo par x#y se tiene al menos xRy & yRx (eventualmente
ambos) .

Frecuentemente las relaciones que hemos denominado antisimétricas (an-
tisimétricas débiles) son designadas asimétricas (antisimétricas).
Ademas a veces las relaciones totales se dicen conexas, pero este con-
cepto no debe ser confundido con el de conexidad que veremos oportuna-
mente.
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Se deja al lector ver que:
-antisimétrica equivale a antisimétrica débil y antirreflexiva.
~circular y reflexiva implican simétrica y transitiva.
-simétrica y transitiva implican circular.

La relacidn de inclusion asi como las operaciones de union, intersec-
cion y complementacion entre conjuntos pueden aplicarse directamente
a relaciones binarias, pues basta considerarlas como subconjuntos de
un producto cartesiano.

En particular, si Ry S son relaciones definidas en XxY tendremos:
RCS: si aRb implica aSb (tambien se dice R implica S)

(x,y) ER si y solo si (x, y) €XxY pero (x,_y)(«ﬁR
T= RUS si aTb cuando aRb 6 aSb.
T=RNS si aTb cuando akb y aSb.

La interseccion y la union de relaciones puede extenderse, en forma
natural, a una familia arbitraria de relaciones Ri,i el.

Verifique que la interseccidon de familias arbitrarias de relaciones
reflexivas definidas en cierto conjunto X, es reflexiva y que lo mismo
cabe afirmar si se substituye reflexiva por simétrica o por transiti-
va.

A su vez la union de relaciones reflexivas (simétricas) es reflexiva
(simétrica). En cambio no siempre la unidon de relaciones transitivas
goza de este caracter (Ej. R= { (a,b),(b,s),(a,c) 3 ; S= {({c,d)}

Frecuentemente es Gtil operar las matrices de 0 y 1 en Zz,es decir con
las operaciones dadas por las tablas:

(R

Dichas operac1ones corresponden, respect1vamente, a las booleanas de
adjuncion y conjuncion 16gica. En lugar de + (.) pondremosvy (pn) y las
denominaremos supremo (infimo). '

Es inmediato que si M(R) y M(S) son las matrices de las relaciones
R y S entonces, las de R; RUS; RNS son:

| I _10
(101 {0 G

(MR S)); 5 = (M(R)) {5V (MIR)); 5

(M(RR S)); 5 = (M(R));5 AUMIS)),

A continuacion consideraremos dos operaciones definidas en el conjunto
de las aplicaciones, que no tienen similares al considerarse conjun-
tos.

Dada una relacion R notaremos R -1 la defﬁn1da'por; (a,b)&ER'] sy
solo si (b,a)€R. o equivalentemente por R '(y)= (x/y ¢ R{x)L.

La relacion R es la inversa (o reciproca, o traspuesta u opuesta)
de R.
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Notese que:
- la operacion R es involutiva, es decir (R™V)7'=R
-R =R si y sdlo si R es simétrica.

- S RS Xx.Yes univoca e inyectiva y sus primera y segunda proyeccio-
nes son, respect1vamente, X! ﬁ' entonces R es una funcion de dominio
X' rango Y' cuya inversa es R Cy' x X\

A cada relacion R definida en X pueden' asociarse las relaciones simé-
tricas RSY- R U R‘]; Rsy RAR ]

Toda relacion simétrica que contiene a R tambien contiene a R3Y, si
es simétrica contenida en R tambien lo esta en Rs

Asi entonces RSY es winimal (Rsy es maximal) entre las relaciones si-
métricas que contienen a R(contenidas en R).

Dadas las relaciones RCX x Y; SCY x Z la composicion de R con S es
la relacion TC X x Z definida por: aTb si y solo si existe w tal que
aRw y wSb.

La notaremos T=R°S y en lugar de "existe un w tal que aRw y wSb" pon-
dremos "aRwSb".

A ella corresponde en term1nos de sus matrices, operadas en %2’ la de-
finida por (M(R° S)) = VAMR)) 4 A (M(S))kJ

Al interpretar las relaciones como aplicaciones, en lugar de x(R°S)y
habitualmente pondremos y€ (R°S)(x) o tambien y& S(R(x)).

Recordemos que la composicidon de relaciones no es conmutativa, pero
si asociativa( supuesto que las respectivas composiciones son facti-
bles).

Si R esta definida en X y convenimos que RO = I (identidad) la compo-
sicion reiterada de R consigo misma lleva a las potencias ‘
RP = RerP™1 = RNTep. para hy 1
Se deja al lector verificar los siguientes resultados (supuesto que

las operaciones involucradas son posibles).
1- Si R es simétrica tambien lo son R y R-].
2- R es antisimétrica si y sdlo si RAR™! = ¢
R es antisimétrica débil si y solo si Rr\R"]EI
3- Si RCS entonces SCR; R-]ES'].
4- ROS = RUS 5 (RNS)TT = R7TA s
RUS " Rns; (RUS)™! = R7TUs™]
(Ros)™! = s71 o g1
5- R°SC(RU)Z 5 (RS)2C RENS2
6- R es transitiva si y solo si R2=R

7- Si ambas relaciones R;S son transitivas y R°S = S°R entonces R°S
es transitiva.

8- R es de equivalencia si y solo si es reflexiva y circular,

9- Si en Ya,b,c} se definen las relaciones R ={ (a,b),(b,a)}y
S ={ (b,c),(c,b)}es claro que R°S = { (a,c)}por lo tanto el conjunto
de las relaciones simétricas no es cerrado {o estable) para el pro-
ducto de composicion. Ademas (a,c)¢RUS.
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10- Si R y S son simétricas entonces:
a) R°S es simétrica si y sélo si R°S = S°R

b) Si R°SCRU S entonces S°RERUS.
11- Si R y S son reflexivas entonces:

a) RUSCReS

b) R = R°S implica SCR.

c) S = R°S implica RS S.

12- Si Ry S son reflexivas y simétricas RUS
En particular, si ademas R°S = R § R°S
tan,

R°S implica R°S = S°R.
S entonces R y S conmu-

De las relaciones definidas en un conjunto las mas frecuentemente es-

tudiadas son las de: ’

semejanza (o analogia) : reflexivas y simétricas.

preorden: reflexivas y transitivas

preorden estricto: antirreflexivas y transitivas.

orden: reflexivas, antisimétricas débiles y transitivas; o ‘equivalen-
temente: preorden antisimétrico débil.

equivalencia (o preorden simétrico): reflexivas, simétricas y transi-
tivas o equivlantemente: reflexivas y circulares.

orden estricto: antisimétricas Yy transitivas;o equivaientemente:pre-
orden estricto ant1s1metr1c0.

Si R es una relacion de preorden, una de equivalencia asociada canoni-
camente a R es la siguiente E definida por: atEb si y solo si aRb y bRa

Recordemos que toda relacion de equivalencia determina una particidn
del conjunto en el cual esta definida y que reciprocamente, cada par-
ticion define una relacidon de equivalencia, la de estar en la misma
clase. ’

Segin veremos, a cada clase de relaciones binarias corresponde un tipo
de digrafo y en cada multidigrafo puede introducirse -en forma candéni-
ca- una relacion de preorden; que eventualmente sera estricto. Ademas
para cierta clase de digrafos los preordenes serdan oOrdenes.

1.3 CLAUSURAS ALGEBRAICAS

Dada una relacidon R su clausura respecto de la propiedad P es la in-
terseccion de todas las relaciones que contienen R y satisfacen P. Si
no hay tales relaciones su clausura es vacia. Las mas frecuentemente
estudiadas son:

1- su clausura reflexiva, la notaremos R'€.
2- su clausura simétrica, la notaremos RSY
3- su clausura transitiva, 1a notaremos R*

Fas
4- su clausura reflexiva-transitiva, la notaremos R

5- su clausura de equivalencia,la notaremos R&d

6- su clausura de orden, la notaremos R®"

Las clausuras "reflexivo-transitivas" son tambien designadas "de pre-
orden". En Berge (B.2),(B.3) y en Kaufman (K.4)(K.5) se las designa
"fermeture transitive" y se las denota tambien con R.

Por otra parte,en la traduccidon de (K.6) las clausuras transitivas
y Tlas reflexivo-transitivas de R son denominadas, respectivamente de
conectividad y accesibilidad. 4
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De la definicion es inmediato que R estd contenida en cada una de sus
clausuras no vacias y que coincide con ellas si y solo si satisface
las propiedades tomadas en cuenta para definirla. Asi por ejemplo:

R=R"®
cuando todo elemento estd relacionado consigo mismo.

Toda relacion definida en un conjunto X estd incluida en la relacion
universal,que es reflexiva, simétrica y transitiva. Por lo tanto y
puesto que el conjunto de las relaciones reflexivas es cerrado respec-
to de la interseccion y que lo mismo puede afirmarse para las simétri-
cas y las transitivas, resulta que Jas clausuras 1 a 5 que acabamos
de citar son no vacias.

En cambio,no toda relacion admite clausura de orden no vacia. En par-
ticular,la relacion universal no es de orden y si R contiene un "cir-
cuito no trivial" es decir, un conjunto de elementos X5 con 1<ig k

tales que X;RX,RX5......% Rxy no hay relacion de ‘orden gue la contenga
Para las qué c%regen de d#éh s circuitos se tiene que R es transitiva
y antisimétrica débil. Por lo tanto para ellas su clausura de orden

es ROV =1 UR*

Puede verificarse que para una dada relacion R se tiene:
- ol * * .
RTE - RUT 5 RSY=RURTV ;R = R = (")
equivalentemente . & * * - ~
R= RUTI =(RUI) ; R = R°R =R°R
P *

Notese que si R es reflexiva y solo entonces, R= R 1

*
Se demuestra que R puede obtenerse calculando las distintas potencias
de R. Mas precisamente: v

R* = RURZURSU ...URIU... =UR?, para i»1.

Interpretando R como aplicacidon multivoca tendremos que:
. .
yER (x) si y solo si existe al menos un indice j>1 tal que yEERJ(x)
* .

De ®=R U1y lo antedicho resulta que ‘ﬁ"=U1R1, i 0

*
Si R esta definida sobre un conjunto de n elementos, para calcular R
bastara considerar solo las n primeras potencias. En este caso:

N .
R =U R, 1¢ i n.

Si ademas R es reflexiva bastara considerar solo las n-1 primeras po-

tencias, y entonces es claro que

R =R

Si una relacion es simétrica tambien lo es su clausura transitiva. Por
lo tanto y atento a la monotonia de las clausuras se tiene que para
calcular la clausura simétrico-transitiva de R puede determinarse la

clausura transitiva de RSY-

Notese que para el mismo objetivo no seria licito intercambiar el or-
den y calcular
*
(R7)%Y,
En efecto,si X={ a,b,c} y R={ (a,c);(b,c)}se tiene que R es transitiva
pero que su clausura simétrica no lo es.

Como la clausura simétrico-transitiva de una relacidon es refiexiva se
deduce que:

R4 - (RSY)* = (RL)R'])*
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Mas adelante volveremos a considerar algunas de las clausuras precen-
tes,a dar aplicaciones de ellas y métodos para calcularlas, distintos
de los ya indicados,

Para economizar el espacio de memoria que requiere el almacenaje de
una relacidn que sea clausura,serd util recurrir al concepto de "espe-
cificacion incompleta".

*
Mas precisamente,si T = R, R es una especificacion transitiva incom-
pleta de T.
Ademds R es minimal si no existe otra relaci6n S con |S| < |R| y tal
que tambien T sea su clausura transitiva.

En forma similar se procederia con otras clausuras.
Asi  por ejemplo,dada T= { (1,1),(2,2),(3,3),(1,2),(1,3),(2,3)
las siguientes R] y R2 son especificaciones reflexivo-transitivas in-
completas; de ellas R2 es minimal

Ry=1(1,1),(1,2),(2,3) 5 R, =1(1,2),(2,3)}
La correspondecia entre relaciones binarias,matrices de 0 y 1 y cier-
tos resultados que indicaremos en Cap.3-6 nos permitiran indicar un

método matricial para hallar especificaciones trans1t1vas incompletas
minimales de relaciones que no contienen circuitos.

Se deja al lector verificar:
* N
- Si Ry S son reflexivas, R USER®S S(RUS) = (RVS)
' ——

- Si Ry S son reflexivas, transitivas y conmutan R°S = (R US)

- Si Ry S son relaciones de equivalencias, ROS es de equivalencia si
y solo si R°5=s"R. En tal caso RS = (R U §)E4






MULTIGRAFOS Y MULTIDIGRAFQS

2.1 NOCIONES BASICAS

La Teoria de Grafos es una parte de la matematica en la cual el nime-
ro de definiciones a manejar parece, al profano, superior al de re-
sultados interesantes. Ademds, lamentablemente, la designacidn de sus
diversas nociones varia notoriamente con los autores, y no sélo una
misma nocion suele recibir nombres distintos sino gque, a veces, con
un mismo vocablo se designan conceptos diferentes. Por ello nos sera
preciso definir, a continuacidon, varias de las nociones de uso mas
frecuente. Daremos tambien algunos resultados que ayudaran al Tlector,
asi esperamos, a introducirse en temas y formas de razonamiento habi-
tual en esta teoria.

Nosotros seguiremos, en lineas generales, la terminologia de 1la
escuela francesa. No obstante, y de acuerdo con 1o adelantado en la
Introduccion, siguiendo To que es habitual en autores de lenqua in-
glesa diremos "digrafo" o "multidigrafo" cuando interese el orden en
que se vinculan los vértices y reservaremos el de "grafo" o "multi-
grafo" para cuando dicho orden no interese o no exista.

Las ideas subyacentes en muchas de las nociones a considerar surgen
de los esquemas o diagramas que dan las "representaciones topolégi-
cas" y son facilmente visualizadas en las mismas. De muchas de ellas,
y puesto que la bibliografia de mayor uso en nuestro ambiente esta
en lengua inglesa o francesa, daremos también los nombres mas fre-
cuentes con los cuales las designan autores en dichas lenguas.

2.1.1

Las dos formas mas frecuentes de introducir las estructuras que estu-
diaremos son las siguientes:

a) Un multidigrafo (multigrafo) es un par ordenado G=(V,U) donde V
es su conjunto de vértices y U es una familia de pares ordenados
(pares no ordenados) de vértices -no necesariamente distintos
entre si-.Los elementos de U son los arcos (las aristas) de G.

Si cada par de vértices estd incluido a lo sumo una vez en U en-
tonces G se dird digrafo (grafo).
Si V= §; G se dira vacio.

b) Dados los conjuntos disjuntos V,U; con V# @; una aplicacién
iU L, VxV
Yy una aplicacién
a:U , (VxV)/ ~
donde ~ denota la relacién de equivalencia definida en VxV por
(a,b)~ (b,a); diremos que:

G = (V,U,3) es el multidigrafo -no vacio- de vértices V, de arcos
Uy aplicacion de incidencia 3.
G= (V,U,a”) es el multigrafo -no vacio- de vértices V, de aristas
Uy aplicacion de incidencia o~
Un multidigrafo (multigrafo) es digrafo (grafo) si su aplicacidon de
incidencia es inyectiva.

Observaciones respecto de ventajas e inconvenientes que conlleva a
admitir los grafos vacios pueden verse en Harary - Read (H.4). Algu-
nas seran indicadas oportunamente.
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A cada aplicacion de incidencia @:U:»VxV pucden asociarse las apli-
caciones 43 3¢ tales - que si a{u) = (a,b) -eventualmente a=b - en-

tonces ai(u) =3; a.(u) = b
Asi entoncesd =3 X3 .
voof

Este enfoque permite afirmar que la teoria que nos ocupa estudia pa-
res de aplicaciones simultaneas. Propiedades parp1cu1ares de éstas
dan lugar a cierta clasificacion de las configuraciones obtenidas.

Lo que hemos denominado multigrafo, tambien es designado “grgfo";
“grafo general"” o “pseudo-grafo" y en esltos casos nuestra nocion de
grafo suele recibir el nombre de "“grafo puro" o "grafo propiamente
dicho". .

Las designaciones anteriores tambien se ut111;an,.a veces, para el
caso dirigido. Otros autores agregan el calificativo de dirigido o
no dirigido, segin corresponda. -
Otros de los noimbres asignados a las configuraciones en cuestion es

el de "redes".

En topologia combinatoria se estudian ciertos entes del espacio eu-
clideo n-demensional,designados "k-simplex" -0 £k ér1; que se dicen
"incidentes de grado h" si contienen un h=simplex comin. En relacion
con lo precedente Tos grafos puedCn ‘interpretarse como representacio
nes del caso wds siwple,es decir,el de aquel cn que dos 1-simpiex (o
segimentos) son incidentes si tienen un O-simplex (o punto) comin. Por
ello los grafos son tambien designados “"grafos lineales" y dentro de
este contexto los vértices se dicen "O-simplex" y las aristas "1-sim-
plex". Algunas otras observaciones al respecto pueden verse en (M.1).
Digamos, de paso, que los grafos fueron estudiados dentro de la to-
‘pologia combinatoria, entre otros, por Veblen (V.1) y Zykov (z.1).
Por otra parte, en (B.1) se puntualizan ciertas conexiones entre di-
chas especialidades matemdticas y en Massey (M.2) se consideran los
grafos como espacios topolégicos, estudiandose, su_grupo  fundamental

y sus espacios cubrientes.. ay respecto ver también (K.12)

Ocasionalmente, los vértices también se dirdn puntos o nodos. Aque-
11os en los cuales no inciden arcos (o aristas) son vértices aisla-
dos.

Al pié de pagina damos una lista de vocablos usados, en lengua ingle-
sa o francesa, en lugar de vértice, arco o arista.

En general, pero no siempre, a cada nocidn que requiera del orden en
que se dan los vértices puede asociarse otra para la cual dicho orden
sea irrelevante, A ellas nos referireios respectivamente, bajo el nom-
bre global de "nociones orientadas" o "nociones dirigidas" y al de
"nociones no dirigidas".

Suponiendo que cada arco (a,b) se ha substituido por una arista a,b
es posible aplicar nociones no dirigidas en multidigrafos.
Andlogamente, el reemplazo de cada arista a,b con a = b por un par
de arcos (a,b) (b,a) hace posible el empleo de nociones dirigidas en
multigrafos.

vértice: sommet; node; point; vertex; junction
arco: arc; edge; branch; directed-edge; directed-branch;directed-1ine
arista.:arete:; line; edge; branch; undirected-edge; undirected-branch
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Muy frecuentemente haremos uso de lo antedicho, sin indicacidn expre-
sa. ‘

Segin observa Roy (R.1) el procedimiento anterior hace innecesario
el estudio de las configuraciones mixtas.

La identificacion de cada arista [a,b] a # b con un par de arcos
(a,b);(b,a) puede hacer creer que el andlisis del caso no dirigido
es superfluo. No obstante, Berge (B.4 Cap 1) destaca la conveniencia
de estudiar tanto el caso dirigido como el no dirigido.

Si a#b se tiene que [a,b] ={ a,b)}; caso contrario [a,b] ={a}Y={Db},
Es decir, las aristas pueden identificarse con conjuntos de dos o de
un vértice.

La admisidon de otras con tres o mas vértices lleva al concepto de
"hipergrafo" que no consideraremos.

Por razones de brevedad al referirnos simultaneamente a cuestiones
del caso dirigido y del no dirigido en lugar de "Muldidigrafo (multi-
grafo)" pondremos "wulti-di-grafo".

Obviamente, las nociones se definirdn con referencia a cierto multi-
di-grafo G pero habitualmente -supuesto no haya Tugar a confusion-
al referirnos a ellas omitiremos la mencién explicita de G.

Un multi-di-grafo G= (V,U) es finito si ambos conjuntos V,U son fini-
Los y en este caso de orden n si contiene n vértices ({Vl=n). Si U#0,
G es discreto (o de vértices aislados) y trivial si ademas es de or-
den uno.

Salvo mencion explicita solo nos referircmos al caso finito.

Una interesante recopilacidn de resultados en grafos infinitos es la
de Nash-Williams (N.2).

En Ore (0.2) se dice finito todo multi-di-grafo (V,U) tal que U es
finito.

Notese que si no se admiten vértices aislados la finitud de U implica
la de V y que ain cuando V sea finito la familia U puede ser infini-
ta.

Destaquemos que nuestro concepto de “grafo vacio" no es admitido en
ninguno de los siguientes libros: Busacker-Saaty (B.1); Bondy-Murty
(B.5); Deo (D.1); Harary (H.2); Wilson (W.4); corresponde al “"empty-
graph® de Sahni (S.1) y al "nul-graph" de Swamy-Thulasiraman (5.2)
y de Marshall (I1.1).

En cambio nuestro "grafo discreto" es designado "empty-graph" en
Bondy-Murty (B.5) Swamy-Thulasiraman (S.2); Zykov (Z.1);"degenerated-
graph" en (B.1) y en (Ch.2), "null-graph" en Deo (D.1); Ore (0.2);
Wilson (W.4) y "vertex graph" en (M.1).

Si bien los grafos discretos, los vértices aislados y el grafo vacio
pueden carecer de interés intrinseco, son particularmente Gtiles al
considerar "algoritmos constructivos" que mediante el agregado o la
supresion de elementos generan una estructura a partir de otra. Des-
taquemos que la climinacidén de un vértice implica la de todos los ar-
cos (todas las aristas) incidentes en &1.
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2.1.2

Creemos oportuno destacar que cada elewento de U tiene dos extremos.
Estos pueden incidir en vértices distintos o no. Més precisamente,
dado el arco u= (a,b) -no necesariamente a#b- diremos que a es su
vértice inicial o extremo inicial y que b es su vértice (extremo) fi-
nal. Tambien se dira que u incide positivamente en a y negativamente
en b.

Si u= [a,b] con a # b, cada uno de los vértices de incidencia de la
arista u puede identificarse con uno de sus extremos, pero si
u= [a,a] serd necesario distinguir entre “extremo de u" y "vértice
. de incidencia de u". No obstante, por abuso de lenguaje y siguiendo
la costumbre no haremos caso, en general, de dicha distincion.

En la diferencia que acabamos de indicar se basa la existente entre
los conceptos de "e-simetrizacion" y "v-simetrizacion" que definire-
mos mas adelante.

Si ambos extremos del arco (o arista) u inciden en un mismo vértice
0o sea si u es de la forma (a,a) (0 [a,a] ) se dira que u es bucle,de
soporte a.

Otros nombres asignados a los bucles son: "lazos" (L.1),(T.1); "bou~
cles"(B.3), (R.1), "loops" (B.5),(0.2),(H.2); "self-loops" (D.1),(S.2)
"self-edges" (S.1).

Las aristas distintas de bucles se designan "links" en (B.5) y
"slings" en (R.2).

Algunos autores.entre otros (H.2) (S.1),para indicar que se admiten
bucles anteponen el prefijo "pseudo" al vocablo que determina la es-
tructura en estudio.

Gran parte de la teoria estad dedicada a los multi-di-grafos sin bu-
cles. A estos de los denomina "simples" en (G.1) pero mas frecuente-
mente esta designacién es reservada a los grafos sin bucles (B.5),
(D.1),(M,1),(S,2).

Este nombre tambien es usado por otros autores para los grafos que
diremos "bipartidos". A cada uno de estas dos Ultmas inociones corres=-
ponde(e] concepto “"graphe simple" de Berge, respectivamente en (B.4)
y en (B.3).

Es claro que mediante la incorporacion de un vértice z es posible
substituir cada arco (x,y) por un par de arcos ¥z,y)[y que reiterando
S i X ‘ ( D

esta operacion tanto como sea necesario se t1ene.K3(,Z i

- N cada multi-di-grafo puede asocijarse, en forma candnica, un di-
grafo sin bucles.

No obstante y aln cuando muchas de las afirmaciones validas para di-
grafos pierden parte de su interés al extenderse a multi-di-grafos
la consideracion de éstos es conveniente y aln necesaria.

Si existe al menos un arco(a,b) diremos que b es consecutivo de a
o que a precede inmediatamente b o0 que b es sucesor inmediato de a.
Si a = b la precedencia y la consecutividad es impropia. Si no inte-
resa considerar el orden entre los vértices del arco (a,b) diremos
que a,b son adyacentes. '
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Los mismos calificativos se aplicaran a los arcos u,v -eventualmen-
te usv -supuesto que el extremo final 'de u coincide con el extremo
inicial de v.

Si existe al wenos una arista [ a,b ] -se admite a=b- los vértices
a,b son adyacentes ( o vecinos ).
Dos aristas distintas que tengan al menos un vértice extremo en co-
man se diran aristas adyacentes.

Asi entonces, si u;v son bucles de soporte a tedremos que: u es con-
secutivo de si mismo; y es consecutivo y adyacente de v; a es con-
secutivo y adyacente de si mismo. o

Dos vértices {o dos aristas) no adyacentes son independientes.

E1 ndmero maximo de aristas que puede contener un grafo sin bgc]es
en funcidon del nlmero de las que son independientes fue determinado

por Erdds y Gallai (E.3).

si existe u= (a,b) o u= [a,b] tambien diremos que u conecta ( o liga,"
o vincula ) directamente los vértices a,b.

Diremos arcos paralelos a los que tienen.un mismo vértice inicial
y un mismo vértice final. Analogamente, aristas paralelas son aque-
11as que coinciden en sus vértiices extremos.

Identificando en G todos sus arcos paralelos de la forma (x,y) por
un Gnico arco (x,y) se obtiene un digrafo que diremos simplificado
de G. Idem para el caso no dirigido.

Es claro que un arco de G queda bien determinado por sus vértices
extremos solo si G carece de arcos paralelos; es decir solo si G es
digrafo.

Si hay k= 1 arcos de la forma (x,y) -eventualmente x=y- y no hay
condicionamientos que exigan distinguir entre ellos los indicaremos
(x,y,t) con t €1,2,...,k

E1 valor k es la multiplicidad del par ordenado (x,y). Andlogamente
para el caso no dirigido.

Un multi-di-grafo es un p-di-grafo si p es la mayor de las multipli-
cidades de sus pares ordenados. -
Asi entonces, todo grafo es un 1-grafo y reciprocamente.

Si u= {(p,q) y v=(q,p) -se admite p=g- los arcos u,v son opuesios
(o inversos).Obviamente, esta nocidn carece de similar en el caso
no dirigido.

Substituyendo cada arco de G por uno opuesto se construye el multi-
digrafo opuesto (o inverso) de G. Lo notaremos 6.

Algunos autores denominan "oriented graphs" a los que segln nuestra
terminologia son digrafos sin pares de arcos opuestos (D.1);(H.2);
(H.5). - :

Es facil ver que si no se toma en cuenta el orden de los vértices
extremos a cada par de arcos opuestos o de arcos paralelos puede
asociarse un par de aristas paralelas incidentes en los mismos vér-
tices que los arcos cn consideracion. Por tal motivo, en (B.1) y en
(Ch.2) Tlos arcos opuestos (paralelos) se dicen "parallel arcs”



("strictly parallel arcs").

2.1.3

Es natural que dos multi-di-grafos G= (V,U); G'= (V',U') se digan
iguales si V=V' y U=U'. Por otra parte, es claro que si se cambian
las designaciones de los respectivos elementos no se altera,en esen-
cia, la configuracion en estudio. Todas las materializaciones asi
obtenidas representan al mismo objeto)r matemdtico pues tienen igual
comportamiento respecto de propiedades graficas y por lo tanto son
equivalentes en algin sentido. Mas precisamente:

Dos multidigrafos G= (V,U); G'=(V',U') son isomorfos si existen bi-
o

yecciones h : V _ V' h]: U_U' tales que cualquiera sea el arco

u= (a,b)eU resulta que

h'(u) = (h°(a),h (b))

En tal caso h= (ho,h]) definen un isomorfismo h: G _. G'.Si ademas
V=V' h es un automorfismo. Notaremos G'= h(G) 6 G'® ¢ 0 tambien G'=G

Notemos que]si G es digrafo y solo entonces h] esta definida por h°.
En cambio h' define h cuando G carece de vértices aislados.

Analogamente para el caso no dirigido.

De manera mas informal, los grafos G y G' son isomorfos si y solo
si los vértices adyacentes de G se corresponden biyectivamente con
los adyacentes de G',

Si por alguna razdn interesa tomar en cuenta la designacién de los
elementos nos referimos a "multi-di-grafos etiquetados" (ver 2.1.4)
Y en este caso aln cuando sean isomorfos seran considerados distin-
tos.

Es facil ver que la relacidon de isomorfismo es de equivalencia.

Pero multi-di-grafos isomorfos pueden corresponder a problemas dis-
tintos y aln contrapuestos. Por ejemplo: un arco (a,b) puede signi-
ficar "a menor que b" o "a mayor que b".

Puesto que Tas propiedades intrinsecas de los multi-di-grafos no de-
penden de la designacidn de sus elementos, las de los isomorfos son
coincidentes.

Toda funcidn que tome el mismo valor en un multi-di-grafo G Yy en sus
isomorfos es un invariante de G.

Entre ellos se encuentran, obviamente, el nimero de vértices y el
de arcos (aristas).

Un conjunto de invariantes que determina univocamente -a menos de
isomorfismo- a un multi-di-grafo se dice conjunto completo de inva-
riantes.

Tal el caso del par n,m donde n(m) es el nimero de vértices(aristas)
para grafos sin bucles de orden menor que cuatro. Para n=4, no lo
es.

E1 problema de decidir sobre el isomorfismo de multi-di-grafos es
dificil.
Para el caso general no se conocen criterios simples, ni conjuntos
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completos de invariantes, ni algoritmos eficientes. La dificultad
en cuestion puede vislumbrarse considerando los esquemas siguientes:

2.1.4

Hemos observado, en la Introduccidon, que dado un multi-di-grafo pue-
de ser de interés identificar sus elementos con su designacidn o in-
corporarle informacidon adicional asignando a sus elementos una "eti-
queta". Esto permite extender algunos de los resultados y aplicacio-
nes propios de la teoria de grafos. A las ya mencionadas agregaremos
la siguiente: A cada "automata finito" puede asociarse un "digrafo
etiquetado".En efecto,si al "leer" el simbolo"de entrada S la "ma-
quina"pasa del estado p al estado q y da como salida el simbolo T,
en el digrafo asociado al automata se etiquetarad el arco(p,q)con S-T.
A los efectos indicados se introduce la siguiente nocion:

Dado un conjunto E (de marcas, nombres, simbolos, valores numéricos,
signos, operadores, etc.) y supuesto que a ciertos elementos del
multi-di-grafo G se les asignd un subconjunto de E se obtiene: el
multi-di-grafo etiquetado GE'

En particular GE se dira valuado si E estd constituido solo por va-
lores numéricos; y signado si E={ +;-} o equivalentemente

E={ +1;-1 } '
De las definiciones respectivas resulta que excepto si v=V'; U=U'
los multi-di-grafos isomorfos G= (V,U); G'=(V',U') serdn dados por

multi-di-grafos etiquetados distintos. Tal el caso de los G],GZ,G3
de pag. i-2 o los siguientes.

a B C - a c b

Notemos que todo multigrafo G puede darse por un grafo valuado G'
que tenga el mismo conjunto de vértices y tal que a cada una de sus
aristas |x,y| se le asigna como valor el nimero de aristas [x,y]
que hay en G. '
Reciprocamente, un grafo con todas sus aristas valuadas con un niame-
ro entero positivo puede pensarse como representante de un multigra-
fo.

Andlogamente para el caso dirigido.
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Reservaremos el nombre multi-di-grafo etiquetado (o valuado) para
cuando sea esencial tomar en cuenta el nombre o etiquetas de sus
elementos (los valores dados a sus elementos). :

E1 empleo de grafos etiquetados es frecuente en problemas de recuen-
to. Asi por ejemplo, identificando cada vértice con su designacion

2
es posible deducir en forma directa que hay 2" digrafos etiquetados

n

2.
de orden n y que 2" de ellos carecen de bucles. Por otra parte,

hay 2n(n+])/2

grafos eliquetados con n vértices y 2n(n-1)/2 son sin
bucle. ‘
En el recuento anterior se consideran distintos todos aquellos que
son isomorfos. Por ejemplo, todos los que tienen un dnico arco o
solo dos aristas., '

La construccion de todos los grafos de orden n con m aristas solo
puede llevarse a cabo, sin recurrir al uso de computadoras, para va-
lores pequefios de n y m. Interesantes referencias a oste problema
pueden verse en Heap (H.6).

La siguiente tabla da el nimero de grafos sin bucles con n vértices,
para n<9,

n_|. 1]
Ne | 1 |

30 4 | 5] 6| 7 | 8| 9
a1 v | 38 | 156 | 1.084] 12.346] 308.168

NN

Otras tablas, esquemas o datos relativos a grafos de orden pequefio
que satisfacen propiedades particulares pueden verse en Harary (H.2)
Heap (H.6).

Restringiéndose a grafos sin bucles y sin vértices aislados pueden
construirse 113 con a lo sumo 6 aristas y 177 con 7 aristas. Datos
referentes a ellos pueden verse en (H.7) y (B.6).

En Discrete Mathematics Vol.31 (1980) pag.224, se informa que en la
Univ. de Waterloo -Canada- se han generado mediante computadoras los
12.005.168 grafos de orden 10. Informes relativos a ellos y a otras
configuraciones se han reunido en catalogos.

2.1.5

Diremos submultigrafo de G= (V,U) a todo multigrafo G'=(V'U') tal
que V'sV y U'<l.
Tambien diremos que G' esta contenido en G Yy lo notaremos G'< G.

Si no se admitiera el grafo vacio tendriamos que suponer V' # @,

ST G'=G y V'=V se dird que G' es submultigrafo cubriente de G.

Si para toda arista ue U cuyos dos extremos inciden en vértices de
V' se tiene que ue U’ diremos que G' es el submultigrafo inducido
(o generado) por V'.

Por otra parte, dado U'<U el submultigrafo inducido por U' es el
qon§§ituido por las aristas de U' y los vértices en los cuales ellas
inciden.
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Los submultigrafos inducidos estan definidos,respectivamente, por
V' y por U'. Los notaremos G/V'; G/U'.

Un submu]tigrafo G' se dira”maximal respecto de la propiedad P (o
P-maximal) si verifica la propiedad P y no hay otro G'' que lo con-
tanga y tambien la satisfaga.

Cuando 12 propiedad P sea la de "estar incluido en G" diremos simple-
mente que G' es maximal en G.

En forma similar si maximal se substituye por minimal+

Asi entonces:
- G' es submultigrafo de G cubriente e inducido equivale a G'=G.

~-Todo multigrafo no vacio con m=0 aristas admite 2™ submultigrafos
etiquetados cubrientes no vacios, uno de ellos es discreto.

- Todo multigrafo de orden n>1 admite 2 -1 submu1t1grafos etiqueta-
dos inducidos, no vacios.

- G/V' es maximal entre los que solo contienen los vértices de V',
- G/U' es minimal entre los que contienen todas las aristas de U'.
Dos operaciones que aplicadas reiteradamente 11evan a la construc-

cion de submultigrafos son: la de eliminacién de vértices y la de
eliminacion de aristas. .

Mas precisamente, dado un muitigrafo G= (V U) y conjuntos V'« V;

U' < U notaremos:

- G - V' al que resulta de eliminar en G los vértices de V' y las
aristas que tienen al menos uno de sus extremos en vértices de V',

-G-U' al que se obtiene quitando a G las aristas de U'.

- GsU' al que resulta de G - U' Tuego de quitarle sus eventuales

vértices aislado.

En particular: si x€V; G=x = G/(V-x)
G-U es d1screto y cubriente; G+U es vacio.

Todo G'= (V',U'), submultigrafo de G= (V,U), puede obtenerse elimi-
nando vértices y/o aristas de G.
En particular, si G'=G/V' entonces G'=G-V''donde V''=V-V';

si G'=G/U' entonces G'=G3U''donde U''=U-U"';

si G' es cubriente puede ponerse G'=G-U'' con

.6

u''=u-u-.
Ejempl
Dado G 3 5
b
C € g
1.2 |\ 4 \6
2 d f
sea G sea G
1 3 2
5 3 5
b
C g b
1. a 1. a 4
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En este caso G]=G - { 4 yes inducido por{1,2,3,5,6 }y por {a,b,c,g}.
A su vez Gz= G -{c,d,e,g} es cubriente pero no inducido.

Nociones y propiedades similares caben para el caso dirigido.

En autores de lengua inglesa o francesa designaciones frecuentes de los
conceptos que acabamos de introducir son:

subgrafo: "subgraph" (B.5),(H.2),(S.2)4
“sous-graphe partiel” (B.3),(R.1)
"graphe partiel” (K.7)

subgrafo cubriente: "spanning subgraph" (B.5),(H.2),(5.2);
"graphe partiel” (B.3),(B.4),(R.1),(K.7)

subgrafo inducido por vérlices: "vertex indiced subgraph" (H.2),(5.2);
"section-graph" (M.1),(0.2);
"sub-complex" (Z.1);
"sous-graphe" (B.3);
"sous-graphe engendré" (B.4) (R.1)

subgrafo inducido por aristas:"edge induced subgraph" (B.5),(S5.2).

Ore (0.2) designa "cover subgraph" a todo subgkafo cubriente sin vérti-
ces aislados.

Notemos que la terminologia adoptada por Berge y Roy permite dar una
forma mas elegante a la afirmacidn: Todo subgrafo es subgrafo cubrien-
te de cierto subgrafo inducido por vértices:

Una amplia clase de submultigrafos es la de los incluidos bajo el nom-
bre genérico de "factores". No siempre existen. Una extensa recopila-
cion de resultados relativos a ellos fue dada por Akiyama - Kano (A.1).

Mas precisamente, H es k-factor de G si es submultigrafo cubriente de
G, carece de bucles y en cada uno de sus vértices conserva exactamente
k de las aristas de G alli incidentes.

En particular, los l1-factores estdn constituidos por aristas indepen-
dientes entre si y existen solo si G tiene un namero par de vértices.

Tutte (T7.2) dedujo el siguiente e importante resultado, del cual fueron
luego dadas diversas demostraciones:

Un grafo (V,U) admite un 1-factor si y solo si cual-
quiera sea A<V, el subgrafo (V-A, U') inducido por
V=A conlienc a lo sumo |A| componentes de orden jmpar.

Otro tipo importante de subgrafos es el de los constituidos por aristas
distinta de bucles e independientes dos a dos. Seran designados acopla-
mientos y corresponden a los que en lengua inglesa (francesa) se desig-
nan "matching" ("couplage").
Los acoplamientos perfectos son aquellos que ademas son cubrientes,
coinciden con los 1-factores.

Para el caso dirigido H es un 1-difactor de G si es subdigrafo cubrien-
te tal que cada uno de sus vértices es extremo final y extremo inicial
de un inico arco. :

Los arcos u1=(u' .) de cada 1-difactor en G= (V,U) determinan una

.,un]

i
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particion II:V_ V definida porll(u'1)= u'ts.
Los distintos 1-difactores obtenidos a partir de uno cualquiera median-
te la substitucidon de un arco por otro paralelo estan asociados a una
misma particion.

Mas adelante veremos otra forma de introducir esta nocidon y su similar
para el no dirigido.

2.2 GRAFOS,DIGRAFOS,RELACIONES

La correspondencia biyectiva entre los subconjuntos de VxV y las rela-
ciones binarias definidas en V permite introducir de manera distinta
la nocion de digrafo (grafo) y por extensidon la de multidigrafo (multi-
grafo). :

Si convenimos que (x,y) €U-eventualmente x=y - equivale a ye I' (x), el
conjunto de arcos del digrafo G=(V,U) define una relacidn binaria en
V y reciprocamente. En tal casol se dird relacion de precedencia de G
y pondremos G=(V,U) o tambien G= (V, I').

En forma andloga, los grafos (V,U) estdn en correspondencia biyectiva
con las relaciones binarias simétricas definidas en V. Ellas.seran di-
chas relaciones de adyacencia.

De las definiciones respectivas es facil ver:

1: E1 digrafo opuesto (o inverso) de G = (V,T) es 6 l= (v, rh.
2: x es vértice aislado de G =(V, T') equivale a I'(x) I1(x) = p.
3: Dados G1= (V],P]) y Gy= (VZ,FZ) se tiene que:

a- G] es subdigrafo de G, si y solo si r=r,

b- G, es el subdigrafo de G, inducido por V] si y solo
i I'y es la restriccion”de r, avy.

Notemos que no obstante la equivalencia indicada poco mas arriba la
nocion de di-grafo no es redundante frente a la relacion binaria. En
particular, las preocupaciones de la teoria algebraica de relaciones
no coinciden con las que motiva a la teoria de grafos. Ademas, la in-
troduccion de conceptos particulares, especialmente en el caso de los
valuados (o etiquetados) faculta a ésta Gltima para abordar problemas
que no tienen cabida en la de relaciones.

Cada "representacion topoldgica" de un digrafo (grafo) puede interpre-
tarse como una enumeracion "in extenso" de su relacidn de precedencia
(de adyacencia) o como una visualizacidon de todos los pares que la sa-
tisfacen. Aidn cuando en el caso finito este es siempre posible,no siem-
pre es comodo. Tal el caso de las relaciones de orden, para las cuales
en lugar del digrafo G correspondiente se utiliza el diagrama de Hasse
H que lo implica.

En realidad H es el subdigrafo cubriente de G que resulta de eliminarle
%odos sus bucles y los arcos {(x,y) para los cuales existen arcos (x,z);
z,y).
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Si G es un p-grafo pueden delerminarse p relaciones de adyacencia que
reunidas permitan dar una descripcidn alternativa de G. En general, las
p relaciones no estaran univocamente determinada. Andlogamente para el
caso dirigido,

Asi por ejemplo el 2-digrafo esquematizado

puede darse por (V,P],rz) donde V= {0,1,2,3,4} P](x)=x2(mod.8);
l‘z(x)= 2x si xe{0,1,2 ). o

Tanbien hubieramos podido elegir P']= {(0,0);(1,2);(2,4);(4,0)} y
P'2= ((0,0);€1,1);(2,4);(3,1)}. 5

«I’

i

Distintas relaciones pueden definir configuracioneé isomorfas., .
En efecto, G]= (V,I" ) con V={ ],g,3,6'}; y&l'(x) si x es divisor entero
de y es isoworfo con G,= (V', 1'') donde V' es el conjunto de partes de
un conjunto de dos elementos y z € I’*(w) si w es subconjunto de z.

La estrecha conexidn entre los grafos, los digrafos y las relaciones-
que los definen 1leva a clasificarlos de acuerdo con las caracteristi-

cas de éstas.

Un digrafo (V,I") es inyectivo sil'es una relacion inyectiva y funcional
sil>es una funcidn con dowiniv en V'« V.,

Asi entonces, G es dinyectivo si y sulo si G_] es funcional.
Algunos autores denominan antifuncionales a los digrafos inyectivos.
La composicidn de una relacion consigo wismo permite construir a partir

de un digrafo G= (V,I') olros dos de sumo intereés.

E1los son: su clausura transitiva "= (v, ") y su clausura reflexivo-
transitiva G= (V, 1), '

Si G= (V,I') la relacionT determina el preorden asociado a G.
Recordemos que, de acuerdo con lo visto en Cap.l, F=‘I UI$; que si
' r*ayor ' .

[V]=n i=] y que nuestra nocion de clausura reflexivo-transi-
tiva coincide con la de "closure Lransitive" de Berge (B.3),(B.4);
Kaufmann (K.5), (K.7). a

-

De las definiciones respectivas se licne:
* ~ - 0 ' K] Q * ~ -
- G<G g G. M3s precisamente, G es subdigrafo cubriente de Gy G se
*
obtiene, a partir de G , iuncorporandole un bucle cn cada vértice que
no sea ya soporte de bucle.

* _ .
- G es el digrafo transitivo con menor numero e arcos que contienc
a G como subdigrafo cubriente. g
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3 . - 0 * -~
Observemos que la no distincién precisa entre G,G y G puede ser fuente
de confusiones.

Mas adelante ciertos conceptos y/o métodos propios de la Teoria de Gra-
fos nos llevardn a considerar éstas clausuras y a dar nuevas formas de
obtenerlas.

2-3 ALGUNAS OPERACIONES Y CONFIGURACIONES PARTICULARES

A las pocas ya vistas agregaremos otras,

Un multidigrafo (V,U) es simétrico si contiene tantos arcos de la forma
(a,b) comg arcos (b,a); o equivalentemente si es posible elegir una in-
volugion : U -U que asocie a cada arco uno de sus opuestos. Los arcos
u, u se diran reciprocos. ‘

Como solo los bucles son opuestos de si mismos, para una tal involucién
(que diremos involucidon de opuestos) sdlo los bucles pueden ser arcos

. * . . . s
unidos (u=u ). No siempre todo bucle es unido en una 1involucidn de
opuestos. En particular, dos bucles de igual soporte pueden ser reci-
procos uno del otro o bien cada uno reciproco de si mismo.

Una involucidon de opuestos en G esta univocamente determinada si y solo
si G es digrafo. En este caso todo bucle es arco unido.

Fracuentemente el concepto de multigrafo se confunde con el de multidi-
grafo simétrico. Para destacar que dicha identificacion no siempre es
licita basta notar que Ta simetria de arcos no implica la de eventuales
valores asignados a los mismos.

A continuacidn indicaremos varias formas de relacionar multidigrafos
con multigrafos; ambos definidos sobre un mismo conjunto de vértices.

I) Dado un multidigrafo G diremos multigrafo sosten o subyacente de G
al que resulta de substituir en G cada uno de sus arcos (a,b) por
una arista [a,b]. Lo notaremos G".

De tal manera a cada arco de G corresponde una arista de G, que por
comodidad tambien se dird "arista de G",

Es claro que en G” podremos analizar todas las cuestiones relativas a
G que no involucren la orientacién de sus arcos.

Puesto que arcos opuestos y arcos paralelos de G' se transforman en
aristas paralelas de G~ , éste es un multigrafo propiamente dicho
excepto si G es digrafo sin pares de arcos opuestos. '

Multidigrafos isomorfos tienen sus respectivos sostenes isomorfos, |a
- . ~ . .

reciproca es falsa, pues la correspondencia GG~ no es inyectiva

Mas precisamente, cada multigrafo H con m aristas distintas de bucle

puede considerarse sostén de los 2W etiquetados H1 que se obtienen

asignando orientaciones distintas a las m aristas. Los H. asi obtenidos
se dicen "orientaciones de H" y entre ellos puede haber pares de iso-
morfos. |
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La determinacidn de cuantas orientaciones esencialmente distintas admi-
te un grafo prefijado (es decir de cuantos digrafos no isomorfos es
sostén) fue resuelta por Harary y Palmer (H.8), en 1966.

Nuestro concepto de grafo sosten corresponde al "associated indirected
graph" de (0.2), (B.1); al “underlying graph" de (B.5),(W.4); al
"underlying undirected graph" de (S5.2) y al "undirected graph corres-
ponding" de (D.1). :

A su vez, el "simple underlying graph" de (B.5) equivale a nuestro:
sosten simplificado de G reducido de sus bucles. '

11) La identificacion de todos los arcos de la forma (a,b) o (b,a) en
una Gnica arista [a,b] hace corresponder a cada multidigrafo un
grafo que es su sosten simplificado.

Obviamente esta correspondencia no es inyectiva.

III1) Si el multidigrafo G es simétrico cabe aln otra forma de asociarile
uno no dirigido.
Basta para ello elegir en G una involucidon de opuestos y substi-
tuir cada par de arcos reciprocos con una arista incidente en los
mismos vértices que los arcos reemplazados.

Segiin sea la involucidn elegida puede suceder que la aplicacidon de III)
1leve o no a identificar dos bucles de un mismo soporte.

Si cada vértice de G es soporte de a lo sumo un bucle las distintas in-
voluciones que es posible elegir 1levan a multigrafos isomorfos.

IV) Conservando los vértices y los bucles pero substituyendo cada aris-
ta distinta de bucle por un par de arcos opuestos, incidentes en
Tos wismos vértices que la arista reemplazada, a cad multigrafo G
se le asocia un multidigrafo simétrico que diremos v-simetrizado

de G y notaremos Ga.

Si tambien cada bucle de G es reemplazado por dos, de igual vértice
soporte, obtiene otro que diremos e-simetrizado de G y notaremos Gg‘

Es inmediato que GS y GZ coinciden si y solo si G carece de bucles; que
Gi,puede construirse a partir de GZ identificando pares de bucles de
igual soporte y que las correspondencia G_,GS ; G_’GZ son inyectivas.

Todo multidigrafo simétrico puede considerarse de la forma GS;si ademas

en cada vértice incide un nimero par o nulo de bucles tambien puede
ser considerado de la forma GZ.

Si G es un p-grafo, GS es un p-digrafo y reciprocamente.

Podemos ahora reformular la observacion de Berge citada en pag. »en
los siguientes términos.

Cada nocidn no orientada referida a un multidigrafo G se pensara apli-
cada al correspondiente multigrafo sosten G y cada nocidn orientada

referida a un multigrafo H se aplicara a su v-simetrizado HS.

Asi lo haremos, sin indicacidn expresa, cuandc lo creamos conveniente.
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51 R es una relacion de equivalencia definida sobre el conjunto de vér-
tices del multidigrafo G, su cociente G/R tiene por vértices las clases
de equivalencia que determina R y tantos arcos (A,B) como arcos de la
forma (a,b), con aeA, beB, hay en G.

En forma similar para el caso no dirigido.

Esta operacién sera utilizada explicitamente al considerar Jlas nocio-
nes de conexidad y de fuerte conexidad.

Aplicdndola con relacidn al concepto de "parte homogénea", que introdu-
cimos seguidamente, permitiria disminuir la capacidad de memoria nece-
saria para almacenar los datos que definen un cierto grafo G= (V,U).
A<V es parte homogénea si todos los vértices de A tienen en A un mismo
conjunto de adyacentes.

Ejemplo: . 7 |
uede darse por
1 2 4 -4 p | I\T 3.1[
5 5
3 2 7
o T | =
6

3

Dos multigrafos son p-complementarios (es decir complementarios en la
clase de los p-grafos ) si ambos estdn definidos sobre un mismo conjun-
to de vértices y el niumero de aristas [a,b) eventualmente a=b - que hay
en uno mas el de las que tiene el restante es p.

La operacidon de p-complementaridad es involutiva.

Para el caso p=]1 vale la siguiente definicidn alternativa.

Dos grafos son complementarios si tienen un mismo conjunto de vértices
Y sus respectivos conjuntos de aristas son complementarios. Los notare-
mos G; G.

G es autocomplementario si es isomorfo a su complemento,

Los cuatro autocomplementarios carentes de bucles con menor nimero de
vértices son:

r————.
[ ]
S e ]
Tres operaciones binarias de uso frecuente son las siguientes:
Dados los multi-di-grafos G]=(V],U]); GZ=(V2,U2) se dice:
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interseccidn de G ti-di-grafo G -
1Y G2 al multi-di-grafo G]F\GZ = (V]ﬁv2 , U1ﬁU2 )

unidn de Gy y G, al multi-di-grafo G\ﬂGz=(V]nV2’UfWU2)

diferencia simétrica de G] y GZ al multi-di-grafo inducido por U]AU2

Si no se admile el grafo vacio la 1nLersecc1on solo queda definida si
V] Y V2 son no disjuntos,

En (D.1) se define G]4462 = ((V]U VZ)’(quUZ)) y de tal manera GT4G2
puede tener vértices aislados. )

De las definiciones se tiene:

- Las operaciones N ,U, A son conmutativas y asociativas.
derse a familias arbitrarias de multi-di-grafos.

Pueden exten-

-Si n . o
51 G] y GZ son vértice disjuntos, G] GZ es vacio, caso contrario si

son arista disjuntos G]ﬁG2 es discreto .«

-Si H esta contenido en el grafo G entonces: GMNH = H, G UH = G,
GAH es el subgrafo de G gque resulta de eliminar las aris-

tas de H v 154 eventunles vértices aislados.

En particular, siW €U, Gbu = G-u

Ejemplo
1
a b
24 € 3
d e
gl f 5
Gy
1 1 h 6
a abg,
c c
2 -3 2 3 /]
d e
. abf
5 5




2-4 NOCIONES LOCALES

Incluiremos es este paragrafo un grupo de conceptos que reflejan la
"manera" en que los arcos (las aristas) inciden en los vértices.

Un vértice x de G es entrada (salida) si G carece de arcos con extremo
final (inicial) en x. Los restantes vértices de G son interiores.

Un arco es de entrada (de salida) si su vértice inicial (final) es en-
trada (salida).

Todo vértice que sea entrada y salida es aislado.

Dado un wultidigrafo G= (V,U) y fijado A<V notarcmos UR(G) al conjun-

to de arcos cuyo extrewmo inicial incide en algin vértice de A.

E1 de aquellos de U (G) con vértice final en A= V-A se indicara UX+(G)

+
N
En forma andloga, substituyendo final por inicial, deben entenderse las

notaciones _ .
Uy (G) vy U, (G)

Cuando no haya lugar a confusion omitiremos indicar G y habitualmente
en lugar de U;+ y UA' pondremos, respectivamente, (A,A); (A,A).

Notese que U™ = U= y que de A<B no puede deducirse que UTF y U
A A A

A
son disjuntas, ni que son no disjuntas, ni tampoco relaciones de inclu-
sion entre ellas.

Observemos que en (B.3);(B.4);(R.1) la notacidn U; corresponde a nues-
! ++ :
tro Ua .

Si A={a}el conjunto U; ==U;
al natural d2(G) = | UT(G) |

es la semiestrella positiva, de soporte a
es el semigrado positivo del vértice a.
Andlogamente el semigrado negativo de a es la cardinalidad de la semi-
estrella negativa de soporte a; es decir da(G)= IUa(G)I.

En particular, en G= (V,1") d; - I (x) ] d;= IF-1(x)|. Ademas G es in-
yectivo si d;s] y funcional si dj(s], cualquiera sea x€V.

) Yy~ - . _ .
Es habitual notar J 65 ) al minimo semigrado positivo (negativo) y A+,
807 al maximo semigrado positivo (negativo) de G.

Cualquiera sea el multidigrafo G=(V.U):

- U+ =

- U

L= P (U; = P) si y solo si a es salida (entrada).
;f\UZ # 0 equivale a decir que x es soporte de al menos un bucle.

-G = LﬁUZ =l)U;, si la unidn se extiende a todos los vértices de G.

(- + . . - .
dx =2E?x = | U], si Ta suma se extiende a todos Tos vértices.

Es claro que los semigrados correspondientes a los vértices de multidi-

grafos isomorfos pueden ordenarse de forma que constituyan una misma

sucesion, que es invariante grafico.

Pero del ejemplo que sigue resulta que gan cuando haya correspondencia

biyectiva entre los pares dx’dx y d ,d de dos digrafos, dicho inva-
x'" x!
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riante no alcanza para implicar isomorfismo.

Un multidigrafo G es balanceado {arco-balanceado) si para todo vértice
. -t (amogt

x (arco (a,b)) se tiene dx—dx (da db).

Si ademas todo vértice tiene un mismo semigrado G es di-regular (arco-

- regular). - )
Si interesa destacar que dx=dx= k diremos que G es k-di-regular.

Los siguientes esquemas demuestran que un digrafo puede ser balanceado
(arco-balanceado) sin ser arco balanccado (balanceado).

N 2D
N N

Puede deducirse que:
-Si G es simétrico es balanceado. La reciproca es falsa.

-Si G es k di-regular entonces es k arco-regular. La reciproca solo
afirmarse si k=1 y G carece de vértices aislados.

La nocion multidigrafo balanceado se designa “graphe pseudosymétrique"
en (B.3),(R.1).

Para el caso no dirigido se introducen rociones analogas a las prece-
dentes. '

Se dice estrella de soporte a al conjunto de aristas con al menos uno
de sus extremos incidentes en a. Por grado (o valencia) del vértice x
se entiende el namero d_ de aristas incidentes en x, pero conviniendo
-segun 1o habitual- en cdntar doble cada bucle incidente en x.

Con la convencidn indicada se tiene:
- dx(G~ )= d;(G) + d:(G) ; siendo G”~ el sosten de G
- Cualquiera sea G= (V,U) , dX(G) = 2| U]
xeV
- Todo multigrafo finito tiene un numero par (o nulo) de vértices de
grado impar.

En efecto, si V (Vi) es el conjunto de vértices de grado par (impar)
entonces P . '

21U]=  d., (G) = d_(G) + d (G) (1)

X X X
x€V xEVp eri
y es facil ver que (1) se cumple solo si dx(G) es par.
xeV,
;

Si G tiene un nimero infinito de vértices pero cada uno de éstos es de
grado finito G es localmente finito. Ejemplo: Red de puntos del plano
con coordenadas enteras.
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Un vértice (una arista) es pendiente si es de grado uno (si tiene un
extremo de grado uno).

En particular a cada vértice (arco) entrada de G corresponde en su
sostén un vértice (arista) pendiente.

En forma similar a la indicada para el caso dirigido los grados de
multigrafos isomorfos ordenados por su magnitud determinan una misma
sucesion numerijca, Que este invariante no es completo resulta del si-
guiente ejemplo:

Es facil verificar:

1- si se admiten bucles cualquier sucesidn de enteros no negativos con
cantidad par de impares puede interpretarse como la de los grados
de algin multigrafo.

2- si no se admiten no hay multigrafos cuyos grados sean 1,1,4; ni
grafos con la sucesion 1,2,3.

Un multigrafo es regular si todos sus vértices tienen un mismo grado.
Si interesa destacar que en todos su grado es k diremos que es k-regu-
lar.

Los grafos definidos por los vértices y aristas de los cinco poliedros
platonicos (cubo,tetraedro,octaedro,dodecaedro,icosaedro) son regula-
res y el multigrafo sosten de un k-di-regular es 2k-regular.

Hay exactamente 250 grafos regulares sin bucles con a lo sumo 10 vér-
tices. yna tabla con informacidn correspondiente a ellos puede verse
en(C.2).

Si G es grafo de orden n, sin bucles y K-regular cada uno de sus vér-
tices tiene k adyacentes y (n-1-k) no adyacentes.

E1 siguiente multigrafo 3-regular muestra que lo anterior no puede
extenderse al caso general,

Para el caso de grafos sin bucles cabe considerar la siguiente nocion.

Un grafo sin bucles, de orden n y k-regular tal que ademads cada par
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de vértices adyacentes tiene p adyacentes comunes y cada par de no
adyacentes tiene q adyacentes comunes se dice fuertemente regular de
parametros k;n-1-k,p,q.

Los grafos fuertemente regulares se reencuentran al considerar los es-
quemas de incidencia de los disefios en bloques incompletos parcialmen-
te balanceados (PBIB) con dos clases asociadas. Ademas estan vincula-
dos con las "partial geometries" introducidas por Bose (B.7), y las
"nets" estudiadas por Bruck (B.8), entre otros.

Una interesante recopilacion de resultados relativos a estos grafos
fué dada, en 1975, por Hubaut (H.9).

2.5 MULTI-DI-GRAFOS SIN BUCLES DE USO FRECUENTE

Un grafo es completo si carece de bucles y cada vértice es adyacente
de todos los restantes. Es Gnico a menos de isomorfismo y el de orden
n se nota k..

n
E1 grafo vacio podria notarse KO, todo vértice aislado es k]; toda
arista distinta de bucle es K2 y todo "triangulo" es k3.

E1 completo K4 puede visualizarse por cualesquiera de los siguientes
esquemas.

Es claro que kn -nz1 - es (n-1)-regular y que Kn y el discreto con
n vértices son complementarios en la clase de los grafos sin bucles.

Si convenimos que 1(0) significa "existe arista" ("no existe arista")
todo grafo sin bucles de orden n puede determinarse por el completo
Kn valuado con 0,1.

Todo subgrafo sin bucles, de G, que sea completo maximal (en sentido
conjuntista) se dice clan de G.

La bisqueda de ellos puede reducirse a la de conjuntos maximales de
vértices no adyacentes entre si en el complemento de G.

Los problemas que pueden 1levar a la consideracién de subgrafos com-
pletos son muy variados. Podrian representar conjuntos de estados in-
compatibles dos a dos o por el contrario de estados intercambiables.
Rosenfeldt (R.3) determind que el nimero de grafos sin bucles de orden

n con exactamente dos clanes es [ n2/4j. Moon y Moser (M.3) evaluaron
el namero mdximo de clanes que admite”un grafo de orden n Yy caracte-
rizaron aquellos para los cuales se alcanza la cota. En (M.3), ademas
se acotaron superiormente e inferiormente el nimero maximo de tamafios
distintos de los clanes que puede contener un grafo. La cota inferior
fue wejorada por Erdos (E.4),
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Asociando a cada arista Lodos los clanes que la conticnen y a cada
vértice el completo K] se tiene:

-Si el multigrafo G carece de bucles puede determinarse en forma
univoca una familia de completos maximales cuya unidn da G.

E1 hecho de limitarse a considerar solo subgrafos completos maximales
permite asegqurar la unicidad de la descomposicidon, pero no que los
completos en cuestidn carezcan de aristas comunes.

Ejemplo

Para el caso dirigido hay dos nociones ligadas con la de grafo comple-
to.

Un digrafo es completo simétrico si para cada par de vértices x,y -x#Ay
existe un arco (x,y) y otro (y,x) y es completo antisimétrico (o tor-
neo) si para cada par de vértices distintos existe a los sumo un arco
con extremos en ellos.

De otra forma: G es completo simétrico si es el simetrizado de algiln
completo y es torneo si su sosten es completo.

Todo certamen en el cual no se admwiten empates y cada equipo compite
con todos los restantes corresponde a un torneo. Estos gozan de inte-
resantes propiedades. E1 lector interesado puede consultar al respec-
to, Moon (M.4), Harary-Moser (H.10).

Un wmultigrafo G=(V,U) es bipartido si existe una particion de V en
dos clases V] y V

2 tales que toda arista de G tiene un extremo en V]
y el restante en V2'

Habitualmente lo notaremos G= (V] U V2,U).

Un grafo bipartido en el cual cada vértice de V, es adyacente a todos
los de V2 es un bipartido completo. Si V] Y V2 tlene, respectivamente,
Py q vértices lo notaremos K

Asi entonces, si a no es soporte-de bucles y tiene grafo p, la estre-
11a de soporle a es el bipartido completo K]

El grafo definido por los vértices y aristas de un cuadrado es K2
E1 constituido por los vértices y aristas de un cubo es bipartido;
completo.

*fo

En Ta cl de 1 f in bucles K = UK. .
n la clase de los grafos sin bucles D, q Kp q

Erdos ( ) probé que para obtener un grafo bipartido a partir de
otro carente de bucles basta eliminar a los sumo la mitad de sus aris-
tas.

E1 mismo problema para el caso de grafos que no contienen "tridngulos"”
y algunas otras generalizaciones fue estudiado en (E.5).

Los grafos bipartidos que ademas son de permutacidn se muestran Gtiles
para la formalizacion de algoritmos. En (S.3) se dan varias caracteri-

zaciones de ellos.
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A cada grafo G= (V,U) puede asociarse el bipartido G, = (V.Uuvy, u

donde V' es copia de V (es decir: x' €V' equivale a x€V) y [ab')e W
si y solo si [a,b]eU. Gb se dira bipartido representante de G.

La correspondencia indicada es inyectiva y suele ser muy atil. -

Un grafo bipartido (V, U V,,U) con IV]I =p; |V,] =q se dice de tipo
{(p,q,r,s) si al agregék]e uﬁa arista aumenta el nlimero de los biparti-
dos conipletos Kr s Aue contiene,

Bollobas (B.9) (ver tambien B.10) demostrd que ellos contienen al me-
nos (r-1)q + (s-1)p - (r-1)(s-1) aristas. Este valor habia sido con-
Jeturado por Erdos-Hajnal-Moon (E.6) en ocasidn de resolver el proble-
ma analogo que se plantea al considerar la inclusién de grafos comple-
tos en grafos arbitrarios.

Los grafos bipartidos se dicen "bigraph"" pair graph" ,"even graph" y
"simples" pero este G1timo nombre es usado tambien y muy frecuentemen-
te para lTos que carecen de bucles. '
Sabemos que a cada grafo (V,U) puede asociarse una relacidn binaria

simétrica definida en VxV.Para el caso de los bipartidos,con V=V,UV,,
tambien puede asociarselo otra definida en V,xV, tal que contiere g]
par (x,y) si y solo si [x,y] € U. En ambos cgsog la relacidn en cues-
tion puede representarse por una matriz booleanan;cuadrada de orden n
0 de dimensidn pxq si IV]|=p; |V2|=q segun corresponda.

. Se dice.r-partido a todo grafo G=(V,U) tal que V=1U Vs V1# Q;Vif‘vj=ﬂ
i,j €01,2,...... .,r} y donde toda arista tiene extremos en distintos
V]. Si ademas cada vértice de Vi es adyacente de todos los de Vj’
cualquiera sean i # j, es r-partido completo.

Un r-partido completo en el cual todas las clases de la particidon tie-
nen s vértices sera notado Ki.

1 L

- . =I\
De tal forma Kn = Kn s Kn,n 2

Tomando conjuntos unitarios todo grafo de orden n carente de bucles
puede pensarse como un n-partido. A su vez, el bipartido completo K2 2

es tambien un 3-partido no completo.

Un problema abierto que presenta grades dificultades es el siguiente:
¢ Supuestos m=2, n=2 cual es el menor nimero R= r(m,n) tal que cual-
quier grafo con R vértices contiene como subgrafo al completo Km o al

complemento (en la clase de los sin bucles) de Kn.?

Uel miswmo problema es frecuente encontrar tambien la siguiente formu-
lacion.
¢Dados m =2, n=2 cual es el menor entero R=r(m,n) tal que si cada
arista del completo de orden R es coloreada, arbitrariamente, de rojo
0 de azul queda determinado un Km de aristas rojas o un Kn de aristas
azules? [s facil verificar:

r(2,n) = n r(m,n) = ri{n,m)
En Ejercicio 2.23 se propone demostrar que r(3,3) =6

Greenwood y Gleason (G.2) dieron la cota

rik,m)<r(k-1,m) + r{k,m-1)

[()E 7e)Ha se obtiene r‘(k,m)s(kﬂn-Z,) deducida ya por Erdos y Szekeres
J). k~1
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Otras cotas fueron encontradas posteriormente por diversos autores.

E1 "principio del encasillamiento" (pigeon-hole principle) establece
gque si n objetos deben colocarse en m casillas y m .es menor que n al
menos dos objetos deben ubicarse en una misma casilla. Se usa inadver-
tidamente en muchos razonamientos.

Cn 1930 y como resultado de sus investigaciones en fundamentacidn de
la matematica, Ramsey (R.4) enuncid un teorema que puede considerarsc
como una profunda generalizacion de dicho principio. E1 problema indi-
cado mas arriba queda comprendido como caso particular de la versidn
finita del citado teorema y de este mismo resulta que siempre admite
solucidn.

E1 Teorema de Ramsey como asi tambien informacidn suplementaria puede
ha]]?rse en Hall( H.11), Ryser (R.5), Van Lint (L.2), luchessi y otros
(L.1).

Los nimeros r(3,4), r(3,5) y r(4,4) fueron determinados en 1955, por
Greenwood y Gleasson (G.2). En 1968 Graver y Yackel (G.3) reencontra-
ron el valor de r(3,6) evaluaron r(3,7) y acotaron algunos otros. Las
dificultades propias de este trabajo 1levaron a Sheehan (S.4) a obser-
var que la obtencidn de resultados parece ser mds dificultosa para el
problema planteado que para ciertas generalizaciones del mismo.
Sheehan dice ademas conocer, por comunicacién personal, que Grinstead
ha determinado que r(3,6) = 36 y que 27<r(3,8)<29 ; esto mejora al-
gunos de los logros de (G.3).

Los Ordenes de los grafos que satisfacen el problema plantecado se de-
nominan Nameros -de Ramsey. A nuestro entender, y excluyendo los tri-
viales, los Unicos conocidos hasta 1980 estan indicados en la siguien-
te tabla, Varios de los restantes r(i,n) estan acotados superijormente
e inferiormente.

2 3 4 5 6 7 8 9
6 9 14 18 23 30
18

Con relacion al caso r(3,3) =6, y como corolario de un resultado mas
general Goodwan (G.4) (ver también Schwenk (S.5)} demostrd que en toda
bicoloracidn de las aristas de K6 se lienen al menos dos triangulos

monocromdticos. Harary (H.12) determind todas las coloraciones que
llevan a exactamente dos tridngulos monocromaticos. Para resultados
Tés precisos y bibliografia al respecto ver Harary (H.13), van Lint
L.2).

Del problema anterior se han estudiado generalizaciones de diferentes
tipos. Una de ellas considera la situacion cuando las aristas pueden
colorearse con mds de dos colores. Otra es la siguiente:

Dados los grafos (sin vértices aislados) A y B determinar el menor en-
tero r(A,B) tal que si el grafo G contiene al menos r(A,B) vérices en-
tonces A es subgrafo de G o B es subgrafo del complemento de G.
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En Burr (B.11) se da una extensa bibliografia y recopilacion de resul-
tados concernientes a esta generalizacion. Ver tambien Harary (H.13)
(H.14).

Los nimeros de Ramsey diagonales e informacidn suplementaria respecto
de los grafos sin vértices aislados con 7 aristas y de aquellos con
a lo sumo 6 aristas fueron dadas por Hendry (H.7) y Burr (5.6), res-
pectivamente.

La tabla incluida en este Gltimo trabajo puede verse tambien en
Gardner (G.5).

2.6 DISTINTAS FORMAS DE REPRESENTACION

Lo esencial para definir un multi-di-grafo es dar su conjunto de vér-
tices e indicar para cada uno de sus arcos (aristas) cuales son sus
vértices extremos. En general esto puede hacerse de diferentes mane-
ras, por ejemplo:

a- mediante esquemas geométricos.
b- enunciando un conjunto de relaciones adecuadas.

c- por tablas o por matrices, que reflejen la adyacencia (preceden-
cia) entre vértices o la multiplicidad de sus aristas (arcos) o
la incidencia de vértices y aristas (arcos).

En determinadas circunstancias podran ser Gtiles otras formas.

lLas distintas representaciones de un mismo G pueden presentar, respec-
to de ciertas propiedades o caracteristicas, ventajas y/o desventajas
relativas entre si.

La eleccion de la que se utilizara dependerd, en general, de la enver-
gadura de G, de sus particularidades (existencia o carencia de vérti-
ces aislados, de bucles, de aristas paralelas,etc) del problema a tra-
tar o de los medios de cdlculo disponibles.

Las representaciones mediante diagramas son posibles sdlo'en el caso
finito, pero inmanejables si el ndmero de elementos a considerar es
elevado. Por otra parte, para la resolucidon de problemas es frecuente
tener que operar con computadoras y en tal caso, obviamente, ellos ca-
recen de utilidad.

Las representaciones mediante matrices permitan vincular propiedades
de éstas con otras propias de la teoria que nos ocupa, dando lugar asi
a una fructifera interaccidn. Destaquemos que a cada multi-di-grafo,
y segin cual sea el problema a considerar, suelen asociarsele diferen-
tes matrices. No todas ellas permiten reconstruirlo, pues no para to-
das la asociacion es inyectiva.

Por otra parte, las representaciones matriciales llevan implicito una
numeracion de los elementos que componen los conjuntos utilizados para
definirlas. Asi por ejemplo, dado un multigrafo G y asignados a sus

vértices una numeracion 1,2,..,n su matriz de adyacencia A(G)=(aij)
es aquella con a,. = nimero de aristas [i,j] si G' es un isomorfo de
G que resulta de“renumerar sus vértices entonces A(G') se obtienc a

partir de A(G) permutando adecuadamente sus filas y sus columnas.
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Ejemplo
Dado G 2 A(G) = 21
200
1 3 100
Para G' 1 AG)- ]O >0
2 01
2 3 010
Notese que las filas y columnas se han movido de acuerdo con la
permutacion (1 2 3)
2 1 3

En lo puntualizado esta latente la diferencia entre multigrafo y mul-
tigrafo etiquetado.

2.6.1

Se dice representacion topoldgica (o geométrica) de un multigrafo
G= (V,U) a todo esquema constituido por un conjunto V de puntos de

R" - n % 2 - en corespondencia biyectiva con V y un conjunto U de cur-’

vas de Jordan (es decir: continuas, que no se intersectan consigo mis-
mas) en correspondencia biyectiva con U tales que: ~

~ si u es la curva asociada a la arista u= [a,b] Tos extremos de u
inciden en los puntos de V que corresponden a los vértices a,b.

- solo los extremos de u inciden en puntos de V.

Para el caso dirigido se procede en forma similar pero conviniendo,
ademds en asignar a cada curva un sentido coincidente con el orden en
que se dan sus vértices extremos.

Se demuestra que todo multi-di-grafo finito puede ser representado to-
pologicamente.

Obviamente, los diagramas en cuestidn no estan determinado univocamen-
te y dos de ellos son representaciones de una misma configuracion solo
si es posible fijar entre los respectivos conjuntos involucrados co-
rrespondencias biyectivas que preserven la relacion de incidencia y
la orientacion.

Diremos representacion topoldgica limpia a aquella en la cual las cur-
vas asociadas a sus aristas (arcos) no se intersecten - es decir, tie-
nen en comin a lo sumo sus extremos -.

- Todo multi-di-grafo finito admite una representacion topoldgica

Timpia en R3.

En efecto, basta para ello identificar los vértices con puntos de una
recta R y asignar, en forma inyectiva, a cada arista (arco) una curva
en un simiplano del haz con soporte en R.

E1 resultado anterior puede extenderse a todo (V,U) donde V y U tienen
ambos, polencia menor o igal que la del continuo,
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s s . . ca e 2
Un multi-di-grafo es planar si admite una representacion limpia en R©;
0 lo que es equivalente, en una esfera.

Para verificar la correspondencia biyectiva entre las representaciones
topologicas limplias en el plano y en la esfera basta considerar pro-
yecciones esterograficas.

Para destacar Ta importancia del concepto "planaridad" basta observar
que solo las redes que gozan de esta propiedad pueden ser esquemas de
circuitos eléclricos iumpresos.

No siempre el esquema elegido permite visualizar facilmente que un
dado multi-di-grafo es planar.

Cada representacion topoldgica limpia en R? (o en la esfera) de un
multi-di-grafo planar es un multi-di-grafo plano.

Tal el caso de G] y de G3, pero no el de GZ’ de pag.i-2.

Notemos ademds que los citados GT’GZ’G no son diagramas equivalentes
en estricto sentido topoldgico, pueS$ n% es posible definir una trans-
formacion continua de G2 en G] o G3. -

Asi entonces, dos esquemas geomélricos pueden ser equivalentes para
la Teoria de Grafos pero no para la Topologia. Por otra parte, mas
adelante veremos que dos multigrafos planos representantes de un mismo
planar pueden no ser equivalentes para ciertas cuestiones que estudia
la Teoria de Grafos.

' Conio consecuencia de un célebre resultado de Kuratowsky (K,8) las
‘"configuraciones no planares esenciales" son K¢y K3 5.,

Se demuestra que para toda superficie existen grafos que no pueden ser
representados Timpiamente en ella.

Para el caso de los grafos no planares pueden buscarse “representa-
ciones optimas" es decir, con el menor nimero de cruzamientos. Segun
se observa en (G.6) no sicumpre subgrafos de representaciones Optinas
gozan tambien de esta propiedad.

2.6.2

Hemos observado que distintos wotivos pueden 1levar a la eleccidn de

representaciones diferentes.

A titulo de ejemplo y sin entrar en los detalles de las respectivas

definiciones consideraremos varias de ellas para un mismo multidigrafo

y explicitaremos algunas de sus ventajas y/o desventajas relativas.

Sea G= (V,U) con V=1{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10 }
U={(1,2,a);(1,2,b);(4,2);(3,2);(3,3);(3,5);(5,3);

(5,6);(6,7);(9,10) }



2 d © ¢ 9 j 10
a N 3
g
b c :
1 8
4

- +
Tablas de incidencia Vértice x Ux Ux
arco vértices 1 _ a,b
a (1,2) 2 a,b,c,d |--
b (1,2) 3 e,g d,e,f
c (4,2) 4 - c
d (3,2) 5 £ g,h
e (3,3) 6 h i
f (3,5) 7 i --
g (5,3) 8 -- --
h (5,6) 9 -- J
i (6,7) 10 J --
J (9,10)

N T2

En T2 es facil reconocer cuales son los vértices entrada o salida y

en particular que 8 es aislado. En cambio, para reconocer los vérti-
ces entrada (salida) en T, debe recorrerse toda la tabla y si no se

ha especificado que hay 10 vértices no serd posible detectar, con
ella, que hay uno aislado.

Por otra parte, en T, es facil determinar cuales son los arcos para-
lelos y cuales los oplestos. Esto es mds arduo en TZ' En ambas es ra-
pido ver que e es bucle.

Tablas de precedencia

- . . . arco arco
vértice vertice
1 a -~

| 2 (doble) b —
2 | === c -
3 | 2,3,5 d -
4 | 2 e d,e,f
5 | 3,6 f g,h
6 | 7 g d,e,f
7 | == h i
8 -- i ="

| T3 l T4
9 | 10 J |
10 | --



2-28

En T3 (T4) quedan bien definidos los vértices (arcos) de entrada. Pa-

ra los de salida es nccesario recorrer toda la tabla y almacenar in-
formacidn. La existencia de arcos paralelos queda bien explicitada
en T3 pero es irrecuperable en T4.

La matriz de precedencia (entre vértices) de un multidigrafo G es
P(G) = Pij con Pij = namero de arcos de la forma (i,j).

Cn nuestro caso y poniendo . en lugar de 0 ella es

1 2 3 45 6 7 8 9 10

QO LY 0 N Wy

Es facil ver que cualquiera sea G se tiene:
- G es simétrico si y solo si P{G) coincide con su traspuesta.
+ — -
S Zpiytdi s Zegy s 4
J i
- ;Ef,p.. = nimero de arcos de G
i W

- pii* 0 si y solo si i es soporte de bucle.

Proposicion 2.6.1

Toda matriz cuadrada de enteros no negativos es matriz de precedencia
de -algin multidigrafo G. Si solo tiene componentes 0 y 1 entonces G
es digrafo.

Para ciertos problemas puede ser interesante considerar la matriz de
precedencia de los arcos, con componentes 45 = 1 si el arco j es
consecutivo del arco i y qij = 0 en caso contrario.

Si G carece de bucles puede estudiarse su matriz de incidencia (vér-
tice-arco) M(G)= ( mij) definida por:

_— 1 s1 i es vértice inicial de j

ij =1 si i es vértice final de j
0 en otros casos
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En nuestro ejemplo y excluido su bucle e se tendria

l'a b ¢ d f g h 1 j
1 1

-1 -1 -1 -1 RN
1 1 -1

C W 0O ~N G P wWw NN -
1
—
—

-

-—

Ahora arcos paralelos (opuestos) corresponden a vectores columna
idénticos (opuestos) ademas
+ -

NHL, - ,2EHL- =d., - d.
2; ij 3 i i i

Para incluir multidigrafos con bucles podria elegirse mjj= 2 si ]

es bucle de soporte pero esto afectaria la validez de las propiedades
citadas. ’

Para el caso no dirigido se introducen tablas o matrices analogas.

Aplicandolas al multigrafo sosten del que acabamos de considerar ten-
dremos.

Tablas de incidencia

arista vértices vértice | aristas
a 1,2 1 a,b
b 1,2 2 a,b,c,d
c 2,4 3 d,e,f,g
d 2,3 4 c
e 3 5 fyg,h
f 3,5 6 h,i
g 3,5 7 i
h 5,6 8 --
i 6,7 9 J
J 9,10 10 J
T. T!
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En Ti es inmediato que tanto a,b como f,g son aristas paralelas y que
es bucle. Lo mismo es mas dificil de detectar usando Té. Con esta 01~

tima es facil evaluar el grado de cada vértice y en particular que
8 es vértice aislado. Esta circunstancia no es deducilbe de Ti sin

previa aclaracion del nbmero de vértices existentes. Para hallar los
vértices adyacentes de uno prefijado seria necesario recorrer toda
la tabla Ty o toda la T5.

Tablas de adyacencia

vértice vértice
1 2(es doble)
2 1,3,4(es doble con 1)
3 2,3,5(es doble con 5)
4 2
5 3,6{es doble con 3)
6 5,7
7 6
8 -
9 10
10 9
T
3
arista arista
a b,c,d ( es doble con b)
b a,c,d ( es doble con a)
C a,b,d
d a,b,c,e,f,g
e d,f,q
f d,e,g,h (es doble con g )
g d,e,f,h (es doble con f)
h f,9,1
i h
J’ -
T
4

En Té quedan claramente indicados los vértices de grado 1, pero en

T& no se reflejan las aristas pendientes.

La matriz de adyacencia (vértice-vértice) es
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12 3 45 6 7 86 9 10
1T 1. 2 . .
2 |2 . 11 .. .
3 | . 11 2 .
4 | . 1
5 | . 2 1T .
6 | . T .1
7 1. 1
8 | .
9 | . .
10 | . 1

Si i no es soporte de bucles Ziaij =2:aji = grado de i, caso contra-
§- J
rio se obtiene su grado menos el nimero de bucles con soporte i.

Proposicidn 2.6.2

Toda matriz cuadrada simétrica de enteros no negativos es matriz de
adyacencia de algin multigrafo.

La matriz de incidencia (vértice arista) M= (mij) se define por

mij =]1 si la aristg j_tiepe uno de sus extre-
mos en el vértice 1.
2 si la arita j tiene ambos extremos en
el vértice 1.
0 en otros casos.

Para esta matriz y cualquiera sea G se tiene:

- aristas paralelas corresponden a columnas idénticas

'25'"ij = 2 5 ;Z: mij = di
i J

Hemos indicado solo algunas de las numerosas matrices que pueden aso-
ciarse a un multi-di-grafo. No todas lo representan cabalmente, pues
no todas dan informacion completa respecto de la configuracidn. Por
lo tanto, para ellas no valen, en general afirmaciones similares a
las hechas en las proporciones 2,6,1 y 2,6,2.

Para numerosos problemas, que nd impliquen la necesidad de contar,
en lugar de considerar las matrices de adyacencia o de precedencia
que hemos indicado suelen usarse las llamadas matrices de adyacencia
(de precedencia) booleanas. Tienen componentes 0,1 y se las opera en
Z2 (es decir con "operaciones booleanas"). Esto presenta notables
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ventajas de manejo respecto de las operaciones en el cuerpo real.
2.6.3

Hemos indicado varias de las formas en que es posible representar
un multi-di-grafo. Sus respectivos "grados de bondad" dependen, ha-
bitualmente, de las particularidades de los datos a considerar, de
los problemas a tratar, de los algoritmos a utilizar, de los elemen-
tos de calculo disponibles, etc. _

A continuacidn haremos algunas breves referencias concernientes a
la representacion (o codificacidn) de datos con vistas a su trata-
miento por computacion.

Aquellas dadas por tablas son razonablemente concisas y las matri-
ciales requieren, en general, mayor capacidad de memoria.

Si el Liempo requerido para procesar un algoritwmo aplicado a un gra-
fo de orden n estada dado por C.f (n) donde C es constante, se dice
que su "liempo de complejidad es del orden de f(n)" y se lo nota
0 (f(n)).

Habitualmente, la matriz de incidencia =-que para el caso dirigido
estd definida solo si G carece de bucles- ocupa mads memoria que la
de adyacencia (idem de precedencia).

Presenta poco interés para procesos de calculo pero es util para de-
ducciones tedricas.

Para el caso de digrafos los componentes de su matriz de precedencia
son 0 o bien 1 y en consecuencia, para los de orden n su almacena-

miento ocupa n2 bits, independientemente del n@yero de arcos. Para
el caso de los que carecen de bucles alcanzan (n“-n) bits y para los
simétricos- lo mismo que para la de adyacencia de grafos- son sufi-
cientes n(n+1)/2.

Si G es de orden n y lienc wm aristas (arcos distintos de bucles) su
matriz de incidencia requiere n.m (2.n.m) bits.

Utilizando Ta matriz de adyacencia los tiempos para determinar Tos
adyacenles de un cierto vértice o las aristas del grafo son, respec-
tivamente, del orden 0(n); 0 (na).

Si las dimensiones 1o permiten cada matriz de ceros y unos puede
almacenarse identificando cada una de sus filas (o de sus columnas)
con un "vector" o "palabra binaria".

Esto permite economizar memoria y ademas facilita el manipuleo de
los datos.

En general, para el almacenamiento de datos recurriendo al uso de
arreglos unidimensionales hay, ademas del “vector binario", dos for-
mas basicas; a saber: el de "lista secuencial” (packed list) y el
de "lista direccional" (linked list).

Ast por ejemplo, los datos D. , ie {1,2,...n} pueden almacenarse
en n "casillas conseculivas" respetando el orden inducido por los
indices o en forma arbitraria, pero indicando con una segunda com-
ponente en donde se encuentra el dato que sigue y cual es el dato-
inicial.

E1 almacenamiento secuencial permite un acceso directo a cualesquie~
ra de los datos, pero insertar algun otro exige el corrimiento de
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todos los que le deben seguir. En cambio, al adoptarse la forma di-
reccional el acceso a un dato obliga a pasar por todos sus anterio-
res. Para el agregado de alguno basta incorporarlo al final de Ja
lista y modificar el indicador del que le debe preceder,

A titulo de ejemplo esbozaremos como podriamos incorporar mediante

“listas" el digrafo. 4 1 2 3
< * i ——

En la forma secuencial utilizariamos dos arreglos unidimensionales.
Uno de ellos para los vértices y el restante para indicar cuales son
sus respectivos precedidos (o adyacentes en el caso no dirigido).
En nuestro caso tendriamos '

1 2] 3] 4
z,413] 2]

La listas empleadas al recurrir a la forma direccional se constru-
yen y operan de acuerdo con lo ejemplificado a continuacion

1213141516 718]9]

T

6'0 o(o[o

E1 5 de Ta primera columna nos lleva a la quinta columna cuyo 2 in-
dica que en G existe el arco (1,2). E1 6 de la quinta columna nos
lleva a la sexta, cuyo 4 informa que otro de los arcos con vértice
inicial 1 es el (1,4). E1 0 de la sexta columna significa que todos
los arcos de vértice inicial 1 han sido considerados Yy que debe dar-
sarse a la segunda. columan. E1 7 de ésta permite deducir, al consi-
derarse la séptima columan, que el Gnico arco con vértice inicial
2 es el (2,3).

Procediendo en forma similar, de las columnas tercera y octava se
deduce la existencia del arco (3,2) y de las columnas cuarta Y nove-
na que 4 es vértice de salida.

Eey

621
~
8]
(el

£1 almacenamiento de la tabla de adyacencia de un grafo de orden n
con m aristas, utilizando tanto la forma secuencial como la direc-
cional, ocupa una capacidad de memoria del orden 0{ (n+m) ]og.zn).

La incorporacidon (o eliminacion) de una arista utilizando la forma
secuencial 1leva un tiempo de orden O(n+m); es menor si se emplea
la forma direccional y se reduce a 0(1) con la matriz de adyacencia.

Afirmaciones similares caben para el caso dirigido y referencia mas
precisa pueden hallarse en (S.1) pag. 350,354).

Que Ta eficacia del método elegido para operar con los datos puede
depender de éstos y no del problema a tratar gquedara ejemplificado
con las siguientes consideraciones.
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Las mismas resumen lo deducido en Kolman-Busby (K.6) al plantearse
el problema de verificar la transitividad de una relacion.

Suponiendo, en primera aproximacion, que todas las operaciones a
efectuar requieren un miswo tiempo de ejecucién se indican con T,

y TL los que son necesarios para constatar la transitividad de una

relacion segun se haya emplcado, respectivamente, su matriz o cier-
ta lista direccional. Se ve que si n es el nGmero de vértices, cuan-
do el nmero de aristas "es grande" frente al de vértices el almace-
namiento matricial es n veces mas rdapido que el restante. Si por el

contrario el nimero de aristas "es pequeiio" frente a n2 es mas con-

veniente recurrir al de la lista direccional adoptada.

Otras consideraciones relativas a vinculaciones entre grafos y com-
putadoras pueden verse en Heap (H.G), kolman-Busby (K.6), Sahnj
(S.1), Roy (R.1), Doe (D.1), Aho-Hopcrofy-01lman (A.2), Knugh (K.8).

Para el caso de grafos con caracteristicas particulares podran estu-
diarse otras formas de representacion. As7 por ejemplo, Turdn (T.3)
estudido la codificacion de grafos planares, Hiz (H.15) la de aque-
1los correspondientes a ciertas moléculas quimicas.

Por otra parte, los "arboles" y los "arboles con raiz" constituyen
clases de configuraciones muy importantes. Respecto de sus formas
habituales de representacidn pueden consultarse, entre otros, Knu
(K.8), Aho-Hopcroft -Ullman (A.2).

En  (R.6) se propone un Tlenguaje, denominado GRAAL (graph
algorithmic lenguaje), para implenetar algoritmos en computadoras
y se desarrollan algunas aplicaciones del mismo. Posteriormente, en
(R.7) se lo considera con relacidn a problemas que presuponen multi-
digrafos representados atendiendo a su relacidon de incidencia y sin
referencia explicita a los vértices.

Otros de los lenguajes propuestos para abordar problemas en grafos
son: el desarrollado en Yugoeslavia por el grupo que dirige Cvetko-
vic (C.2) (C.4) y el elaborado-por King (K.10),(K.11) como extensidn
del FORTRAN.

- En las respectivas bibliografia puede hallarse mas informacidn sobre
esta cuestion.



EJERCICIOS

2-1 : a) Supuesto que A habla castellano,ingle$ y francés, que B habla
alemdn,castellano e inglés; que C habla castellano y alemdn;
que D hab]a solamente francés, esquematize las distintas con-
versaciones que pueden mantener entre ellos.

b) Idem a) si ademds E entiende pero no habla francés.

2-2 : Un proyecto se compone de las tareas: m,n,o0,p,q,r,s,t; para cuyas
ejecuciones deben respetarse las siguientes restricciones:
- m,n,q pueden iniciarse inmediatamente.

- 0,p pueden desarrollarse simultéaneamente pero ambas exigen la
terminacion de m y de q.

- para comenzar r debe terminarse o

- para el inicio de s es necesaria la terminacidon de o y de n.
- t s6lo puede comenzarse una vez concluidas p,q,r

- el proyecto termina cuando s y t han sido realizadas.

Dibuje un esquema que represente la situacidn indicada y determine si
se han enunciado restricciones superfluas.

2-3 : Horacio celebra el fin de afio cenando con sus amigos Pablo,Diego,
Fernando, Gaspar, Julidn y Nicolas. Haracio estd en buenas re]ac1o-
nes con ]os seis, pero:

Pablo y Fernando estan enemistados.

Gaspar, Pablo y Diego suelen discutir.

Julian le debe dinero a Nicolas.
-Gaspar le quitd la'novia.a Fernando

- Julian es socialista y Fernando es conservador.
= Nicolas y Gaspar- se han énemistado por problemas de trabajo

. puede Horacio sentar a sus amigos alrededor de una mesa redonda
de forma que cada comensal tenga a ambos lados personas con las
cuales estd en buenas relaciones? ; de cuantas maneras?.

2-4 : Construya un grafo auxiliar que le permita resolver el siguiente

problema:
Dado
ubique en cada uno de los cuadros a,b,c
d,e,f,g,h un entero del 1 al 8 de for-
ma que no correspondan naturales conse
e £l cgtiyos a cuadros que tienen lados o
vértices.,comunes.
a c| d

¢Cuantas soluciones hay?

2-5 : De una representacidon topolégica del digrafo G= (V,U) = (V, 1)
: definido por:

a) Xla b c | d elfg“lh]1
"1 (A) ]a,b,d c,d Ib,d ’- f le,g l- ld ’- )



b) V= naturales divisores enteros de 30 y U= arcos (0,

0,2);
(0,5) o de la forma (a,b) con b=a.p con p nimero primo y a

(
# 0.
¢) V= subconjuntos de un conjunto de tres elementos.
(a,b)eU si a<b y no existe c -distinto de ellos - tal que
a=c<b.

d) V= conjunto de ternas a = (a],a?,a3) con a1€1(0,1 };i=4{1,2,3}

0,3);

(a,b) €U si las ternas a,b solo se diferencian en una de sus com-

ponentes y en ella a,<b;.

Verifique que los digrafos definidos en b),c),d) son isomorfos.

2-6 : Determine cuales de los siguientes diagramas representan un ri smo

grafo.

2-7 : Verifique que los siguientes grafos admiten 14 isomorfismos.

2-8 : Vea que si G, y G, son multigrafos isomorfos tambien lo son sus

respectivos sostenes. ;Vale tambicen la reciproca?
2-9 : Verifique que dado el multidigrafo G= (V,U, D )=(V,u, };PQq)
a- u,v son arcos paralelos si y solo si b(u) = D(v)
b- u,v son ai'cos opuestes equivale a Di(U)=>q(V) y Dq(u)gbi(v)
c- si x no es soporte de bucle entonces -
i+ - - -k
d o= 015 dyg = 1T

G es p-digrafo si y solo si

[«
1

p= max.|>-](a,b)|; (a,b)eEU.

e- G carece de salidas si y solo §i>1 es sobreyectiva.



2-10: Dado el digrafo G= (V,U,Di,?q)-‘-(V,r ) vea que:
a- F= D q“Ui
b- G es inyectivo si y solo si ID-]q(x)Ifil y funcional si y

solo si ]DT]‘(X)? 1.
. i

2-11: Vea que si G]= (V,P]); G,= (V’PZ) entonces G] U 62 =(v,P|ur§) y
n' - 1Y "
2-12 : Represente:

a) los 6 multigrafos que pueden construirse con 3 vértices y 2
aristas.

b) los 10 multigrafos de orden 3 con 2 arcos.

c) todos los digrafos de orden 3 posibles de definir por una rela-
cion antisimétrica.

d) todos los digrafos sin bucles de orden 3.
e) todos los digrafos funcionales de orden 4, sin vértices aislados

2-13 : Represente los 28 grafos .posibles de definir con n=];2,3 vér
tices y los 11 sin bucles de orden 4.

2-14 : Verifique que existen 34 grafos sin bucles de orden 5.
2-15 : Demuestre que:

a- K y K tienen, respectivamente, (n) Y p.q aristas.
2

P,q

b- cualquier grafo bipartido de orden n tiene a lo sumo {n2/4]
aristas y que la cota anterior no es mejorable

2-16 : Demuestre que en toda fiesta en que cada persona tiene exacta-
mente Kz1 amigos del otro sexo hay tantos hombres como mujeres.

2-17 : Los esquemas que representan un cuadrado o un cubo son grafos
bipartidos regulares. Vea que lo mismo puede afirmarse respecto de los
representan hipercubos (sus vértices son las n-uplas de 0 y 1 y son ad-
yacentes aquellos cuyas nuplas se diferencian en solo una de sus compo-
nentes).

2-18 : Vea que para todo n >3 existe al menos un grafo sin bucles de
orden 2n y 3-regular que no contiene K3 como subgrafo.

2-19 : a) represente los 7 subgrafos no vacios de K3
b) determine cuantos subgrafos etiquetados no vacios tiene K3.
c) determine cuantos subgrafos etiquetados cubrientes admite KJ.

3
d) vea que Kn tieneéZ: p)J ) subgrafos etiquetados no vacios
2-20 : Explique porqué en todo grafo no trivial sin bucles hay al menos

dos vértices de igual grado. Demuestre que lo anterior es falso si se
admiten bucles o aristas paralelas.

2-21 : Sean E,Sy T los conjuntos de vértices de un multigrafo G en los



+ - + - + -

L ~ + 3 N > =
cuales se tienen, respectivancnte, dx dx s dx(dx s dx dX

Vea que: a- G es balanceado si y s6lo si E y S son vacios.
b- E es vacio si y solo si S es vacio

- Z(d+ Ay = 2 (d - d‘;)

xer % % X€S
'2-22: Vea que en la clase de Tos grafos sin bucles -
a) dos grafos son isomorfos si y solamente si tambien lo son sus

respectivos complemetarios.

b) Tos grafos dados en pag. 2-15 son los Unicos autocomplementa-
rios,de orden menor que 6

c) el orden de los grafos autocomplementarios es congruente con
0 o con 1 modulo 4. :

1

d) para todo n = 0,1 (mod 4) existen grafos autocomplementarios
de orden n, i

1

2-23: Vea que existen 8 grafos regulares, sin bucles, de orden 6.

2-24: Verifique que la relacion de isomorfismo de grafos es una rela-
cidn de equivalencia y que la composicidn de los automorfismos
de un grafo determina un -grupo.

2-25: Vea que todo grafo puede identificarse con el subgrafo inducido
por cirtos vértices de algin grafo regular.

2-26: Vea que:
a- cualquier subgrafo inducido por vértices de un completo (bi-
partido) es completo (bipartido).

b- cualquier grafo sin bucles de orden n es isomorfo a un subgrafo de Kn

2-27: Demuestre que si en una reunidon cada par de presentes tiene un
amigo comln en la reunidn entonces exisle alguien que es amigo de to-
dos los presentes.

2-23: Recordando que al definir el grado de un vértice de un multi-
grafo los bucles cuentan doble vea que:

a: la suma de los grados da el doble del nimero de aristas.
b: hay un nGmero par de vértices de grado impar.

c: todo multigrafo k-regular con k impar tiene un numero par de
vértices.

2-29: Si G es de orden n y dj es el grado del vértice X; vea que:
a) una sucesion de enteros no negativos d],...,dn es la sucesion
de grados de algin multigrafo si y solo si_ii di es par.

- <1 Lo L= L.
b)que To afirmado en a) no es vdlido si nos restringimos a gra-
fos o a multigrafos sin bucles.

2-30: Verifique que toda matriz cuadrada (cuadrada y simétrica) de en-
teros no negativos es la matriz de precedencia (de adyacencia) de al-
gin multidigrafo (multigrafo).

2-31: Demwuestre que:
) . . 2
a) el nimero de digrafos ctiquetados de orden n es 2n y que

2n(n-1) de ellos carecen de bucles

b} hay 2n(n+1)/2 grafos etiquetados de orden n y que de ellos
2n(n—])/2 no tienen hucles. '



c) que 1os 8 grafos etiquetados sin bucles de orden tres corres-
ponden a solo 4 esquemas esencialmente distintos. '

2-32: Demuestre que si cada arista de K6 se pinta de rojo o de blanco

queda determinado,necesariemente,un"triangulo rojo" o un "triangulo
blanco" o equivalentemente. )

Demuestre que todo grafo G de orden 6 es tal que G o su complemento
contiene al menos un conjunto de tres vértices adyacentes dos a dos.

Vea ademds que n=6 es el menor de los drdenes para los cuales es vali-
do lo afirmado precedentcmente.
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