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CAPITULO 1.

El ndmero complejo. Propiedades topologicas del plano complejo. Continuidad
y diferenciabilidad de funciones a valores complejos. Funcibén holomorfa. Con-
diciones de Cauchy-Riemann. Series: criterios de convergencia. Series de poten-

cias. E1 teorema de Cauchy-Hardamard. La distancia cordal.

1. EL NUMERO. Supondremos gque el lector ya conoce a los nimeros complejos vy
sus propiedades. Esta seccidon es sdlo un repaso informal e incompleto de esos
conocimientos. El conjunto de los nimeros naturales N = {1, 2, 3, ...} es una
familia cerrada bajo dos operaciones fundamentales: +, X,
2 =1{..., -2, -1, 0, %, 2, 3, ...} es una ampliacidn en la que también pueden
realizarse las operaciones de suma y producto de dos nimeros siendo el resul-
tado otro nimero en Z. Estos son las nimeros enteros gue en el método genéti-
co de introduccidn del ndmero que estamos describiendo aparecen como la res-
puesta a la necesidad de restar dos nlmeros naturales. La necesidad de dividir
dos nimeros en Z, py 9, g # 0, lleva a la introduccién de los nimeros racio-
nales Q = {p/a; p,a € Z, q # 0}. Esta familia es cerrada bajo las operaciones
+, X, -, + con divisor distinto de cero. (El conjunto de los racionales con
sus operaciones definen un cuerpo ordenado minimo: todo cuerpo ordenado K con-
tiene un subcuerpo ordenado isomorfo a Q). El conjunto de los nimeros reales
se obtiene extendiendo O, y como hasta ahora, de manera que se satisfaga el
principio de permanencia de las leyes formales; es decir, en este caso R™
y las operaciones, +, x, -, + en R restringidas a Q dan los mismos resultados
que se obtenian antes de la extensidtn. En R puede definirse el logaritmo
log,y x» x > U, y el concepto de 1imite: (1 + 1/n)" ——— e. Pero este (ltimo
n =+ o
es un concepto topoldgico mas que aritmético. NUmeros como m, e y /2 pertene-
cen a R\Q.
El nimero real es introducido, por ejemplo, por cortaduras de Dedekind y vale
para ellos el teorema fundamental: si se separan los nimeros de R en dos cla-
ses no vacias A, B tales que todo nimero a ¢ A es menor o igual que todo nidme-
robeByR=ALl B (cortadura) entonces existe un s6lo nimero real r tal gue
a st £b para todo a £ A, para todo b ¢ B.
La geometria analitica se basa en el principio que dice que pueden ponerse
en correspondencia ordenada los puntos de una recta y el conjunto de nimeros
reales. En términos geométricos entonces el teorema fundamental mencionado

dice que la recta es "continua", y corresponde a lo que se llamd postulado



de continuidad de la recta o postulado geométrico de Cantor. Conceptualmente

es equivalente al principio de encaje. Diremos que {[an’bn]: a < bn},

n=1,2, ..., es un encaje de intervalos de nimeros reales si an < an+1,

bn+1 < bn y bn - a > 0 para n > «, El teorema de encaje (de intervalos cerra-
dos) dice que existe un y s6lo un nimero real p tal que a =p s bn para todo n.

(E1 teorema de plenitud y unicidad de los nimeros reales puede enunciarse asi:
todo cuerpo ordenado completo K es isomorfo a R. La completitud se define por la
existencia de por lo menos un elemento de separacion en todo encaje en K).

La familia de nimeros complejos C = {(a,b): a,b € R}, o también C = {a + ib:

a,b € R, i = v/-1}, aparece al tratar de extender el concepto de nimero real
de manera que puedan realizarse en C operaciones como uB, o # 0, o resolver

ecuaciones como x~ + 1 = 0. Recordemos que a = (a,b), o @ =a + ib = a.1 + b.i,
es igual a cero si y s6lo si a = b = 0. En otras palabras, las "unidades"

1 e i son " linealmente independientes respecto del cuerpo R". E1 llamado teo-
rema final de la Aritmética de Hankel asegura que no puede ampliarse mas el
concepto de nlmero de manera que se conserven las leyes formales de las ope-
raciones. (Mas precisamente, no existe un sistema de nlmeros de mas de dos uni-

dades que forme un cuerpo conmutativo).

2. EL NUMERO COMPLEJO. Sea o = a + ib = {p,4] donde oD = //az + bz, ¢ = arc tg(b/al
¢ puede reemplazarse por ¢ + 2km, k € Z, en la representacidn polar del ndmero
complejo a. En general fijaremos de antemano un intervalo semicerrado de lon-
gitud 27 donde se encontrara el argumento ¢, vg. ¢ € [0,21), ¢ ¢ (-m,m], etc..

El modulo p € [0,%). Cuando a = 0, y sblo en ese caso, p = U, y ¢ puede tomar

cualguier valor. Sea |a| := p. Valen:

a) |z1 + z2| < |z1| + |22|, y por tanto,

el = Aoyl 5 12, - 2],
b) siz := [0,-¢] entonces [Z| = |z] y
727 = |z|Z pues,
c) 2.2, = [0102, ¢1 + ¢2],
|Z122| = ‘Z1l'|22|9
d) Z, + 2, = [(Df + Dg - 20102c05 W)1/2, o1,
e) i = [1,m/2], i = -1, i° = -1, i% =1,

f) si z, = 0, 21722 = 21/22,



g) parte real de o = Rqg := a, parte imaginaria de g = Ig := b} z + z = 2Rz = 2a,
h) de (a + ib)(c + id) = (ac - bd) + i(ad + bc) se deduce la ley del paralelo-
gramo:

|2

2
= 2]21|

+ 2|22|2,

i) el producto escalar de z,u € C es por definicién (z,w) := zw, y por tanto
[(z,w)] = 2] . ]ul.
Identificamos al ndmero real x con (x,0). Tenemos
i) [1,¢] = (cos ¢, sen ¢) = (cos ¢, 0) + i(sen ¢, 0) = cos & + i sen ¢ =
4 ' 3 5 . (

2 02 ‘b
:U—m+%—ujﬂw—%+L—HJﬂ+¥wiuw”.ﬂ§

k) etV = eiw-[oy¢] = [y 0 + ],
1) @ = (a,b) = [py0] = p.e™® = o(cos ¢, sen ¢) = plcos ¢+ 1 sen )3 luego,

iv i(o+h)

e . a= |af.e ,

m) et 41 = 0, formula de de Moivre-Euler,

— -2id
n) z = z.e ,

o) sea z * 05 1/z = 1/[p,0] = [%& -6] = O~1.e_l¢. La aplicacion z » z' = 1/z
pone en correspondencia biunivoca al conjunto |z'| <1 con |z| > 1, |z'| >

con |z| <ty |z'| =1 con |z| =1, y sugiere la introduccidn de un punto en

el infinito, imagen de z = 0O,

p) sear >0, n € Nj (reicb)n = rn(ei¢)n = Neid _ r'(cos n + i sen nd ),
(férmula de de Moivre),
a) D/Reiw = (RetWy1/n _ R1/0 (ei0y1/n,

) (elw>1/ﬂ _ ei(dH'ZkTT)/ﬂ

T s k € Z, Todos los valores posibles del argumento son
%-, %—+ %%3 cee s %-+ (h - 1)%%—, que corresponden a k =0, 1, ..., n - 15 si
K =n, n+tl, ..., ok = -1, -2, ... vuelven a aparecer los n ndmeros distintos:
1) elw/ﬂ.1, elw/n.812n/n’ o elw/n.el(ﬂ~1)2ﬂ/ﬂ.

iv/n

Los factores de e
en (1) que v e [0,21).

son las raices n-ésimas de la unidad. Podemos suponer

3. LA ECUACICON CUADRATICA. E1 problema que surge en el campo real al tratar



de encontrar las raices de x2 +1 =0 no es otro que el de hallar

(_1)1/2 ; (ei”)1/2

. Y no es en manera alguna un problema especifico de esa
ecuacion de segundo grado. Sea y = ax2 + bx +c, a,b,c ¢R, a z 0. Hallaremos
los x para los gue y = 0. Haciendo x = X - Yy se obtiene y = aX2 + d para un

cierto valor de y. Luego el problema se reduce a calcular (-d/a)1/2. Se ve

ensequida que los valores posibles son

) . b/ 6% aac .
1,2 7 2a

. , . . .. 2 .
Las soluciones estardn en C\R si el discriminante b - 4ac es negativo. E1
método no usa en absoluto el hecho que los coeficientes sean reales por lo

que (2) resuelve también la ecuacidn de segundo grado a coeficientes comple jos.

4. LA PROYECCION ESTEREOGRAFICA. Llamaremos plano de Argand, o Gauss, o

simplemente plano complejo, al conjunto C de los pares z = (a,b), a,b ¢ R.

Si 7, = (ai,bi), i=1, 2, la distancia entre 21y 25 sera

) 2.1/2 . .
’21 - 22| = ((a1 - ay)" + (b1 - b2) ) . (Asi |z| define una norma en el es-

pacio C asociada al producto escalar (21,22) = 21.E;L 0 sea, topoldgicamente,

C es isomorfo a R x R = RZ ). Cuando al plano de Argand se le asocia un punto
o vinculado con C en la forma que se describe a continuacidén hablaremos de

la esfera de Riemann. (C |J {~} es topolégicamente isomorfo a la superficie de

la esfera unitaria en RS).

Proyectando desde N sobre C (ver figura 2) la superficie § de la esfera unita-
ria cuyo ecuador se encuentra en C, se establece una correspondencia g en la

que N <> =, y que permite definir z -+ oo exactamente cuando su homblogo P e ¥

tiende a N.

(x4, )

Z = (x1ly)e (¥ Y0)

-4 -



A S opuesto de N en I, le corresponde z = 0, y puntos simétricos en la esfera
respecto del plano del ecuador se corresponden con puntos inversos respecto
a |z| = 1 en el plano complejo: P >z, P' +a = a = 1/7. En efecto, utilizan-

do semejanza de triadngulos y que (& + in)(g - in) = (1 -z)(1 + ¢) obtenemos:

(3) =X +E+-: S — (Ngz 3" Péz, etc.),
£ n b 1 -2
. A A
(4) a. % . - ; = En , (NDa ~ NQP'),
. A A
2 _ dist (N,z)
(5) TSt WPy - 3 s (NSP ~ Nz0O).

Luego, z = (€ + in)/(1 - ¢), y |a.z]| = (g + in)/(g - in)| = 1. O sea, a = 1/z.
Ademas
5) £ _dist (N,P) 2 2 I

x dist (N,z) dist (N,2)° 1 % x2 + y2

Por tanto, si |z| 2 1, o equivalentemente para ¢ 2 O:

£ +in = —E—, =221,
zz + 1 zz + 1
(7)
;= &+ in
1T -z
_ 1 +cle) _gt+in  __g+in _
Notando que z(a) = -z(z) y que a = E-in "1 -&a) "3 IC(ayTr, se dedu

ce que (7) también define a la transformacidn o restringida al hemisferio sur
de I y cuya imagen es el circulo unitario {|z| < 1}. Ademds g transforma
circunferencias en § en circunferencias en Cy o rectas. Si nominamos a las
rectas como circunferencias (degeneradas), o pone en correspondencia circunfe-
rencias con circunferencias. La transformacidn es conforme: dos curvas en C

. [ 4 14 . . 14
que se intersecan en z y cuyas tangentes alli forman un angulo § tienen image-

nes en I que se intersecan en P y cuyas tangentes forman también un angulo g,

5. EL PLANO COMPLEJO. Llamaremos entorno circular de un punto z, aun conjun-

to Be(zo) de la forma {z: |z - zol < g} para algin ¢ > 0, y por entorno de



Z, entenderemos cualquier conjunto de C que contenga un entorno circular de
z . luego, z_ =+ 2z siy sOlo si lz -z ] —> 0 siy sblo si z ¢ B desde un
0 n 0 n 0 n £

n -+ o
n en adelante y cualquiera sea e Un entorno (circular) delw serd la imagen
por la transformacidn 1/z de un entorno (circular) del origen. Llamaremos
acotado a todo subconjunto M del plano complejo para el que exista un circulo

Br(U) tal que Br(U)ZD M. Llamaremos abierto a cualquier unién de entornos
circulares: A = .
S U {Br(a)(za)' a + A},

Sea In un rectangulo [a1’n,b ] x [a2,n’b2 ls n=1,2, ... .5i

1,0 s

diam (In)-—9-D y I, 2 I ,, diremos que {In} es un encaje de rectangulos.
n > o
Vale (demostrarlo): existe un Unico punto comin a todos los rectangulos de un

encaje.
Dado un conjunto M < £ diremos que z es un punto de acumulacidn de M si para

todo BE(Z), Bg(z) N M contiene infinitos puntos. El teorema de Bolzano-Weierstrass

afirma gque todo conjunto infinito y acotado posee un punto de acumulacidn al
menos.

Un conjunto K se dice compacto si ademas de acotado es cerrado. Esto Ultimo
significa gue su complemento O\K es abierto. Se demuestra que K < C es compac-
to si y sblo si todo subconjunto infinito M < K tiene un punto de acumulacidn
en K. O también, toda sucesidn {zn} & K contiene una subsucesidn convergente

{Zn } convergente a un punto en K. Teorema de Heine-Borel: un conjunto K es
J

compacto si de todo cubrimiento de K por circulos, |J {BE (ZK): Xe A DK,
A
puede extraerse un subcubrimiento finito: BE U...UB 5 K. (Notese que
M y

no exigimos que Z, € K aunque, obviamente, la versidn del teorema con esta

hipdtesis adicional es equivalente a la anterior).

Dado un conjunto T < C designaremos con T a su clausura que es la unidn de T
con todos sus puntos de acumulacidn. Sji un punto a € T\T entonces necesariamen-

. -« 2 .
te existe una sucesidn {zn}(: T tal que z > a. T es un conjunto cerrado, y

es el menor conjunto cerrado que contiene a T. Llamaremos disco a la clausura

de un entorno circular de un punto:

§;(a) ={z: |z - a| = 1),

Un arco simple S es un arco continuo sin puntos miltiplos, es decir, la imagen

S(t), biunivoca y bicontinue de un intervalo cerrado finito propio tD St s t1.

Una curva cérrada simple, o curva de Jordan, es un arco J continuo con un

s6lo punto miltiple: J(to) = J(t1).



0 sea, una curva de Jordan es la imagen biunivoca y bicontinua de una circun-
ferencia.

Un dominio es un abierto conexo: D es abierto si para todo punto z, € D existe
BE(ZO)C: D; D es conexo si para cada par de puntos Zys Z5 €N D existe un arco

simple que los une contenido en D. El famoso teorema de Jordan-Veblen asegura
que el complemento en € de una curva de Jordan J, C\J, estd formado por exac-
tamente dos dominios, uno acotado, el dominio interior, y el otro no acotado,
el exterior. Todo arco simple que une un punto de uno con un punto del otro
interseca a 7J. pm‘maﬂodeuﬂgﬁmaﬁo
Para saber si un punto z € C\J es interior o exterior basta unirloe con un pun-

to de J ( por ejemplo J(to)) y recorrer la curva con el extremo en J. Si al
regresar al punto (J(tq)) el angulo total recorrido es 0 (27, -27) entonces

z es exterior (interior).

Un dominio X se dice simplemente conexo si toda curva de Jordan J contenida
en 2, J< I, encierra solamente puntos de X. Es decir, el interior de J esté
contenido en I, Intuitivamente, un dominio simplemente conexo es un dominio

sin agujeros.

6. SUCESIONES Y SERIES. Suponemos aqui que el lector estd familiarizado con
los conceptos de supremo (Sup) e infimo (inf) de una familia de nOmeros reales
y el de limite de una sucesién de nimeros reales, y también con los de limite
superior (1im) y limite inferior (lim).

Sea zn = (xn,yn), n=1, 2, ..., una sucesion de nlmeros comple jos, esto es,

una aplicacién de N en C. z, >z siy sblo si Izn - Zo| + 0, lo que eqguivale a

- -+ - -
X X5 g, Y, Yq 0.

Aplicando el criterio de Cauchy a {xn},{yn}, resulta éste mismo para {zn}:

condicion necesaria y suficiente para la convergencia de una sucesidn {z } es
n

que dado € > 0 exista n = n(€) tal que para todo p > 0, |zn+p - Zn' <e. En
- < - - < -

efecto, |zn Zml 'xn xml + |yn yml = 2'2n z b

z, es el limite de {zn}: 2, = lim Z Si {zn} define un conjunto infinito

n -«

entonces Z, es su Unico punto de acumulacidn. Vale:

Z T Zyaw_ TW Tz o+ w >z +tw, zw *>ozuw siz =0 % 2 w/z >y
n > Un n - oon > “nn » Y n’ n/ n /2

(demostrarla).



oo n
Seaa.eC, j=0,1, 2, ... . Recordemos que ya.=:15siS = ¥a.>s,
j 573 ntT 8%

£l criterio de Cauchy aplicado a {Sn} dice gue existe la suma de la serie

a, +a +a, + ... siy sblo si para todo € > 0 existe n = n(g) tal que

.. + a < £ cualguiera sea p 2 0.

la_ +a_ |
n n+1 n+p

[ee]
Recordemos que la serie se dice absolutamente convergente si ) |aj| =t < o,

5i esto occurre también la serie original converge a un nimero S, y cualquier
reordenamiento de la misma da lugar a una serie convergente a S (convergencia

incondicional). La convergencia absoluta no equivale a la convergencia simple

1 1 1
(1 —§+3—Z+...).

7. FUNCIONES COMPLEJAS. Una funcidn compleja, o a valores complejos, es una

aplicacion f de un conjunto Df, su dominio, en C. Si su valores estidn en R C

diremos que la funcidn es real. Salvo indicacidén en contrario supondremos siem-

pre Do < C.  se dir continua en z € De siz >z en D implica f(zn) +~ f(z).

Es facil ver que f(z) es continua en z = x + iy si y s6lo si las funciones re-
reales Rf(z), If(z) son continuas en (x,y) y que si f y g son continuas en z

y D = Dg entonces f * g, f.g, y f/g si q(z) # 0, también lo son.

lLa continuidad de f en z ¢ D]C significa entonces gue Iim f(zn) = f(z). Se
zZ >z
N

dice que f es continua en Df si y sb6lo si lo es en cada uno de sus puntos. La
continuidad en z, € Df puede describirse en la siguiente forma equivalente:
para todo € > 0 existe un n =n(e) > 0 tal que si Iz - Zol <n, z ¢ Df, enton-
ces |f(z) - f(zo)| < g, (demostrarlo).

La funcidn f(x) = 1/x, DF = (0,1), es continua, pero a medida que x_ = z_ se
acerca a 0, el mayor n(e) posible para un € fijo, es cada vez mas pequefio.

Cuando esto no ocurre se habla de continuidad uniforme: f es uniformemente

continua en De si para todo € > 0 y todo z, € Dp existe un n = n(e) tal que

lz - zDI <n = |f(z) - f(zo)l < e,

TEOREMA DE HEINE-CANTOR. Si /£ es continua en eof conjunto ceanado y acotado A

entonces £ es acolada y unifoamemente continua alli.

DEMSOTRACION. (E1 ejemplo precedente prueba que el teorema no vale si A no es



compacto). Dado a ¢ A existen Bn(a), n = nla), tal que si 21525 € Bn(a) n A
entonces |f(z1) - f(zz)l < €. Esto se expresa diciendo que la oscilacidn de

f en B (a) es menor que g. Cada punto a de A 1o cubrimos con un entorno ‘circu-

lar Bn(a)/2(a)‘ €l teorema de Heine-Borel asequra que con un ndmero finito de

estos entornos queda cubierto todo A. Sean estos los correspondientes a los

puntos a ay- Sea z, € A. Existe entonces aj tal que B

19 e ﬂ(aj)/Z(aJ) 3 ZO.

Sea n = inf {n(aj)/Z}. 5i |z - zO| < n entonces z ¢ Bﬂ(aj)(aj> y por tanto
[f(z) - F(zo)l < €. Ademds |f(z)]| = sup If(aj)l + €, QED.
J

8. DIFERENCIABILIDAD. Sea DF un abierto. Diremos que f es diferenciable en

f(z) - f(z,)
. < ) .
z, € DF si 7z +1 € C para O |z zol >+ U, y que 1 es la derivada
de fenz :1 = —i(z )5 escribiremos también 1 = f'(z ).
0 dz'"o 0

Es claro que si f es diferenciable en Z, entonces es continua en ese punto.

La reciproca es falsa. Por e jemplo, |z| no es diferenciable en z = 0 ni en

z = 1. Arg z no es diferenciable en z = 1.

DEFINICION 1. Seq Df un abiento. £ se dice holomorfa en D[ (0 analitica regu-

lar) s¢ es diferencialle en todo runto de su dominio.

S5i DF = Dq y 'y g son holomorfas en un abierto entonces f + g, f.gy f/q

para g *0, también lo son y vale:

1) (F+9)"(z) = F'(2) + g'(2); (F.q)'(z) = Fr(z).g(z) + f(z).q9"(2);

d(f/q) _f'g - g'f
dz - z ‘
s}

ii)

(Estas férmulas valen punto a punto, y por tanto son vélidas si f y g son sblo

diferenciables en un punto.) La Gltima sigue de i) y de
(8) Z(1/g) = - L(z)
dz* /97 = 2

Sea f holomorfa en un abierto que contiene a g(Dg). Entonces w(z) = f(g(z))



es holomorfa en Dg y (cf. §3):
(9) w'(z) = f'(g(z)).q'(z2).
Auw _ AFAg

Az~ Ag " Az

constante en un entorno de z, Ag = 0 = g'(z) pero también w es constante en

En efecto, si Ag z 0, y pasando al limite resulta (9). Si g es

ese entorno y w'(z) = 0, qed.

DEFINICION 2. lna funcién £ se dice holomoafa en un punto a s esta definida

en un entoano circubaun Br(a) donde es holomoafa.

Luego, f es holomorfa si vy s6lo si es holomorfa en cada uno de los puntos de

Df.

DEFINICION 3. Si f es holomorfa cn C decimos que T es una funcion enlenrd.

Todo polinomio de grado n, P(z) := aoz + a1z + .. + an, aO z 0, es una

funcidn entera. En efecto, basta ver que zn lo es. De la identidad

n n n-1 n-2 n-1

(10) z -z 0= (z - zo)(z A I )

n n

‘£ - Zo n-1
resulta que — >Nz . Es decir,

0z 2z
n

(11) g%— B

Un teorema de Gauss (gue demostraremos mas adelante) afirma que en a lo sumo

n puntos de C: P(z) = 0. Sean Zys eens Z. Si Q es otro polinomio, la funcidn

racional Q{z)/P(z) es holomorfa en C\{z1,...,zm}.

g. LOS SIMBOLOS O Y o. Sean f(z) y g(z) funciones complejas definidas en

U = Br(a)\{a}. Diremos que f(z) = 0(g(z)) para z » a si existe una constante

A

M tal que |[f(z)| < M|g(z)| para |z - al < rs» T, S T3y que f(z) = a(g(z)) si

- 10 -



para todo € > 0 existe ro(e) tal que |f(z)]

IIA

e|g(z)]| cuando |z - a] < ro(g).

Asi tenemos, para (x,y) - O: e’ = 0(1), z° = o(z), z = 0(1),

|z|2 = o(//x2 + y2) = o{|z|). En particular, si f estéd definida en un entorno

Af

de z y es derivable en ese punto, o sea, existe el lim A7

0=zAz->0
AF = F(z + Az) - F(2) = 1.0z + o(1) Az = 1.Az + o(Az). Si el incremento de f en

= 1, entonces

z verifica esta relacidn. entonces 1 = f'(z).

z)) esté definida en un entorno
de z y existan r'(z), f'(z(z)). Entonces Aw = f(g(z + Az)) - f(z(2))
Fz(z)).00 + o(1) &z = F'(5(2))(g"(2)Az + o(Az)) + o(1)az =
= f1(z(z)).c'(2)8z + o(Az), y por tanto, w'(z) = F'(¢(2)).c'(2), (cf. (9)).

Supongamos gque la funcidn compuesta w(z) = f(g(
f‘

10. LAS CONDICIONES DE CAUCHY-RIEMANN. Sea f holomorfa en z = (x,y), f(z) =

f(z) = ulx,y) + iv(x,y), Uy v reales. Si Az = h real:

f(z+Az) - f(z) N u(x+h,y) - u(x,y) + i v(x+h,y) - U(x,y) >u + v = f'(z)
Az - h h X X

5i Az = ih,

Af u(x,y+h? - ulx,y) + i v(x,y+h? - v(x) > -iu + v = F'(z).
Az ih ih y y

Entonces

(12) U = Vs U= -u o en oz,

APLICACION, Sea f(z) holomorfa en Br(a) con f'(z) = 0 alli. Entonces

U=V T 0, y por tanto, uy = Uy =0 en Br' Luego, u es constante y v también,

es decir, f(z) es igual a unma constante.

Vale el

TEOREMA 1. Sea f(z) = u(x,y) + iv(x,y) definida en un entorno de z = (Xsy )y
Uy Vv neales, T tiene dernivada en z 5i y 4600 50 U y v son diferencialles en

(xsy) ¢ salisfacen Cas condiciones de Cauchy-Riemann (12). Es decin,

(13) Au=LKHAmyMy)—thy)=Mm<+RMy+tﬂ/%m02+(AW2L

(14) Av = v(x+Ax,y+Ay) - u(x,y) = M'ax + N'Ay + o(|A2|),



(15) Mm=N, N=--M",

N + iN!

én esta siluacidn £'(z) = f;(x,y) = —if;(x,y) =M+ im' = T y y

(16) AF = f(z + Az) - f(z2) = F'(2)Az + o(pz).

* 11. DEMOSTRACION DEL TEOREMA 1. (16) expresa la diferenciablidad de f en z
que es equivalente a la derivabilidad de f; (13) y (14) la diferenciabilidad
de u y v. En el caso de varias variables la diferenciabilidad implica (pero

no es equivalente a) la continuidad de la funcidn y la existencia de las deri-
vadas parciales en el punto.

a) Diferenciablidad de f => diferenciablidad de u y v

Af = au + iAv = F'(z)az + o(paz) = (M - iN)Az + o(az) =

MAX + NAy + i(-Nax + MAy) + o(/(Ax)2 + (Ay)z).

"

De aqui sigue (15) que son las condiciones de Cauchy-Riemann.

b) Diferenciahlidad de u y v + condiciones de C-R => derivabilidad de f:

Af = au o+ iav= ((13),(14),(15)) =
= max - My + o/ ()2 + (0)2) + i(Max + May) + ol (a)2 + (ay)) =
= (M + im')(ax + iay) + o(|az|), qed..

12. SERIES DE POTENCIAS. Sea a € Cymn=1, 2,

TEOREMA 2. «) ) a, es alsolutamente convergente s¢ lim |an|1/n <1V y absoluta-
. L 1/n
mente divergente i 1im 'anl > 1.
1%
&) Sea a_ # 0 para todo n. Si lim <1 entlonces ) ]an| <oy s
n

an+1
lim |——

- 12 -



DEMOSTRACION. a) es el criterio de Cauchy para la convergencia absocluta de
series numéricas y b) es el criterio de D'Alembert. Este Gltimo es mis débil
que el anterior pero en genmeral es mas fécil de aplicar. Veamos a). Si

lim |an|1/n <1, existe g € (0,1) tal que Ianl <q" para n 2 n, ¥ por tanto

~1 8
L
2
A

[ee]

< Z qn < o, 51 lim |am|1/n > 1 entonces lanl > 1 para infinitos valo-
n

0 o}

res de n. Puede demostrarse b) recuriiendo a las siguientes desigualdades

a

(17) Tim |0

v

a
1" 2 Lim| 0L

n

|1/n

IIE]a 2 lim|a
n =1

n

En lugar de demostrar (17) probaremos directamente el criterio de d'Alembert.

a
. . . n+1
Si existe g tal que lim - < g < 1 entones |an+1| < qg. anl desde un n, en
(e o5} n a
adelante y por tanto ) |aj| < |an | Y a <. Silim > 1 entonces desde
n o O n
0

un n_ en adelante vale ]an+1[ > |anl y la serie diverge absclutamente, ged.

Una serie de potencias es una serie de la forma
n
(18) ) az, a eC,zeC.

Z es una variable y nos preguntamos para qué valores de z converge la serie.

Aplicando el criterio de Cauchy vemos que converge absolutamente si

IIE'Ianzn|1/m = Ifﬁulan|1/n. z| <1, y diverge si 1im lan|1/n.|z| > 1. 0 sea,
converge si
1 . 1 . -1/n
2] < =7 = Lin ——7= = lin |a =: R
lim Ianl1 n ’anl1 n | nl ’
y diverge si
1
2| >— = R,
lim |a |1 n

Tenemos entonces el

- 13 _



TEOREMA 3 (Cauchy-Hadamard). Se¢ R = lim lanl_j/n. La senie (18) converge abiso-

Cutamente si |z| <R y diveage si |z| > R.

R es el llamado radio de convergencia de la serie de potencias. En rigor,

ésta deberia llamarse serie de potencias alrededor del origen. Una serie de

(e o]

potencias alrededor del punto 2, € C es de la forma Z an(z - ZO)n y el mayor
n=0

circulo alrededor de Z, donde ésta converge tienme radio R. Si en un punto z,
n .
X lanl|z - Zol = % entonces Iz - zD| z2 Ry si |z - Zol > R seguramente esta

Ultima serie diverge.
Para determinar el radio de convergencia es comodo aplicar, cuando es posible,

la siguiente regla practica.

TEOREMA 4. Sev a_ 70, nz2n_. S¢ |a_/a | > R entonces R es el radio de
n 0 N’ TN+l ,
n

convengericia de ) a.z .

DEMOSTRACION. Sea r = lim ]an+1/an| y z # 0. Entonces existe el limite de

la

r|z| <1, (7.2, b)). Luego 1/r = R, ged.

Obsérvese gue el argumento es correcto ain para r = oo,

n-+1 n . . .
ni1? |/|anz | v es rl|z|. Luego habra convergencia absoluta si y sblo si

2

La serie de potencias | n"z" tieme radio de convergencia R = 0; ) 27" 2" tiene

(o8]
radio R = =5 J 2" tiene radio igual a uno. Como S, =T +z+ o0+ 2", vale

0
25, =2 4 ...+ i y resulta (1 - z)Sn =1 - Por tanto

1 - zn+1 p 1
5, = T3 — ) z = T lz| < 1.
n -

* 13, LA DISTANCIA CORDAL. En ocasiones es conveniente introducir en el nlano

complejo una métrica d equivalente a la euclidea, es decir, tal gue |zn - Zol
si y sblo si d(zn,zo) +~ U, respecto de la cual pueda hablarse de la distancia

de un punto al infinito. Una métrica que responde a estas exigencias es

- 14 -



(19) d(z1,22) = arc tg : +-Z;§2 )

para la cual valen

(20) 0 =d(z;,2,) = 7/2,

(21) d(z1,22) = d(22,21); d(z1,22) =0sii z, = 2z,
(22) d(z1,z2) + d(z2,z3) < d(z1,z3),

con z; € C U {x}. 5i 2, = ® % 7,4 d(z1,22) = arc tg 1/|z1|. A continuacidn

explicamos el significado de ¢ = d(z1,22), sin entrar en todos los detalles.

Consideremos una esfera ¢ en R® con centro C = (0,0,1/2) de ' radio 1/2. Esta

serd tangente al plano C = {(x,y)}. Si proyectamos g sobre C desde N = (0,0,1)

obtenemos una correspondencia, que también podemos llamar estereogréficé,rque-
tiene las mismas propiedades gue la descripta en el parrafo 4. Las relaciones
(7) deberédn alterarse de acuerdo a la nueva situacién aunque todavia el ecua-
dor de ¢ se corresponderd con la circunferencia unitaria en C, el hemisferio

norte de o con el exterior de esta circunferencia, N con =, etc..

La distancia cordal entre Z, Y 25 puede ; ———

elegirse igual a |A - B| (ver fig.3).

Una métrica equivalente a esta viene da-
A

da por el angulo ACB medido en radianes.
La formula (19) define una métrica equi-

valente:

’AAB
(23) d(21,22) = ¢ = —5—- =

I 4 ’ ~~
= 1g del arco de circulo maximo AB.

En efecto; si z1 = x1, 22;= xz, se tiene

(vedse fig. (4):

(24) =y - 0 =
X - X
= arc tg — R
1 4’“1“2

- 15 -



Se puede demostrar que las rotaciones en g alrededor de C se traducen en C en

transformaciones de la forma

(25) w=—22%8 m BB,

-Bz + A

Para éstas es facil verificar que

(19) es entonces consecuencia de (24). La desigualdad triangular (22) se prue-

ba facilmente utilizando en lugar de ¢ el angulo 2¢ = 2,Cz,.

. . y: 3 <
NB. Cuando se realiza la inversidén de R” con centro N la superficie g se trans-

forma en el plano C = {(g,n)} y puntos homdlogos en esta correspondencia son

también homdlogos respecto de la proyeccidn estereografica recién descripta.

- 16 -



CAPITULD 2

Integral curvilinea. Teoremas de Cauchy y Morera. Férmula de Cauchy. Las fun-
ciones elementales. La funcidn zu. Convergencia uniforme de funciones holomor-
fas en una regidén. Desarrollo en serie de potencias: el teorema de Taylor. Los
ceros de una funcidén holomorfa. Determinacidén de una funcidn holomorfa por uno
de sus elementos analiticos. Funciones armbnicas. E1 nlicleo de Poisson y su

conjugado en el circulo unitario. La transformacién conforme.

1. LA INTEGRAL DE CAUCHY. Sea S un segmento de extremo inicial z, Y final z:
[zo,z], y f una funcion compleja continua sobre S. Sea T = {20’21”"’Zn =z}
una particidn (ordenada) de S donde zr sigue a zr_1 al recorrer S de zO a z.

Sea Er un punto cualquiera del segmento [Zr—1’zr]’ Existe un nimero I tal que

dado € > O

si max ,Zr -7 1' <nle). En efecto, esto es una consecuencia inmediata de

la continuidad uniforme de f. Definimos

n
f(z) dz := lim ) Fle )z - 2 ) = I.

jS max |Az| + 0 1 ot r-1
Sean w g S vy S, = [zo,w], S, = [w,z]. Valen las siguientes propiedades para
f y g continuas sobre S, a, b ¢ c, -S = [z,zo]:
(1) J (af + bg) dz = aj f dz + bJ g dz,

S S )
(2) J fdzz-J f dz,
-5 ]
(3) dez:f ’r‘dz+J f dz.
5 51 52
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Sea {fn} una sucesion de funciones continuas sobre S gue converja uniformemente

a f (recordemos que esto significa gue dado € > 0 existe m = m(e) tal que

[fn(z) - f(z)] sesinzm cualquiera sea z € 5). Entonces

n

(4) JS f (z) dz »—JS f(z) dz.

Sea P una poligonal: P =

-tz

Si’ donde los Si son los segmentos consecutivos que

la forman. Defipimos para f(z) continua en P:

Jp f(z) dz :=

el et =

J f dz.
S,
i

Obviamente las propiedades (1) - (4) valen para J . Designemos con [S| la lon-
P

gitud de S y con |P| := J |Si|. Es facil ver que

(5) |J f(z) dz| sm.|P[, M= sup |F(z)].
P z P
Si Zj +~ z en P entonces |f(zj)| > lf(z)l pues llf(zj)l - If(z)[l < If(zj) - f(z)l,

y |F(z)| es continua en P. Como P es un conjunto compacto, la demostracion co-
nocida en el caso real se aplica para demostrar que existe un punto p ¢ P tal
que [f(p)| = sup{|f(z)|: z € P}, y (5) puede reescribirse de la siguiente ma-

nera

|J f dz| = ( max |f(z)]|) x longitud de P.
P zeh

EJEMPLOS. Sean zoy Z los extremos inicial y final de P. Entonces:
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2. LA INTEGRAL CURVILINEA. Llamaremos arco suave a un arco L de Jordan, defi-

nido por funciones x(t), y(t), 0 st <1, con x,y continuas alli, continuamen- .
1

te diferenciables en (0,1), y tal que J (|x(t)] + |y(£)]) dt < w. La siguiente
4]

relacion entre ndmeros no negativos

(6) 2 +bsa+bsa/a sl

permite demostrar gue la finitud de la (ltima integral equivale a la de

1 1

J x2 + y2 dt. En este caso J % x2 + y2 dt es la longitud del arco L.

0 0

Llamaremos curva suave a la suma de un ndmero finito de arcos suaves consecu-

tivos. Sea f(z) continua sobre el arco suave L. La integral curvilinea de f

sobre L es

1
§L £(2) dz = J Flx(t) + 1y(£))(x(t) + iy(t)) db =

1
j [o(x(£),y(£)) + 1u(x(£),y(E))TIx(t) + iy(t)] ot =

= § udx - v dy + i§ v dx + u dy, u=Rf, v=1If.
L L

Supongamos que entre 0 st =1 vy T ST = T, se establece una correspondencia
¥ bicoringg,
. L4 . . . . - .
biunivoca’t = 1(t), continuamente diferenciable en el interior de esos inter-

valos en ambos sentidos y tal que T(0)

i

Ty? (1) = Ty Entonces

1

T . . . .
J T x(0) + iy(0))(x(1) + iy(1)) dt = [ FOX(E) + 1Y(£))(X(t) + iv(t))dt
0

T
0

donde x(1) + iy(t) = x(t(t)) + iy(1(t)) = X(t) + iY(t) describen al arco L.
Esto se expresa diciendo que la integral curvilinea es independiente de la

parametrizacion del arco. Valen

(7) § (af + bg) dz = a§ f dz + b§ 9.dz, a,b g C, f,qgcontinuas, L arco suave,
L ‘ L L
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(8) § f dz = —§ f dz, ~-L = arco L recorrido en sentido opuesto,
!
-L

(-

(9) § f dz = § f dz + f dz, si L, + L, es un arco suave,
L.+l L L 1 2
172 1 z
(10) si fn(z) converge uniformemente a f, todas continuas,entonces
§ f dz —— § f dz.
L " n > o ‘L
N
Si C es una curva suave, C =L, + ... + Ly definimos } f(z) dz := § % f(z) dz,
C 1 /L

y para la integral curvilinea sobre C valen las propiedades (7) - (10).

Sea P una poligonal parametrizada con el parédmetro longitud de arco. Se tiene

(demostrarlo):
J f(z) dz =§ f(z) dz.
p P

Es decir, el concepto de integral curvilinea es una extensidn del concepto de

integral de Cauchy. Por esta razon, de ahora en adelante, en lugar de § escri-
C

biremos simplemente J . La desigualdad (5) se demuestra ahora asi:
C

. |F(z(t))|.J 1X(t) + iy(t)] dt -
1 0

= max 'fI,I ‘/>.(2+)./ dt = max |F|.long (L),

desigualdad gue se extiende en forma obvia a curvas suaves.

Sea 0 =t <1, L = {(x(t),y(t))} vy
t
. . «2\1/2
(i2) d := J (2 + y2)"2(¢) at.
d es el parametro longitud de arco. Para parametrizar con &1 a L es suficiente
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exigir que ;2 + 92 >0 en (0,1); asi, cuando t va de 0 a 1, d recorre el seqg-
mento [0, longitud de L] en forma extrictamente mondtona con derivada positi-

vaen 0 <t <1,

DEFINICION 1. Léamaremos arco negqular a un arco de dordan U definido por fun-

ciones continuas x(t), y(t), 0 st 51,CM(MAwwMAcmdUmwsﬂtL ﬂtL

en 0 <t <1, {ales que vV NI Qz(t) sea (Lindta y) positiva y

1
1(L) := J Y x2(L) + yA(t) dt < =,
0

1(L) es la longitud del arco L. Una curva regular serd una suma finita de ar-

cos regulares consecutivos.

DEFINICION 2. lna curva de Jondan J = {z(£): 0 st €1} se dice recorrida en
sentido positivo si al pasarn t de 0 a 1 el radio vecton que une un punto inte-
rion a J con (x(t),y(t)) Carre un dngulo de +2T nadianes. Al sentido opuesto

se Lo Llamanrd negativo.

Por J f(z) dz entenderemos la integral de f sobre el arco J recorrido en sen-
J

tido positivo.

*3. APROXIMACION POR POLIGONALES. Sea L un arco regular y f(z) una funcién uni-

formemente continua en un entormo A de L, vg. A = | {Br(z): z el}l, r fijo.

Sea {0 = to’ t1, cees tN =1} una particion m de [0,1] tal que la poligonal

P formada por los puntos {z(ti)} esté contenida en A. Esto ocurre siempre que

el modulo M(m) de la particidén, M = sup (ti - ti—1)’ sea bastante pedueﬁo. Sea

Tr un punto en el arco de L definido por los extremos zr = z(tr), z = z(t )

T+1 r+1

y Cr un punto del segmento gue une esos puntos. Si M es bastante pequefio en-
tonces la longitud de cada arco (Zr’zr+1) sobre L es menor que n-y por tanto

T+1

t
T

lz_ -z

. r+1| < n pues J (x(t) + iy(t)) dt = z - z_. Todo punto z del

T+1

t
arco: z = J (x(t) + iy(t)) ot + Z_s tr <t < tr+1’ dista menos que 1 de

z_y sin es bastante peguefio (o sea, si lo es M) entonces f gscila en Bn(zr)
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1
menos que €. Ademas 1(P) = ¥ |Zr+1 - Zrl < J [x(t) + iy(t)] dt = 1(L), (y se
0

puede demostrar que 1(P) » 1(L)). Tenemos entonces (con ¢, en el segmento

1),

[Zr’zr+1

() + iy(t)) dt =

—
—

-
—

N
~

a

N

i

S—
JhEN

—-
—_

x
—_
I
~—

+

[
~
—
—+
~—
~—
—

X

- Voo, oy, neyeny
Moy s 00 T ) )

En consecuencia, J f(z) dz » J f(z) dz si M(yw) > 0.
P L

4. CALCULD DE ALGUNAS INTEGRALES. Sea L. un arco regular que une z, con Z, n

entero no negativo:

(13) J 2" dz = J (x + iy)™(% + iy) ot =
L ]
n+1 n+1
B 1 d_ (X + i )n4‘1 gt ()( + iy)n"“l(t) 1 _ Z - ZG
- 0 dt n+ 1 - n+1 0 - n+ 1

Si0¢Lynesentero < -2, (13) vale y su demostracidn es todavia correcta.
Seal ={a+Rcost+iRsent:Dz=<t < 27} una circunferencia de centro a,

radio R, recorrida en sentido positivo. Entonces

(14)

dz 2m -Rsent +1 R cos t
— = : dt =
C zZ - 3 0 Rcost+1Rsent

Sea L un segmento de longitud 2 por cuyo centro T pasa perpendicularmente una

semirrecta con extremo en 0. Sea 1/p la distancia de T a O, y o e C\{0O}.

dz _ dz _ ! ip dy i ! 1 - ipy dy =
h - . TP 22 97
Lz al z -1 1 + ipy -1 1+ py
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1]

1 P P
ipJ —gy . ZiJ ds _ . 2i arc sen ——>— =

211+ poy? 01+ 82 : 2 1o

/1 +s

2i.arc sen —F— , pues (arc sen x)' = (1 - x2)-1/2.
2
1T +p

Sip=1; I %f = mi/2 Luego, la integral de 1/z sobre un cuadrado de lado 2
L

con centro en Oy y por lo tanto sobre cualquier cuddrado con centro en 0, es

igual a 2mii Entonces; si Q es un cuadrado con centro a:

dz .
(15) JQ 7 -3 " 271,

EJERCICIO. Deducir de (13) la fbrmula

(13") ! - L = | ———dt, n=1;2, ....
(v - 0)" (w-a)" JL (w - £)™ "

donde L es un arco regular que une a con b y que no pasa por w.
5. REGULARIDAD DE LA DERIVADA DE UNA FUNCION HOLOMORFA. Nuestro objetivo es

ahora mostrar que la derivada de una funcibén holomorfa es también una funcidn

holomorfa. Para ello recurriremos al siguiente teorema elemental de Cauchy:

LEMA 1. Sea R un rectdngulo totalmente contenido en un dominio simplemente
conexo R donde f(z) es holomorfa. Entonces

JR f(z) dz = 0.

DEMOSTRACION (segin Goursat). Dividiendo el recténgulo en 4 rectangulos con-

(1) (4) - o

e integrando sobre

gruentes R/, ... R

ellos obtenemos — :
jR f(z) dz = | Ej E
(ij * fR<2> * JR(3> * Jh(a))”” G . {
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y por tanto, para cierto R, = R(l), IJ | s 4|J |. Repitiendo el proceso, esta

1
R R1

vez sobre R1, obtenemos IJ | s AZIJ |, y en general
R

Ry

IJR f(z) dz| = AHIJR f(z) dz|

n

Sea s el perimetro de R. Entonces, el perimetro de R es s, = s/2". La familia
{ Rj} es un encaje de rectangulos que determina un punto a € R, Si Rn es de

diametro bastante pequefio se tiene (cf. (13)):

(16) W) = 1F(2) - F(a) - F'(a)(z - a)| <€lz —al, e R

Jy, "2 e e or ()] e @ o [ o) o -

n rn n n n

Luego,

| reelsan] ps s, aeo.
R R

El teorema siguiente presenta la llamada férmula de Cauchy en su forma elemental.

LEMA 2. Sea Q un cuadrado contenido en el dominio simplemente conexo A donde

f(z) es holomorfa. Entonces, 4:i a es intenion a Q,
1 f(z)
(17) f(a) = 5 JQ S5 0z,

DEMOSTRACION. Sea Y un cuadrado con centro a contenido en Q tal gque si z € Y
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vale (1B) para un £ > 0 dado. Recurriendo

al lema 1 se ve que (cf. figura)

[ - | e [
UL

Pues f(z)/(z - a) es holomorfa fuera de EZ

z = a. Por otra parte

Z - a

J F(Z)dz=F(a)J dz +f"(a)J dz + J Mdzz(cf.(w)):
Yy © Y Y

=2mi f(a) + 0 + n donde In] = e.1(y).

f(z)
Z - a
v

dz » 27i f(a), ged..

Entonces, para y » {a}, n >0y J

TEOREMA 1. Sea f(z) holomorfa en un punto a. Entonces existe f(n)(a) = ((g;)nf)(a)

cualquiera sea n € N, O sea, una funcién holomorfa es indefinidamente difenen~

ciablle,

DEMOSTRACIDN. Sea A = Br(a) contenido en el recinto donde f(z) es holomorfa,

sea (0 un cuadrado contenido en A y conteniendo en su interior al punto a. De-

rivando (17) bajo el signo integral se obtiene

Fi(a) = =- ja ( flz) 4,

2mi 2
z - a)

(18) f(n)(a) - ! J : f(z) dz
Q

21Tl z - a)ﬂ+1

El proximo lema nos muestra que es legitimo derivar bajo el signo integral

para obtener (18), QFD.

COROLARIO. Sea f(z) holomorfa en un abierto B, Entonces su parte real U y su
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2 2
parite imaginaria v son funciones arménicas: AU = Q—% + §_§.: 0, Av = 0.
9% ay
DEMOSTRACION. Sabemos que u =v , U = -v . Ademas existen u =V
X y y X XX yx
uyy = _ny y son continuas (T.1). Del teorema de Bonnet (*), o Schwarz, se
deduce que Vyx = ny’ y por tanto U t Uyy = 0, QED.

LEMA 3. Sea L un arco regutarn y A un dominio simplemente conexo y sea

G{u) = J F(z,u) dz, donde F(z,0) ¢s continua en (zyu), ze L, ueA. S¢ F'U
L

existe y es continua en (z,u) € L x A entoncens

%GC(U) = ngL F(z,u) dz = J

DEMOSTRACION. Esta demostracién puede entenderse en toda su generalidad al

finalizar el siguiente parrafo 6. Para la verificacidn de (18) basta con poner

en ella F(z,u) = ———l————~, n 21, y recordar la formula (13'),

(z - )"

I>I>
[ fop]

:J F(z,utdu) - F(z,u) ! Jumu F'(z,t) dt) dz =
L u

dz = J (—
Au L Bu u

JU+AU

- m ] R et a0 o - J Pz dz v neaw,

U

pues si t € [u,u+Au] y Au es bastante pequefio entonces

[o(z,u)| = |Fé(z,u) - FL(z,t)| < € para todo z ¢ L (demostrarlo). Luego,
2‘5‘ [ F'(z,u) dz, QED.
Au ~ 0 L

6. TEOREMA DE CAUCHY Y FORMULA DE CAUCHY.

“ . . — -
(*) Existen fxy' fyx en U 3 (xo,yo), continuas en (xo,yo) > fxy(xo,yo)

= f .
yx(x09yo)
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TEOREMA 2. Sea f holomorfa en el dominio A y J una curva de Jordan regulan

contenida en R junto con su internior. Entonces

JJ f(z) dz = 0.

DEMOSTRACION. Sea D el interior de J. Tenemos

J f(z) dz = J U dx - v dy + ij v dx + u dy =
J J J

= JJD (—VX - uy) dx dy + iJJD(ux - vy) dx dy.

El teorema de Gauss-Green es aplicable pues J es un arco regular y por el

teorema 1, Ux’ Uy’ Vx’ Uy son continuas en A. Como f verifica las condiciones

de Cauchy-Riemann los dos Ultimos integrandos son identicamente iguales a ce-
o, QED.

APLICACIONES. 1) Deformacidn del contorno. Si C1 y CZ son dos curvas de Jordan
requlares, con C1 contenida en el interior de C2, y f(z) es una funcidn holo-

morfa sobre C1, CZ’ y en el dominio B contenido entre ambas curvas, entonces
C:&

(19) JC f(z) dz = JC f(z) dz.

Existe una poligonal P que une C. con C1 y

2

contenida en B salvo por sus extremos. Del

teorema 2 se deduce que J f(z) dz = @,

C2+P—C1—P

(suministrar los detalles), y por tanto (19).

2) TEOREMA 3. Sea f(z) holomorfa sobre la curva de Jorndan I y en su interion

1. éntonces, 44 a e I,

(20) (M - ST'H JJ (fozi)n” dz, n=0,1, 2,
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DEMOSTRACION. Se obtienen de (18) por deformacién del contorno, QED.

COROLARIO (teorema de Liouwville). Sea f(z) entera (i.e. holomoafa en C). En-

tonces f(z) es igual a una constante si es acotada.

DEMOSTRACION. De (20) obtenemos

[F1(a)]| = ?LJ __fiél_i dz| < SUP {lf(z)]; |z - a| = r}
™lz-al=r (z - a)
que tiende a 0 para r + o Luego, f' = 0, y por tanto, f = constante, QED.

3) Primitiva de una funcién holomorfa. Sea A un dominio simplemente conexo vy

f una funcién holomorfa en A. Sean L1 y L2 dos arcos regulares en A gue unen

zO con Z. Entonces

(21) J F(z) dz = f f(z) dz.
L1 L2
Veamoslo para poligonales. Si l_1 y L2 son poligonales entonces J f(z) dz = O
P,-P
12
pues D1 - P? es una poligonal cerrada que encierra un nimero finito de regio-

nes a las que puede aplicarse el T.2. El caso general se demuestra aplicando

el teorema de aproximacidn por poligonales del parrafo 3. Puede entonces escri-

birse

VA
(22) F(Z) = J f(z) dz.

z

o

7+07
En este caso, F(z+pz) - F(2) = 1 f(z) dz donde podemos suponer que la
A AL 7

Gltima integral se calcula sobre el segmento que une Z con Z + AZ. Luego
AF | Z+AZ
= - — (F(Z) + 0(1)) dz ——— F(Z). 0 sea, F'(2) = £(2) y F es una
A7 AZ 7 AZ 5 O

primitiva de f. Si G(z) es holomorfa en Ay G'(z) = f(z) entonces (F - G)!' =0

en A, y por tanto, F - G es una constante. Lueqgo,

(23) [ @ e =r@) - ey,
z
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es decir, tenemos en (23) al teorema de Barrow-Newton.

4) Sea también g holomorfa en A. Vale entonces la férmula de integracion por

partes

|7 fw) orw) du = Fl2)alz) - £z )olz,) - [ rr) gt ou.

7. RECIPROCA DEL TEOREMA DE CAUCHY. CONVERGENCIA CASI UNIFORME. Las ideas
recién presentadas pueden utilizarse para demostrar el siguiente resultado de-

bido a Morera.

TEOREMA 4. Sea f continua en B dominio simplemente conexo. Si para toda cun-

va de Joadan rnegularn contenida en R, J, se tiene [ f dz = 0 entonces T es
J

holomoafu.

z
DEMOSTRACION. Una funcién F(z) queda definida en A por F(z) = J f(7) dr,

z

0

z 22 € A, S6lo resta observar que la demostracidn con la que se probd la

diferenciabilidad de (22) sblo usd la continuidad del integrando. Entonces,
F'(z) = f(z). E1 resultado sigue ahora del T.1, QED.

Si {fn(z)} es una sucesidn de funciones holomorfas en un abierto B diremos
que Fn(z) converge casi uniformemente a f(z) si fn(z) > f(z) uniformemente

sobre todo compacto K contenido en B. Denotaremos la convergencia uniforme con

un punto: fn é_f y la casi uniforme asi: Fn g f'. Recordemos que Fn 5 T sobre

K si para todo € > 0 existe m = m(g): n 2 m = para todo z ¢ K,
If.(z) - f(2)]

A

e. E1 criterio de convergencia uniforme es ahora: para todo

€ >0 existe m = m(e): para todo p € N para todo z ¢ K, |fm+p(z) - Fm(z)I < g,

El limite uniforme de funciones continuas es continua, En efecto, si n = m(e),

If(z) - flw)| s |f(z) - fn(z)l + Ifn(z) - fn(w)f +|fn(w) - flw) =

< 2e + Ifn(z) - fo(w)].
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Fijando n resulta, para |z - w| <n=n(en): |F(z) - f(w)| s3e, QED.

TEOREMA 5., Seq {Fn(z)} una sucesidn de funciones holomonfas en A dominio sim-

plemente conexo., Entonces

f I f=> f holomorfa.
n
DEMOSTRACION. Sea J una curva de Jordan regular contenida en A. Tenemos
0 = J fn(z) dz +~J f(z) dz. Y el teorema sigue del T.4, QFED.
J

J

COROLARIO. Aajo Cas hipéicesis del 7.5 pale también que

(24) ((3) > ((5)

n >
En efecto, si w € Br(a) C:Bzr(a)cz A, entonces de

. . . f (z) - f(z)
fﬁj)(u) _ f(J)(m) _ ot [ n’ i dz,

2mi |z-a|=2r (z - a)j+1

resulta lféj)(w) - f(j)(m)l < Jl—EEET sup {|f _(z) - f(z)]: |z - al =21} -0
2n.rJ+ n

e

>

para n > o, 0 sea, féj) en Br(a). Una aplicacidn del teorema de Heine-

Borel da cuenta de la convergencia uniforme sobre un compacto arbitrario.

TEOREMA 6. S¢ ) anzn convenge alsolutamente en {|z| < R} entonces converge
]

wuniformemente en todo disco de radio v < R y define una funcién holomorfa T(z)

o o]

en BR(D). La sernie dernivada ) nanzn_1 taml ién convenge uniformemente en ese
1

disco y a £'(z). Ads ain, la sernie y la serie derivada tienen el mismo radio

de conveagencia. Ademds a = f(n)(D)/n!, n=0,1,

DEMOSTRACION. .Por hipdtesis tenemos
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1

:—IT/F;R
n

lim Ia

Luego, si n > N(g), (1 + €)" > |aan]. Por tanto, si |z| < R(1 - €)/(1 + €) = r:

o

[o0] n [o o]
Yla 2"l =3 laf[E sT (1-¢)"<o,
R
YRR NP N

~
oo 8

n ) —
a_z  converge uniformemente en Br(D)'

La reciproca del radio de convergencia de la serie derivada es

n A o+l
: 1/n -— n+1 n = 1/n+1
lim v (n + 1)]a 1] = 1im | a +1| lim (|an+1| ) = lim |an+1
0 sea, ) anzn y L (n+ 1)an+1zn tienen el mismo radio de convergencia. Si
0 g

N
fN(z) =) anzn entonces f&(z) + f'(z) por (24). Derivando n veces a
O

© .
f(z) = J a,z? y calculando su valor en 7z = 0O obtenemos f(n)(D) = n!an, QED.
0

COROLARID. S¢ § anzn y ) bnzn tienen nadios de convergencia Ra Y Rb nespectiva-

n n . L
mente y ) az = ) bnz en Br(D)' entonces nepresenian fa misma funcidn holo-

morfa £(z) ¢ Ra = Rb gr, a = bn rara todo n,

*8. EL TEOREMA FUERTE DE CAUCHY. Se dice que un arco de Jordan L es rectifica-
ble si el supremo 1 de las longitudes de todas las poligonales inscritas es
finito. Sea L = {(x(t),y(t)): 0 < t < 1}. Si d(t1) coincide con ese SUPTEemoSs
pero para el arco definido por 0 < t < T, entonces g= d{t) es una funcidn con-
tinua que crece de 0 a 1 con t entre O y 1. Sea f continua sobre un arco de

Jordan rectificable. Puede demostrarse que existe

n

I = lim L fle )z - z

)s {_ € arco z sZ2_en L.
max |Ax| » 0 r=1 oot r-1 T r-1

r



Definimos J f(z) dz = I. Sean L © D dominio simplemente conexo y f(z) holomor-
L

fa en D. Sea P = {Zo’ ooy Zn} una poligonal en D formada por puntos de L con

z, el punto inicial del arco y z,, el final y ordenados segin el parémetro cre-

ciente. Entonces J f(z) dz = J f(z) dz. Vale el
8 L

TEOREMA 7. S¢ f(z) es holomonfa en el dominio interion O de una curva de Jordan

rectificalle J y si F es continua en D = D UJ entonces J f(z) dz = 0.
J

9. LAS FUNCIONES ELEMENTALES. i) LA FUNCION EXPONENCIAL:

Qo
(25) exp z :1=1 + ) zn/n!
n=1

es una funcion entera, pues el radio de convergencia de la serie es infinito,

‘s X . z
y verifica para x real: exp x = e". Por eso definimos e como exp z. Vale

Z1+Z2 9 % de” z d z a-z
e =e .e . En efecto, observemos que g, " & - Luego O = 97 (e“.e )
implica ez.ea-z = A = constante. Como eU =1, A = ea. ts decir, ez.ea—z = ea.
z oz, 24z,
Haciendo zy = a -z, resulta e ,e = e y ged.
L z -z 0 : z _
En particular, e“.e”® = e =1, y en consecuencia e z 0 para todo z.
ii) FUNCIONES TRIGONOMETRICAS: seno y coseno. Definimos
o n Z2n+1 o n Z?n
(26) sen z = ngg (-1) Grs )T cosz= nZD (-1) GmT *

gque coinciden con sen X y cos x para x real. Ambas series tienen radio de con-

vergencia infinito y como pueden derivarse término a término obtenemos

(sen z)' = cos z, (cos z)' = -sen z.

Es facil verificar que
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1z -iz iz -iz

0]
i
0]
v]
+
]

27 sen z = ——s7—— €0s z = ————px———— ,
(27) 21 ’ 2
iz . -iz .
Sumando tenemos: e”° = cos z + i sen z. Luego, e =cos (-z) + i sen (-z) =
. R iz 2 2 a <
=Cco0s z - 1 sen z y multiplicando por et 1 = cos” z + sen” z. 5i 7z = x + iy:
z X+i x i X .
(28) e’ = &Y = *.e? - e*(cos y +1i seny).

De (27) se deducen las siguientes férmulas ya conocidas en el caso de varia-

bles reales:

sen z, .Cos z + COS zZ,.s5en z

sen (z1 + 22) 1 29

2 1

C0s zZ,.C05 2, - 3N Z

1

cos (z, + z +SEeN Z..
( 1 2

2) 1 2 1

iii) FUNCIONES HIPERBOLICAS, seno y coseno hiperbélico:

(29) sh z = (e® - e7%)/2, ch z = (e? + e %)/2.

Se verifican facilmente las siguientes relaciones:
shiiz)= ( senz chi?) = cos 2
-i sen iz = sh z, cos iz = ch z, chzz - shzz =1.
Sen((2) = [shez
iv) CEROS DE SEN z Y COS z. Supongamos que z = x + iy, sen z = sen (x + iy) =
= sen x cos iy + sen iy cos x = sen x.ch y + i cos x. sh y = 0. Como ch y 21,
sen x = 0 y en consecuencia x = ny. Entonces sh y =0, o sea, y = 0.
Conclusion: los ceros de sen z son reales e iguales a nm, n = 0, *1, ...

Sea cos z = 0. Entonces

U0 = cos x.cos iy - sen x. sen iy = cos x. ch y = 1 sen x.sh y,

y de agui resulta que los ceros de cos z son reales e iguales a (n + %)n,

v) PERIODICIDAD DE e”. Diremos que p e C es un periodo para la funcidn entera
F(z) si para todo z vale F(z+p) = F(z). Obviamente si p es un periodo, np,

ne Z, también lo es. Si ez+D = e = ez.eD entonces ef = 1. Sea p =g+ iB'

- 33 -



a . . o a
Luego, e (cos B + 1 sen B) = 1. Necesariamente le”] =1 = e, o sea, ¢ = 0.

Entonces cos B+ i sen B =1 que se satisface si y s0lo si B = 2nm, n = O,

1, ... . Conclusidén: los periodos de e® son los miltiplos enteros de 2Z7i.

vi) LA FUNCION LOGARITMO. Se define log z para 7z # 0 como el ndmero w tal que

e’ = z. Sea w = u + iv. Entonces e’(cos v + i sen v) = |z |[(cos ¢ + i sen ¢).

Para fijar ¢ supondremos al plano complejo "cortado" en (-«,0], 0 sea

-m < ¢ =7 Se tieme entonces: ¢ = Arg z vy
e = |z|, v = Arg z + 2nm, n=20, #, 2, ...

s e . W
0 sea, hay infinitas soluciones de e® = z, y son

(30) w=1log z = log |z| + i(Arg z + 2nw).
n=0
Uno de estos valores serd designado con Log z, y se denominara valor principal

del logaritmo del z:
Log z = log |z| + i Arg z.

Cuando z recorre C\{0}, Log z recorre la franja {w: -m <y < m}. En C\(-o0,0]

guedan definidas infintas ramas continuas de log z cada una asociada a exacta-

mente un valor entero n (cf. (30)). Cada una de ellas puede derivarse en z:

dc(éo 2) o g Dl gy ogAz 1

N~ -0 Az Aw » 0 Aw (ew)' &

Conclusidn:
o) oon) 1

La eleccidn del semieje negativo para cortar el plano C es arbitraria. Por eso,
al considerar puntos z en ese semieje podemos suponer el corte efectuado segln
otro semieje, vg. [0,©). Como las ramas son localmente continuas no se intro-
ducen complicaciones mayores, y por ejemplo, el célculo de (log z)' precedente

sigue siendo correcto para z € (—o,(0],

EJERCICIO. Demostrar que los Unicos periodos de sen z y cos z son los miltiplos
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enteros de 2m,

Ocasionalmente escribiremos 1lnzo lg z en lugar de log z.

10. DESARROLLO EN SERIE DE POTENCIAS DE UNA FUNCION HOLOMORFA.

TEDREMA 8 (Taylor). Sea f(w) holomorfa en |u - a| <R.&ntonces flw) es

oo

desarnollable en sernie de potencias z bn(w - a)n
0

de convergencia = R.

DEMOSTRACION. Recurriendo a la conocida férmula

] n xr1+1
=1 + X+ .0 + X+

(32) 1T - x 1 - x

obtenemos (ver figura 4):

con b
n

s x| <1,

f(n)(a)/n! y radio

hn+1

_ A f(z2) ~
f(w) = f(a + h) = ZNiJC PR dz =
"21uf F(Z)h dz =
C (2 - )1 - 1) 4.
2
=-—l—I Flz){—— + h S + h 7+ + h —
2ni-C z - a (z - a) (z - a) (z - a)
n T
= f(a) + § fPla) by
r=1 ke n
SlE::R,] —R2>D,
sup |f(z)|
| < lh|n+1 C _— Til (LQL)H+1
nt = 2y g+ ™ =7 R, =
1
n ((3)
para n » . lLuego, Z 5
=0 &

< Ko|5=

(z-a)"™" (z-a-n)

(w - a)J;j flw) en {|u - al < R}. La serie también

converge absolutamente en ese disco (cf. el siguiente teorema 10) y por tanto

- 35 _

}dz =



su radio de convergencia es por lo menos R,QED.
Usando (31) y el teorema 8 se obtiene el desarrollo de f(z) = Log (1 + z) alre-
dedor de z = 0:

20
LDQ(1+Z)=Z-—’2—+—3-—..., R =1,
De agui se deduce fécilmente que
n
(1 +%) ——e“, n eN.
n > o

DEFINICION 3. Sea f holomorfa en a. a es un cero de onden p de f si
f(z) = ) a(z-a)", a =0, p
m p
m=p

v

1.

Esta definicidn es inequivoca pues existe el desarrollo en serie de potencias
alrededor de z = a (teorema de Taylor) y este desarrollo es (nico (corolario

al teorema 6).

TEOREMA 3. Secaq f(z) holomorfa en z = a con f(a) = 0. Entonces, o bien T es
(dénticamente nula en un entorno de a, o C€ien existe un entorno de a donde

f(z) no se anuta si z # a.

DEMOSTRACION. Si f £ O en un entorno circular de a entonces alli es de la forma

o0}

f(z) = (z - a)P ) am(z -a)" = (z - a)Pe(z) con a, # 0. Pero
m=0

) aj(z - a)j| < |a0|/2 si |z - a]< ey € es bastante pequefio, pues si en
J=1

una serie de potencias se omite un ndmero finito de términos su radio de con-

(o 0]

vergencia no cambia, y por tanto aj(z - a)J define una funcién continua y
1

nula en a. Luego, ¢(z) =z 0 en un entorno de a, qed..
La formula de Leibnitz de la derivada de un producto de funciones holomorfas

en un punto z tiene la misma forma que en el caso real

d'(fg) & ,n, dfF " T
(34) ) (L) _*;'_—;f%
dz =0 dz™ dz
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Ny = (n+1). Para calcular

y se demuestra por induccibn recordando que (2) + (r—1 -

la serie de Taylor alrededor de z = 0 de f.g debemos estimar (fg)(n)/n! que

por (34) es iqual a

E f(r) g(n—r)
=0 r! (n-1o)" "
0 sea, si f = ) qun y g= ) ann con radios de convergencia Ra y RB respecti-
vamente
o n n
(35) (F.g)(z) = % (% aiBn_i)Z ’

en el entorno circular de z = 0 de radio inf (RQ’RB)'

(35) puede demostrarse también usando el siguiente teorema de Cauchy sobre el
producto de series:

o0

[e 0]
Sean Z a, vy Z bn series numéricas absolutamente convergentes. Entonces
1 1

[ee]

g (anb1 + an_1b2 + ...+ a1bn) es absolutamente convergente y vale

(36)

_\M8

[s 0] [e 0]
(anb1 + ove. + a1bn) = ; an.; bn'

Mas adm, ) aibj es absolutamente convergente y a (36).

()Y a,, Se dice convergente a S si para todo e>0 existe M(¢) tal que si p,q > M

q
entonces | E ) a

Lo bg B - S| < e. Lo gue el teorema afirma es que Z aibj se pue-

de ordenar de cualquier forma y la serie asi obtenida, gue es absolutamente

convergente, converge a (36)).
En el teorema que sigue reunimos algunos resultados sobre series de potencias

que ayudan a comprender mejor su compartamiento.

TEOREMA 10. 4) Si ) anzn converge en 7 = 7 * 0 entonces converge alsolutamente

en B (0). Ademds § a " — s a.
Izo' n z >0 °
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id) Si f(z) es holomonfa en un aliento B entonces f e4s desarnollalle en senie
rotencias alrededon de Z, € R en el circulo de mayon didmetro con centro 24
y contenido en A,

L) Sean Z(%zn ) ann senies de potencias tales que IBn' 2 Ianl desde un

momento en adelante. Entonces Ra >R .

B

DEMDSTRACION. i) Sea |z| < IZDl. Entonces, si ]z/zo’ = q,

n . n .
Como anzO -+ 0, existe M tal que |anzO| < M para todo n, y en consecuencia la

serie ) anzn estd dominada por M ) q'l.<®

La serie define en B|Z I(D) una funcion holomorfa f(z). f (0) = a, Y como
0

f(z) +7(0), Ja 2" — s .

11. LA FUNCION z%, Sea z = 0. Si p es un entero positivo:

p
P =2 372 = ePPO9 7 eP 1og Z,

relacion valida aln para p = 0, o p entero negativo. Si p y g son enteros po-

sitivos:

E(l o . .
Log |z |[+iArg z + 2nmi)
(37) - e(D/Q)lOQ z eq l | ’

g

es solucidon de w” = zP. Esta solucion es g-valuada si P Y g son primos entre

‘
S1.

W = (ZD/Q)'e;ﬂlk/q; k=0, 1, «.., g-1, (ZD/Q) _ o(P/a)Log z,
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En efecto, al variar k en Z, eZﬂlk/q toma s6lo q valores distintos dos a dos.

2minp/q

Estos deben ser todos los valores de e en (37), pues si n - m = qQ,

- .
c2Mnp/q _ _2mimp/q

, y si parar € Z, p.n/g = p.m/qg+ T, yn -m =4, entonces
(n-m)p=qgrypdivide ar: r = ps. Luego, n - m = q.s, contradiccidn.
Si py q no son primos entre si, (37) toma q' valores -dos a dos distintos-

al recorrer n los enteros,donde p'/q' = p/q, p',q' primos entre si. Si p/g no

es positivo, escribimos p/q = - |D|/|q
(lpl/lal)tog 2z

. w recorre ahora los reciprocos de

DEFINICION 4. Sea o real: 2% := o109 Z _  ollog z + 2min)

alog z

Si Arg z € (-ml, e define una funcidn holomorfa en el plano cortado

en (-=,0]. Esto ocurre para cada valor de n y si g no es raciocnal hay infini-

Qa

tas ramas -dos a dos distintas- de zY, cada una correspondiendo a una rama del

logaritmo. Vale, si o B € R, y con una misma rama del logaritmo: zo‘.zB = ZOL+B =

e(a{B)log “. Por otra parte

d9z®%  ge® dlog z _ qea log z a1

dz - du (log 2). dz - z T az i

(38)

y con la misma rama del log.
5i o fuera complejo no real se utiliza la misma definicidén 4 para definir z%

y se obtiene también (38). Los casos que mis no interesardn seran aquellos don-

de a es roal. Cuando o es complejo, las determinaciones de z% cambian mddulo.

Por ejemplo, 2t = et Log z - 2mm

toma infinitos valores de mddulos distintos
dos a dos, mientras que en las potencias reales todas las determinaciones

poseen el mismo modulo.

En el caso de ¢ real, (1 + z)® tiene un valor principal desarrollable en se-

rie de potencias (verificarlo):

(39) (1 +2)% =1+ ; (o - 1) = @-n+1) . poy,
n=1 '

*¥12. LAS CONDICIONES DE CAUCHY-RIEMANN EN COORDENADAS POLARES. Sea

~
e
"

u(x,y) + iV(X,Y) holomorfa en Z =0 y z = eleZ. Si f(z) = F(Z) entonces

—
—~ o~
N
~—
1

u(x,y) + iv(x,y) es holomorfa en z =0y u_ =v , u = -y . Por otra

- 39 -



parte, UX = VY’ UY = —Vx. Es decir, estas relaciones entre derivadas de las

partes real e imaginaria se verifican en cada sistema de ejes ortogonales equi-
orientados. Sea w = Z - a. De F(Z) = F(w+a) =: G(w) se deduce que lo dicho
para z = ) se aplica a cualguier otro punto. Es facil ver ahora que en coorde-

nadas polares las condiciones de Cauchy-Riemann se expresan de la siguiente

manera (r > 0):
au _ 1
(40) =7

Qv
3 ’ ar

*13. LA FUNCION arc tg z. Sea |Rw| < 7/2:

iw -iw -21iw
sen w 1T e - B 171 -
z=tow= R TR TR i

Cos W ie + e i1 +e
Entonces
(41) G, 1= ety Q2w _ 1+ iz

- 2iw ’ T Ty iz v
1T + e

La relacion entre z ¥ z establece una correspondencia biunivoca entre

C()\{-1} y C(z\{-i}. Como la exponencial tiene periodo 24i y el Gnico valor

que no toma es el cero resulta que la regibn |Rwl < 7/2 estd en corresponden-

cia con el plano ¢ cortado por el eje real en (-w,0]. Esta regién se correspon-
7 . . . i Tr

de con la region del planoc z obtenida eliminando de € a {z: z = hel /2,

[h] 21, h real}. Se tiene entonces para |Rew| < n/2:

\
—
.

(42) w = é%-Log }—%—%%—, z z imaginario puro de mbdulo

Si z = x real entonces w

y es real y recorre (-7/2,7/2) cuando x varia entre

1 1 + ix

- y +°. Ademds Arc tg x =33 1 - ix °

1
<
|
—
@]

14, DETERMINACION DE UNA FUNCION HOLOMORFA POR UNO DE SUS ELEMENTOS ANALITICOS.
Dar un elemento analitico de f(z), (f,a), es dar un entorno circular de a don-
de la funcién f es holomorfa. Los elementos analiticos (f,a) y (g,b) se diréan
iguales si a = b y f(z) = g(z) en un entorno circular de a.

Uueremos probar que dar un elemento de uma funcidn que es holomorfa en un
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abierto conexo equivale, tedricamente, a conocer toda la funcidn en ese abierto.

Sea f(z) holomorfa en el dominio G lo mismo que g(z). Vale entonces (cf. T.9) el

TEOREMA 11. S f = g en un conjunto infinito de puntos con un punto de acumu-

lacidn a en G enlonces f(z) = g(z) para todo z ¢ G.

La funcion F(z) = f(z) - g(z), por el T.9, debe ser idénticamente cerc en un
entorno de a. Es decir, (f,a) = (g,a).Para mostrar gue f coincide con g en A

basta entonces ver gue vale el

TEOREMA 12. Sea f holomorfa en el dominio G. Si f =0 en un entorno de a e G

entonces f =z 0, 0 seq, (f,a) = (0,a) = f = 0.

DEMOSTRACION. La gue presentamos agui recurre a un procedimiento propio de la
prolongacion, o continuacién analitica,que discutiremos mas adelante. Sea b e G
y P un arco poligonal contenido en G que parte de a y llega a ese punto. Supon-
gamos a P parametrizado con el parametro d longitud de arco: 0 <d s L = 1(P).

La distancia de un punto ¢ a un cerrado X,

dist (c,X) := inf {|c - x

¢t x e X},

es una funciodn continua de c. En efecto, por ser cerrado, dado C1 existe Xy € X

s

tal que |c1 - x1| = d(c1,x1) = d(c1,X). Entonces d(cZ,X) < d<02’x1)

d(cz,c1) + d(c1,x1) < |c2 - c1| + d(c1,X), y por tanto |d(c2,X) - d(cq,X)| <

b |02 - c1|. Luego, si z varia sobre un compacto K disjunto a X queda definida

sobre K una funcién continua y positiva: d(z,X). Esta toma su minimo en K

d(zo,X) > 0. Aplicado a K = P y a X = C\G, este resultado prueba gue existe
un nimero r > 0 tal que Br(p) < G cualquiera sea p ¢ P. Sea P, =2y pé el pri-

mer punto de P sabre el contorno de Br(po)’ si es que hay alguno. Sea Py un

S

punto del arca po,pé en PN Br(po) tal gque su pardmetro d(p1) z d(pé) - /2.

(Por ser P un arco poligonal regular tenemos que si P, e P, p z gsiy sblo

si d(p) = d(qg)). Sea p{ el primer punto de P con d(p{) z d(p1) sobre el contor-
no de Br(p1). Sea p, un punto del subarco ;;:;} con d(p{) > d(pz) > dp{) - t/2,
etc.. Queda definida asi una sucesién de puntos a = Po? Pqs =+vs P = b tal

que p; ., € Br(pi)' Por hipdtesis el elemento (f,a) es nulo. Luego f(z) se anu-

la en Br(po) pues f(a) = f'(a) = ... = 0. E1 desarrollo de f alrededor de P

tiene radio de convergencia z r y de lo dicho se desprende que f(z) = 0 en
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Br(p1). Asi siguiendo llegamos a que f(z ) es nula en un entorno de b. Como to-

do punto de G es alcanzable con un arco poligonal que parte de a, tenemos f = O
en G, QED.

APLICACION. La funcién e” es la Onica funcidn holomorfa en C que coincide con

X .
e para z = x € R, Lo mismo vale sen z y cos z, sh z y ch z. En efecto, esto

sigue inmediatamente del teorema 11.

15. FUNCIONES ARMONICAS. i) Sea f(z) = u(x,y) + iv(x,y) holomorfa en D dominio
simplemente conexo. Sabemos que en D: Au = Av = 0. Es decir, u y v son fun-
ciones armbnicas (*). Supongamos que f' =z 0. Las curvas de nivel de u,

{u = cte.}, son ortogonalesAa las curvas de nivel de v. En efecto, como f' = O,

|Uy| + Iuyl # 0. Supongamos que en z, =a+ ib, uy(a,b) #z 0. Entonces la cur-

va u(x,y) = u(a,b) se puede describir en un entorno de z, como y = y(x) y

gﬁ = - Ux/uy' Por otra parte v, #0y la curva v(x,y) = v(a,b) puede describir-

dx .
se por x = x(y) con VIR /\Jx = ux/uy. Luego, las curvas de nivel son ortogo-
nales en z .
0
ii) Dada u arménica en D existe v arménica tal que u + iv es holomorfa en D.

Diremos que v es una armdnica conjugada de u. Para probar su existencia obser-

vemos que - u dx + u dy es una diferencial exacta (pues Au = 0). Luego

(X’Y)
(43) vix,y) := J - Uy dx + u, dy
(x sy,)
define una funcidn tal gue Vx = - Uy’ Vy = U Entonces u + iv es holomorfa

pues v es diferenciable y se satisfacen las condiciones de Cauchy-Riemann. (43)
determina la funcidn potencial v salvo por un sumando constante. Las funciones
de la forma v + ¢, ¢ ¢ C, son todas las soluciones posibles de nuestro proble-
ma, pues si la parte real (imaginaria) de una funcidn holomorfa es constante
también lo es la parte imaginaria (real) (demostrarlo). En particular, una

funcion holomorfa no puede ser real o imaginaria pura, salvo que sea una cons-

(*) Una funcién se dird arménica en D si es dos veces continuamente diferencia-

ble y en ella se anula idénticamente el operador de Laplace A.
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tante.
iii) TEOREMA DEL VALOR MEDIO PARA FUNCIONES ARMONICAS:

2m

a it
(44) u(xoyyo) = 5 JD u(zO + Re ") db.
Sea v una arménica conjugada a u. Entonces, si f = u + iv y C={]z - zo| = R} <D:
. 1 f(z) -
Flzg) = ulx oy, ) + ivlx_,y,) = 5T JC S dz =
o)
2m ulz  + Rei¢) + iv(z  + Rel¢) .
1 0 0 iv,
= =7 J o Re™ i d¢ =
0 Re
2n . .
=»§%'J [u(z_ + Re'®) + iv(z_ + Re'®)] oo, QED.
0

iv) PRINCIPIO DE MAXIMO: si u es armdnica y alcanza su maximo en D entonces
U es constante.

Analogamente, si u es armdnica no constante no puede alcanzar en D su minimo.
Este (ltimo es el principio de minimo y se deduce del de méximo considerando
la funcidn -u. Estos se pueden deducir del principio del médulo miximo para

funciones holomorfas:

TEOREMA 13. Sea f(z) Aolomorfa en el dominio D. Entonces la funcidn

IF(2)| no aleanza su miximo en D salvo en of caso que f sea constante.

DEMOSTRACION. Sea C = {]|z - al = 8} ©D. Como (f(2))" es holomorfa para
n==1, 2,

(45) (FLN" = 2;1 J (i(f)g” dz , beB(a)eD.
C

Derivando respecto de b resulta:

(48) (P (b)) - Zli

Fn(z) dz.
JC (z - b)2

Sea M el maximo de |f(z)| en C. Entonces |F(a)| € M., Si M = 0 entences f as
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igual a cero en un entorno de a. Si M > 0y |F(z)lalcanza su maximo en z = a

entonces |f(a)| = M. De (46) sigue gue n|1°'(a)|.If’(a)|n—1 <m/s. Lueqo

[f'(a)| = M/né para todo n, y f'(a) = 0. Derivando (46) obtenemos en forma

analoga f(J)(a) =0 si j >1. En todos los casos resulta f constante en un

entorno de a. La tesis sigue ahora del T.11, QED.

DEMOSTRACION DEL PRINCIPIO DE MAXIMO. Sea f(z) holomorfa en D tal gque Rf = u.

F(2) RICH

uflx . .
Entonces e es holomorfa en Dy e (xy) = Si u alcanza su méximo

en D entonces también lo hace el mddulo de la funcion ef(z). Luego, esta fun-

cion, y por tanto f(z), deben ser constantes. En consecuencia, u es constante, QED.

v) LAS FUNCIONES ARMONICAS SON INDEFINIDAMENTE DIFERENCIABLES. Dada una funcidn

real h(x,y) en un entorno U de (Xo’yo) el teorema de Hefter y Young asequra
que si hx y hy existen en un entorno de (xo,yo) y son diferenciables en (xo,yo)
entonces hxy(xo’yo) = hyx(xo’yo)' 5i u es arménica en U entonces U,y b, son

diferenciables. En efecto, para v una armdnica conjugada de u se tiene

u, = R(F') si f = u + iv. Ademés by = -V o= - I(f'). Como f' también es holo-

morfa, u  y u  son diferenciables y por tanto u_ = u__. Por otra parte,
X Y Xy YX

f' =u +iv = -i(-if!)! = <(u  + iv ). Repitiendo el proceso vemos que
XX XX Yy Yy Yy

ulx,y) posee derivadas de cualquier orden. Mas facilmente se obtiene este re-
sultando derivando la siguiente expresion para u.
vi) FORMULA DE POISSON. Sea u armonica en un abierto que contiene el disco de

radio R con centro z = 0. Si z, € BR(D) vale:

u(Reie)
_ Relel

(47) u(21) :T_"J 5 do.

0 [z1
La validez de esta fdrmula serd probada més adelante. Si zy = pel¢ = X + iy,

0 s¢ = 2w, (47) toma la forma

. 2 2 2n iB
(48) ulx,y) = u(pe*?®) = B 5 2 J 5 5 u(Re ") dg, p < R.
0 R™ + p” - 2Rp cos(p - ®)

Obsérvese que p = / x2 + y2 es indefinidamente diferenciable si |x| + |y| > 0,

y por tanto lo mismo ocurre con u(x,y). Como la traslacion de una funcidn ar-
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ménica es armdnica, aplicando lo dicho a U(x,y) = u(x+h,y+k) resulta que u

es indefinidamente diferenciable en todo punto de su dominio de definicidn.

16. EL NUCLEOC DE POISSON, Y SU CONJUGADO, EN EL CIRCULO UNITARIO. Por un
polinomio trigonométrico de orden n entendemos una funcidn de la forma

a n

0 . . .
T(x) = 2 + j21 (aj cos jx + bj sen jx), -;» b; € R. Si ]anl + 'bnl z 0 entonce§
T es estrictamente de orden n. Este polinomio trigonométrico puede interpretarse

. . . . ix
como la parte real de un polinomio ordinario evaluado en z = e :

a

(49) T(x) = R(P(2)), P(z) = -2 + (a; - ibj)zj, 7 = etX,

N~ 3

j=1

Por una serie trigonométrica entendemos una expresion a coeficientes reales

de la forma:

aO
(50) s - +

8

H [~

(a; cos jx + b, sen jx), 0 <x <21 (0 -1 < x < s
21 J J

J

de la que no se exige ningln tipo de convergencia. S es, formalmente, la parte

real de

a [e<] . .
(51) =+ § (a,-ib)zd, 2= e,
2 55 ] J

A la parte imaginaria de (54) se la llama serie conjugada a S:

oo
(52) S: ¥ (a, sen jx - b, cos jx).
Lo j
J
De (1 - z)_1 =) 2", z| <1, se deduce gue
0
(53) %~1 - ; = %—+ 2422 4 ver sz =1, 1 < 1.

A las partes real e imaginaria de (53) se las llama nicleo de Poisson y nicleo
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conjugado de Poisson, respectivamente,

(56) P(r,x) = REAL 12y .1 p 1 +2)( - 7),

N -
—_
i
N
~
0
Q
0
x
+
—
N

(55) A(r,x) = [EEEE) o ——Lsenx 5 e g,
21 -z 1 -2r cos x +r j=

En este caso ambas series son convergentes, y la Oltima es la conjugada de la

precedente.

17. LA TRANSFORMACION CONFORME. Una aplicacidn conforme de un dominio D = C
es una transformacidn inyectiva (uno a uno) definida por una funcidn f holomor-

fa en D. De. las consideraciones que siguen se deduce que f'(z) # 0 para todo

z y que f(D) es un dominio en C. Y de estas propiedades que el f(D) > D es

también una transformacidn conforme,

TEDREMA 14, Seq w(z) 2 0 holomorfa en un entorno cinculan de z = 0 con
w(0) = 0, Dado € > 0 suficienlemente pequerio existen =nfe) > 0 tal que todo

w perteneciente a un entorno reducido de w = 0, w e Bn(O)\JD} = B%(U), es asu-
mido por w(z) en exactumente m puntos distintos de BE(D>, donde m 2z 1 es et
orden del cero de w(z) en ot onigen,

pag 67
Demostraremos este teorema mis adelante? La funcidon w(z) es desarrollable en

serie de potencias y de la forma:
(56) w(z) = CZ *+C .2 + ey C_ 20, m21.

(Luego, la inyectividad de f(z) implica m = 1, ¢, = £1(0) = 0.)
Ademas w(BE(D)) :)Bn(D). (De aqui sigue gue la transformacidn f es abierta,

es decir, lleva abiertos en abiertos).

CORCLARIO. 8¢ w(z) es holomorfa en BE(Z ) ¥ no es constante entonces exisite
o
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Bn(w(zo)), n =nle)s tal que m(BE):D Bn(m(zO

) Y s w'(zo) z 0 entonces hay

un abiento G =B, Z, € G, Zal que G es homeomorfo a Bn,(w(zo)), rara cilento

DEMOSTRACION. La primera proposicidn fue demostrada en el teorema 1. Si

w'(zo) z 0, w asume en Be cada valor de Bn una sola vez. Podemos suponer que

w' 20 en BE,, €' < g. Si necesariamente ¢' < e entonces es posible que en lu-
. . . 7 _1

gar de Bndebamos conformarnos con cierto Bﬂ" n' <n. En esta situacidn w (z)

es una funcidn holomorfa en Bn,(w(zo)) con derivada no nula vy m—1(Bn,) es un

. . -1 . .
abierto G contenido en BE,(ZO). Como w y w = son continuas, w define un homeo-

morfismo entre G vy Bﬂ" QED.

Las aplicaciones holomorfas con derivada no nula llevan curvas regulares en cur-
vas regulares (demostrarlo). En consecuencia la imagen de un dominio por una
transformacién tal es siempre un dominio. De hecho lo mismo ocurre para toda
aplicacion definida por una funcidn holomorfa F no constante pues los ceros

de F' son aislados.
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CAPITULD 3.

Propiedades de la representacidn conforme. La transformacién lineal. La trans-
formacidén bilineal. El1 teorema de Riemann. La fdrmula de Poisson. Campos armd-

nicos planos.

1. PROPIEDADES DE LA REPRESENTACION CONFORME. Una transformacidn conforme de

un dominio es una transformacidén invertible definida por una funcidn holomorfa
con derivada no nula. Ya vimos en el T. 14 del Cap. 2 gue es superfluo pedir la
no anulacidn de la derivada. Ese resultado basico seré demostrado en el §6 del
Cap. 4 y su lectura es independiente del material contenido en el presente ca-
pitulo.

El teorema fundamental de la representacidén conforme es debido a B. Riemann

y una version débil del mismo la da el siguiente

TEOREMA 1. Sean 51, 62 C Cy dos dominios acotados simplemenie conexos y a;
un punio de Gi, 1 =1, 2. Eciste una transformaciin confoame f que €leva 81

s0bne GZ y a, en a,.

(En realidad hay infinitas transformaciones con esas propiedades). Sabemos que

la imagen conforme de un dominio es un dominio. Veamos gue el dominio 62 del

teorema necesariamente es simplemente conexo si 61 lo es. Si 62 no fuera s.c.

existiria uma curva de Jordan reqular 32 con interior D2 y un punto a ¢ D2

tal que a ¢ 62 :>J2. Ella es imagen de una curva J1 C3l31 con interior D1 que

s.c. verifica D, < G, .

por ser G1 . 1

La idea del argumento sigue asi: se deforma continuamente J1, manteniéndole
dentro de G1 y de manera gue converija a un punto Z, € 61. Su imagen F(Jj) se
deformara de tal manera que convergera a f(z1). Pero en un momento la deforma-

cidn pasard por el punto a, el que deberi ser entonces imagen de un punto de

Gq, y por tantao, a e GZ’ contradiccén.

El adjetivo "conforme" se refiere a una propiedad de la transformacidn que se
enuncia brevemente diciendo que respeta angulos. Sea C = a(t) un arco regu-

lar para 0 = t <1, y sea tO e (0,1), a(tD) = 74, fla(t)) = x(t) + iY(t) defi-

ne un arco reqular en 62 si C CZG1. En este caso tenemos Z., = f(z1) y
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(1) gféi(t)) = Frlzg)aat(ty) = 1z ) [x(e) + 1y(e ).

0 sea, k(to) + i?(to) = rele[i(to) + i&(to)], f'(z1) = r.ele # 0, En consecuen-

cia, el vector tangente en la imagen cambia en mddulo en un factor fijo que

depende del punto y rota un angulo 6. Luego, si dos curvas forman un 4ngulo
en z, su imagenes forman el mismo 4angulo en Z,. Ademas, g% =V 22 + 92 = %+ iy],

si s es el pardmetro longitud de arco para C. Si 0 es el correspondiente paréa-

metro longitud para f(C) tenemos

4o o .: . d
(2) el O A IR F R T 1z ). 52

0 sea, un arco infinitesimal de longitud ds tiene por imagen un arco de longi-

tud do = |f‘(z1)|.ds. Y un cuadrado de lados dx, dy, tiene entonces por imagen

una region de Area |F'(z1)|2 dx dy (salvo por un infinitésimo de orden superior).

Es decir, el area varia localmente por un factor 'f'(21)|2, el coeficiente

areolar. De otra forma:

UX(X19Y1) Uy(x»]’y»])

(3) %%5?%%(21) = =

UX(X1’y1) Vy(x1yy1)

_ 2 2 — 1 2 -
=0 (xay,) + vi Oy, ) = fF (z)) I >0;
por tanto,

3(x,y dx dy

JJf(D) h(u,v) du dv = JJD h(u(x,y),u(x,y)) §%§Lg%

si h es no negativa y, por ejemplo, continua en F(D).

2. LA TRANSFORMACION LINEAL ¢ = az + b, a = 0. De

arg (C2 - C1) = Arg a + Arg (z2 - 21)
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se deduce que transforma rectas en rectas, y de

= =lz-c| =1

lLb_c

que lleva circunferencias en circunferencias. Una transformacidn 1lineal

z = { se obtiene componiendo una homotecia z + w = |a|z, una rotacidn w

w>n-= elArg A y una traslaciénn + ¢ =n + b, Estas tres son las transforma-

ciones lineales basicas.

3. LA INVERSION ¢

1/z. Sea p complejo y @ B reales con g < [p[z. Si

@ 70, |z -p/af = p|°/a® -8/, o

2 —_ —
(4) alz| - pz - pz +8 =10,
representa una circunferencia. Seaq = 0, entonces REi = @/2 y para esos z,
C Z.EZ recorre una recta perpendicular al eje real. Luego, z = Q/E'recorre una

recta en el plano z. Es decir,
(5) —52 - pz—+ B =0
es la ecuacion de una recta. Por otra parte, toda circunferencia y toda recta

pueden representarse por (4) con o # 0, 0 o = 0, respectivamente.

Bajo la transformacidn ¢ = 1/z, (4) se transforma en

(5) Blz]? - pc-P T +a-=o,

0 sea, la inversidn transforma circunferencias en circunferencias si admitimos
entre las circunferencias a las de radio infinito (rectas).

Sea C la circunferencia dada por (4). Sea ¢ = 0. Su centro es p/a y su radio

//|D|2/U2 - B/a. Dos puntos son inversos respecto de C si cumplen la siguien-

te relacién

(7) (z; - p/a)(z, - p/a) = Ip|%/a® - B8/a.

0 sea, si y sdlo si
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(8)

y si y sb6lo si

(9) @242y - Pzy - pz, + B = 0.
Sea B # 03 aplicando la inversidnz= 1/z obtenemos
(10) B 4T, - PL, - P L,y +a = 0.

En otras palabras, Ly es inverso de Z5 respecto de la circunferencia C', ima-

gen de C por ¢ = z~1. 51 B = 0 entonces C1 y EZ son inversos respecto de una

recta. En efecto, sea g = 0 en (9): -521 - p;;-+ B = 0. Luego, si —Eﬁ - p;-+ R = 0,
(11) z -z, - 27 -7
p

Entonces |z - z1| = |z - 22] para todo z ¢ C, recta. Esto puede ocurrir sola-
mente si 2, Y 7, estan ubicados sobre una perpendicular a C y equidistantes

de C (que es la definicién de inversidn respecto de una recta). Veamos la re-
ciproca. Sean 21 Y 2, ubicados sobre una perpendicular Cl-a C y equidistantes
de C. Luego de una traslacidn y una rotacidn reducimos el problema a C = eje

real, El-: eje imaginario. La ecuacidn de Cl-es z+r =0y ladeC: -ig - ir = 0.

Si L+ ZP =0, k=1, 2, v Ly = Z;'entonces —Et1 - iE;'z 0. Rotando y trasla-

dando para volver a la situacidn original vemos gue Pz, - Pz, + B =0 si

-pz - pz + B =0 es la ecuacidn de C.

TEOREMA 1. a) La invensidn transforma cincunfenencias generalizadas en circun-
fenencias generalizadas y puntos inversos en puntos invernsos,

€) Las transformaciones lincaleos tienen 0a misma propledad.

En efecto, cada transformacidn lineal basica lleva puntos inversos respecto

de una circunferencia generalizada en puntos inversos respecto de la circunfe-
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a - . . 4
rencia imagen, y por tanto, lo mismo ocurre para su composicién. Esto es, para

toda transformacidn lineal.

NOTA: Dados sobre el eje real los puntos (ndmeros) A, B, Cy D se dice que el

par C, D separa armonicamente al par A, B si

A-D‘B-Dp- " X X
A C B D
Si A= -B <0 entonces C.0D = 82. 0 sea, C es inverso de D respecto de la cir-

cunferencia de radio B. S5i A » -w entonces en el limite C y D equidistan de

B si separan arménicamente al par -«, B.

3. LA TRANSFORMACION BILINEAL O TRANSFORMACION DE MOEBIUS. Es de la forma

az + b

& v g ad - be 2z 0. Si no es una transformacién lineal entonces c x 0.

C:

En este caso la transformacidn puede reducirse a la composicidén de dos trans-

formaciones lineales y una inversidn:

z2>rg =cz+dog = 1/g1 >4y = (b - %?);2 +

o |

En consecuencia, las transformaciones bilineales transforman circunferencias

(generalizadas) en circunferencias y puntos inversos respecto de una circunfe-

rencia en puntos inversos respecto de su imagen. Si ad - bc = 0O, la transfor-
L4 . s 7/ £

macion degenera en una aplicacidn constante, por eso hemos excluido ese caso.

Las transformaciones bilineales (no degeneradas) forman un grupo. Sean

az + b algy + b
g, = =g’ ic= ETE:ﬁ:jJT . Entonces T = (Az + B)/(Cz+D) y los coeficientes

’ . 4 .
estan relacionados entre si comg elementos de dos matrices con su producto:

a' p! E b _ (A B
12 RN R A M

En particular tenemos AD - BC = 0. Para hallar la transformacién inversa a

az + b

e podemos suponer ad - bc = 1.Esto se obtiene dividiendo por ad - bc

los coeficientes de la transformacidn original. Sea entonces

. -dz-b

(13) -cC + a

N
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d —b]

_ [a bl ~
-c a )

1
La matriz [ c d] . Luego, de (12) sigue que la matriz producto

es la matriz identidad, y que ¢ = z.

NB. A las transformaciones bilineales también se las llama transformaciones

homograficas.

*4. LAS TRANSFORMACIONES HOMOGRAFICAS Y LA REPRESENTACION CONFORME. Enunciamos
en este parrafo algunas propiedades de las aplicaciones conformes gue no demos-
traremos por el momento. Del teorema de Liouville sobre funciones enteras se
deduce inmediatamente que el plano C no puede transformarse conformemente so-

bre B1(D) (t. de Liouville). Lo mismo vale para el plano menos un punto C\{zo}

pues este conjunto no es simplemente conexo. Esto también puede deducirse del

siquiente

TEOREMA 2. Toda transformacién conforme de C en C es una transformacidén lineal.

5. ALGUNOS TRANSFORMACIONES HOMOGRAFICAS. La funcidn £ = 2%—{—% depende de 3

parémetros. Podemos entonces esperar describir una transformacidn homografica

por sus valcores en 3 puntos distintos:

(14) - ,0(e, —2y) 5,007, )

(g - gz, - z7)  (z - 20z - z5)
1

Se puede demostrar que esta es la Unica transformacidn homografica que lleva

Zi en Ci’ i=1, 2, 3. Como una circunferencia queda determinada por 3 puntos

hay una transformacion homografica que la lleva en otra preasignada.
Tres resultados Utiles:

a) La transformacidn bilineal

(15) w=2220 0 ja| « |b],

a + bz
lleva {]7] =)1} en {|w] =1}. Si |al] > |b]| entonces {1z] =1 > (u| s 1}, vy
1} > {Juw| 2 1}.).

(15) es le forma general de la transformacidon homografica que preserva la

A

reciprocamente. (Si |a] < |b| entonces, y sdlo entonces, {]z]

circunferencia unitaria.

b) La transformacién homogréfica més general que transforma {]z] =1} en

{Jw] = 1} y 1leva el punto ¢, |c] # 1, en el O es



(16) w(z) = e . ——, § ¢ [0,27).

c) La forma general de la transformacidn homografica que lleva el semiplano

{1z >0} en {Ju| <1} yz=0c, Ic 20, enw = 0 es

(17) w=el Z=C s [0,21).
zZ - C

El lector puede completar por si mismo los detalles de las demostraciones de

a) - c) salvo, quizé, por una informacién contenida en el enunciado del siguien-
te teorema 3. Veamos, por ejemplo el caso b), y sin recurrir al caso a). Obvia-
mente |w(1)] = lu(=1)] = 1. Ademés |m(i)/(—i)| = 1 por lo que también |w(i)| =1,
y la transformacién (16) lleva la circunferencia unitaria del plano z en su

homdloga del plano w. Por otra parte w(c) = 0 (y |u(®)| = T%T ). Como z > w

lleva dominios en dominios y en forma biunivoca: m(B1(U)) = 81(0) o bien
w(Bq(U)) = {w: fw] > 1}. si lc| < 1 se presenta el primer caso, y si lc] > 1,
el segundo. Si z(t) =c + t, t > 0, su imagen y(t) = w(z(t)) tiene una tangente

en t = 0 igual a elé/(1 - |c|2) que al variar § en [0,2n) recorre todas las
direcciones posibles, ged.

d) La transformacidn

w:(;—;—f—%, ad - By =1,

as B, Y, § reales, lleva el semiplano superior de C en si mismo y cada trans-

formacién bilineal (normalizada) gue lleva ese semiplano en si mismo es de esta

forma.

*6 EL TEOREMA DE RIEMANN.

TEOREMA 3. Sea G un dominio simplemente conexo, G < C tal que C =G Entonces
existe una transfonmacién conforme definida por una funcidn holomorfa f con
dominio G tal gue F(G) = 81(0). Mlas ain, existe una dnica f que satisface fas
siquientes condiciones adicionales: dados ae G, o € 81(0) Y Gi e [0,2r),

i§

1 =1, 2, entonces f(a) =a y La semirnecta de direccidn e con vértice en

a es Llevada en un arco de cunva cuya tangente en su onigen O éiene dirneccidn

i6

e 2.
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Usando el teorema puede reenunciarse el mismo reemplazando Bq(D) por un dominio

simplemente conexo H < C tal que H # C. No demostraremos aqui el teorema fun-
damental de Riemann sino la siguiente proposicién de utilidad practica. Su lec-
tura deberia ser precedida por la del parrafo 6 del Cap. 4. (Los 81 - B del

Cap. 4 son independientes de los resultados del presente capitulo).

TEOREMA 4. Sea f(z) holomorfa en G dominio simplemente conexo y sea C una cun-
va de Jordan regulan contenida en G, Si F(G) es acotado y f es biunivoca de C
solre C' entonces F(z) transforma el internion de C, D, conformemente sobre el

intenion de C', D',

DEMOSTRACION. Podemos suponer G y G' = f(G) acotados. f{D) no puede contener
puntos dentro y fuera de C' pues los puntos de D pueden unirse por arcos con-
tenidos en D. Como f' se anula en C en a lo sumo un ndmero finito de puntos,
hay un punto a € C tal que C' tiene tangente (no nula) en f(a). D gueda a la
izquierda de C (que por supuesto se recorre en sentido positivo). La conformi-
dad en el entorno de a implica que C' serd recorrida en un sentido tal que
f(D) guedard a la izquierda de su tangente en un entorno de f(a). Luega, C'

se recorre en sentido positivo y f(D) © D'. (En efecto, si P es una poligonal -

de Jordan muy proxima a C', que contiene a ésta en su interior, y gue pasa por

un punto f(c), c € D, f(c) fuera de C', entonces f_1(D)c: D, y define una cur-
va cerrada. Esta es contraible a un punto en D sin tocar C mientras que su ima-
gen no podra simultaneamente deformarse continuamente a un punto.)

f(z) es 1 -1 en D. Si no fuera asi existirian 2y * 2,

que w = f(z1) = f(zz). Separando D en dos regiones, D1, D2, por un arco L inte-

zi eD, i=1, 2, tales

rior a D salvo por sus extremos en C de manera que Z4 € D1, z,5 € D2, w perte-

necerd a una de las regiones en que separa a D' la imagen de L. Y ensequida

obtenemos una contradiccidn.
En consecuencia f'(z) # 0 en Dy f(D) es un conjunto simplemente conexo conte-

nido en D'. Si f(D) # D' existird un punto b € D' en la frontera de f(D) y una
sucesitn de puntos w < D's w b, cuya contraimagen z_ = f—1(wn) es también

convergente, y necesariamente a un punto en C. Luego b € C', contradiccidn, QED.

7. LA FORMULA DE POISSON. Sean D un dominio simplemente conexo y u(x,y) una

funcidn arménica alli. Supongamos sin pérdida de generalidad que BR(Dj c D,

z, € BR(D). La transformacitn homogréafica
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(18) g =

lleva {|z| = R} en {lz]l =1}y z, en 0. U(z) = ulz(g)) es entonces una funcidn

armonica en 81(0) y vale (cf. cap. 2):

2 2
R(R® - |z [ <) .
1.d6 _ (dg] _ 1 . g
Pero Rde = |da| = = 55 Luego, si z; = e,
|zz1 - R
2152 2 .
R (R - |Z1' ) 27 u(Reld))
(19) ul(z, ) = - do =
1 ip= 2,2
2m 0 |Re z, - R |
) RZ _ 02 j2‘” U(Rel(b) d(b ) RZ _ 02 J'27T U(Reld)) d(b,
2r 0 |z, - ReM)? 21 JoR% +p° - 2Rp cos (8-0)

y queda demostrada la formula (47) del Cap. 2.

*8. CAMPOS ARMONICOS PLANOS. Sea f(x,y) una funcidn armdnica definida en un
dominio simplemente conexo D tal que |fX| + Ifyl > 0. Sea g una arménica con-
jugada y w = F(z) = (f + ig)(x,y). Luego lfxl + ngl >0, o sea, |F'(z)] > 0.

. -1 dz _ 1
Luego, si wo = F(zo) entonces z = F~ ' (w) y = FTTEY Z 0 al menocs en un entor-

no de W 0 sea, F_1 es localmente conforme. Por tanto, Ruw = cte., Iw = cte.,

describen en el plano w dos rectas ortogonales. Sus imageres en el plano z que-
dan definidas por las funciones f(x,y) = cte., g{x,y) = cte., gue son ortogo-
nales.

Por un campo arménico plano entenderemos una funcién vectorial v o= uix,y) =

= (v1(x,y),v2(x,y)) tal que v, = 3f/9x, v, = 3F/dy, f armbnica. Definimos

w(z) = vy - iv,. W representa a v y

- of ;of _3f . 3g _ dF
(20) W= ax lay Tax P rax T dz °



F es el potencial complejo de v. Las lineas de flujo del campo se definmen por

la ecuacion diferencials

gx _ gy
vy Vs

Entonces, Vs dx - vy dy = —%8—dx - %8 dy = 0, y por tanto, dg = 0 y g es constan-

te sobre las lineas de flujo. El flujo que atraviesa un arco G de extremos A, B es

J v x N do = J (V1’V2) x (dy,-dx) = J v, dy - v, dx = J dg = g(B) - g(A),
0] 6] o] (0)
donde N es el versor normal al arco.
El trabajo realizado por v a lo largo del mismo arco o es
J v x t do = J (v1,v2) x (dx,dy) = J v, dx + Vs dy = J df = f(B) - f(A),.
o (0] 0] 0]
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CAPITULO 4,

La continuacibn analitica. Singularidades aisladas. Ceros y polos. E1 punto

en el infinito. Teorema de los residuos. Principio del argumento. Teorema de
Rouché. Teorema fundamental del 4lgebra. El comportamiento de una funcidn ho-
lomorfa alrededor de un cero. E1 teorema de monodromia. La funcién analitica

completa. E1 teorema de Abel.

1. LA CONTINUACION ANALITICA. Sean D1y D2 dos dominios con D1 n D2 z [, y fi
una funcidén holomorfa en Di’ i=1, 2. 5i F1 = Fz en D1 N 02 podemos definir
una funcion f = f1 en D1, = F2 en Di\D1, holomorfa en D1 U D2. Diremos que esta
funcidn es la prolongacién de f, en D, a D, U D,. 5i pasamos de D, @ Dgs «.s

de Dn—1 a Dn y en este (ltimo paso resulta Dn n D,I z f no debemos esperar gue

alli f, = f_. Por ejemplo, si D, = B1(1), D, = Bq(i), D, = B1(—1), 0, = 81(—1),

O = 81(1) y f1(z) =7 = |z|1/2.el¢/2 entonces f5(z) = -|z|1/zel¢/2,

(- g << g). Supongamos ahora f(z) definida por la serie de potencias ) an(z— zo)
0

con 0 <R < w, Entonces en Iz - Zol = R hay un punto singular g Singular en

el sentido que no se puede definir una funcidn analitica en un entorno Br(z1)

del mismo que coincida con f en BR(ZO) n Br(z1). En efecto, si en todo punto

Z4 tal que |z1 - Zol = R puede prolongarse f a un entorno Br(z1) entonces exis-
te un £ > 0 tal que f es prolongable a BR+E(ZO) (demostrarlo). En consecuencia la

nueva funcidn tendri radio de convergencia 2 R + ¢ y por tanto f debe tener

alrededor de z un desarrollo con radio de convergencia > R, contradiccidn.

Es facil ver entonces que un criterio para determinar si Z, €8 0 No singular

n

es el siguiente: si ¥ f(b) Léj%#Ql_

0

[o0]

» con b en el segmento abierto de extre-

mos z Yy Zys tiene radio de convergencia r = |b - z1| entonces z, es singular vy
sir> |b- z1| entonces z, es regular (no singular). Al conjunto {z: |z - zol = R}

se lo denomina frontera natural si todos sus puntos son singulares.

EJEMPLOS. a) 1 + z + 22 4 e = (1 - z)—1 posee una singularidad en z = 1 pero
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es continuable en todo otro punto del contorno {]z] = 1}.

m
b) f(z) =1 + RRTIL N cee 4+ 22 4 ... tiene a {|z| = 1} por frontera natural.
. /-0
En efecto, R = 1, y si 2y = e2n1p/2 s P,q enteros, entonces la serie
) N N - . g o 4N
) r2 82 -2nip/2 =7 r2 +oparar 4 1. 0 sea, f(rz1) > para T 4+ 1. E1
n=q q

conjunto de los puntos Z4 asi definido es denso en la circunferencia unitaria,

y como el limite de puntos singulares es singular, resulta que toda esa cir-
cunferencia esta formada por puntos singulares.
n!

c) F(z) = ZZ—E-tiene por frontera natural a {|z| = 1}. R = 1 pues la serie
n

converge en z = 1 y diverge en z = x > 1, Cada punto de la forma eZHlD/q’ p

y 9 primos entre si, es un punto singular. Esto es consecuencia del siguiente

teorema sobre series a coeficientes positivos.

TEOREMA 1. Sea f(z) = ) anzn, a, z 0, R =1. &ntonces en z = 1 hay un punto

singulan,

DEMOSTRACION. Sea 0 <t <1. f(r) =Ja(e+r-¢)"=7b (r-¢), ¢ > 0.
Este (ltimo es entonces el desarrollo en el punto r = €. 5i z =1 fuera un pun-

to reqular para f(t), ¥ bn(1 - e + n)n convergeria para cierto n > 0. Por tan-

to Z an(1 +n)n < e, y R

v

1 + n, contradiccidn, QED.

EJERCICIO 1. Si f(z) es holomorfa en D, y prolongable a D, U D, mostrar que

f'(z) es prolongable a D, U D, y que esta prolongacién es la derivada de la

prolongacién de f.

2. SINGULARIDADES AISLADAS. Una funcién f(z) tiene una singularidad aislada

en z = a si en un entorno reducido de a, Br(a)\{a}, f(z) es holomorfa. No siem-

pre una sigularidad aislada es una verdadera singularidad. S5i f es prolongable

a Br(a) entonces la singularidad se dice evitable. Lo que interesa en esta si-

. . . . /
tuacion es que f(z) es regular alrededor de a y la cuestidn es decidir que ocurre

en a,
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TEOREMA 2 (Laurent). Sea f(z) holomorfa en A = (R < |z| <R'}, Rz 0. Entonces
400
f(z) = } anzn en esa rnegidn y fa senie es casi uniformemente convergente. Pana

cualquien curva de Jonrdan regular J contenida en A con z = 0 en su doméinio in-
tenion vale:
f(z)

(1) a = ?%I’J L9z, 0= 0, 51, £2,
J z

+oo
n . . . ,
) az es la tnica senie de esa foama casi uniformemente convengente a f(z)
-0
en R,

DEMOSTRACION. Sea K un compacto contenido en el anillo A. Existen dos circun-
ferencias con centro z = 0, Cy C', de radios r y r', tales que R <t < r' < R!

y Ka{z: v < |z| <1'} = A1. Sea h € A,. Entonces

1 f(z) 1 f(z) . n 1 f(z)
f(h) = 5= J dz - .J dz =) ah -+ dz
2mi C,z-rw %1Cz-h g n %1Cz-h
1 f(z) : . .
donde a_ = p dz, y la serie converge absoluta y uniformemente si
n  2ni Ct Zn+1
|h| <sr' - e <R', (ver demostracidn T.8, Cap. 2). No obstante no tiene por

que tener sentido f(n)(D) y por lo tanto no es necesariamente an = F(n)(D)/n!.

Por otro lado tenemos:

n-1 n
. J f(z) dz = — J fz) dz = - [ f(z){l-+ é% +oee. + 5 — - nz
2ri 'C z - h ri ‘Ch -z 2mi /C h A h" h(z-h)
12m
o bm /‘ -1
=) — -B , b =a =VJ f(z) 2" dz,
=1 A7 n m -m C
, n n
g - J Ha)z o, g <M,
2ri ‘C h'(z - h) €
donde la (ltima desigualdad vale en el supuesto que dist (h,{lz] =1}) 2 ¢g.

Para esos h, Bn +0sin>w,y
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1 f(z) _ s _-m
- ZTiJC . _rwdz = ) a h .

De las férmulas (13) y (14) del capitulo 2 obtenemos

(

ZOSiHEZ,ﬂz-1,

1 n
(2) 5 J z dz
2mi IZI:S
=1 sin-=-1
cualguiera que sea s > 0.
e T hep-1 ~p-1
Supongamos que ) dnzn 3 f(z) en A. Luego ) d .z P=0 > r(2)z27P7". Por tanto
- 00 -0
400
a = E%I-J f(z) P dz E%E- ) dn J Zn—p—1 dz =
P J ~00 J
2 dn n-p-1
= 1 5 J 2P gz = dos QED.

|z [=x

Esto no se aplica a la funcidn vz éPor qué?

Si f(z) tiene un desarrollo de Laurent en BR(ay\{a}:

[s.e] e ]
(3) f(z) =Y al(z-a)"+7b(z-a)"
n n
0 1
o0
l1lamaremos parte principal de la singularidad en z = a a la serie ) bn(z - a) ",
1

Si bn = U para todo n diremos gque la singularidad es evitable; si bn = 0 para

n > m con bm #0 (m >0), diremos que f tiene un polo de orden m en a

bm b1 = n
) an(z -a).

flz) = ——— + ...
’ (z - a)" * * z -a n=0

En este caso la funcidn ¢(z) = (z - a)™f(z) tiene una singularidad evitable

en z = a. Como para |z - a| bastante pequefio 0 < M lz - a|m. ]f(2)|

b,/ 2]

A

resulta |[f(z)]| 2 M/ |z - alm. En particular, |f(z)| + o para z - a. Por dtra

parte, dada & > 0: e|d(z)| > |z - a|™7,

f(z)| cerca de z = a, o sea,
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g|2bm|/|z - a|m+1 > |f(z)|. Podemos decir entonces que "|f(z)| crece como

~m
|z - al ™" para z » a.
A b1 se lo denomina el residuo del polo. Si el polo es de orden uno entonces

b1 = 1lim (z - a)f(z). En todo caso (cf. (2)):

Zz > a

(4) by = 5=

- f(z) dz.
1 2ri J|z—a|=e

Si z = a es una singularidad aislada para f(z) que no es evitable ni es un

polo entonces diremos que f tieme alli una singularidad esencial.

TEOREMA 3 (Gran teorema de Picard). S¢ z = a es wna singulanidad esencial para
f(z) entonces la funcién toma en todo entorno de a cualquien valor finito in-

Zinitas veces con una excepcién a Lo mds.

No demostraremos este teorema sino el siguiente

TEOREMA 4 (Cassorati - Weierstrass). én todo entorno de una singularidad aisba-
da esencial existe un punto en el cual fLa funcién difiere tan poco como se quierna

de cualquien nimeno preasignado,

DEMOSTRACION. Sean f(z) con una singularidad esencial en z = a y ¢ £ C. Quere-

mos ver que dados € > 0 y r > 0, existe z, € B;(a) = Br(aY\{a} tal que

|F(z1) - ¢| < e. Supongamos que en B; no hay ningin cero de f(z) - c. Luego,

— 1 1 4 . '
g(z) = (Z) - ¢ °° holomorfa en Br‘ Bastara ahora ver que existe z, € B] tal

que |g(z1)l > 1/€. Si no fuera asi tendriamos |g(z)| < 1/e. Sea bn el n-ésimo

coeficiente de la parte principal de g(z) en a. Entonces, de

A

n
Ib, 1= .

é% J g(z)(z - a)n_1 dz| s
|z-a]=0

[e.e]
sigue que bn = 0 para todo n. O sea, g(z) = ) an(z - a) = (z - a)".(z), con
0

$(z) =z 0 en Br(a) y f(z) - ¢ = —yizl———-en B;(a) con Y holomorfa y no nula en

(Z _ a)m o .
) An(z - a)

B_(a). En consecuencia, f(z) p(z) + c(z - a)" _0
’ (z - a)m (z - a)m

1}

» Ay = 0, y f(z2)
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tiene un polo de orden m si m >0, o una singularidad evitable si m = 0s con-

tradiccidn, QED.

EJERCICIO 2. 5i a es un punto donde f(z) tieme una singularidad aislada y a

es limite de ceros de f(z) entones la singularidad es esencial si f(z) 7 O.

Pero si se verifica f(z) = U(Iz - al—n), n € Z, entonces la singularidad es

evitable o bien es un polo de orden n a lo més (véase el parrafo siguiente).

EJERCICIO 3. Dar una demostracidn directa de (2) reemplazando z por reie y usan-

do como parémetro a® € [0,2m].

EJERCICIO 4. Si f(z) tiene una singularidad aislada en z = a y es acotada en
un entorno de a entones la singularidad es evitable. En cambio, si [f(z)] > ©

para z * a, la singularidad es un polo.

3. CEROS Y POLOS. EL PUNTD EN EL INFINITO. Si en z = a la funcidén g(z) (holo-
morfa) tieme un cero de orden p y la funcidn f(z) tiene uno de orden q entonces

f.g tiene un cero de orden p + g. Pero si f(z) tiene alli un polo de orden g

entonces f(z)g(z) = (z - a)P % (z), h(a) =0, y fg tendrd un cero o un polo
segin sea p >q o p < qg. Si P =23, fg # 0 en un entorno de a. Ceros y polos
presentan un comportamiento semejante que se hace mis clarc al tratar el pun-
to . Sea f(z) holomorfa en un entorno circular del « que por definicidn es

es un conjunto de la forma:

BR(oo) ={z: |z| > R}.

El » es entonces una "singularidad aislada" que serd evitable, un polo o una

singularidad esencial seqgin lo sea en w = 0 la funcidn g(w) obtenida de f por
la transformacidon w = 1/z: glw) = F(1/w), w ¢ B1/R(D)' Si g(w) = wp.h(w),

h(0) = 0, p € N, diremos que f(z) tiene un cero de orden p en el infinito.

TECREMA 5. lna funcién entera f(z) con un rolo de onden N en el infinito es

un polinomio de orden n,
r
%L

a
o

b
DEMOSTRACION. q(w) = —2 + =L . .1, F(w), b_ = 0, F holomorfa en C.

W w w

Luego, F es acotada en un entorno de w = 0. Entonces, f(z) = bnzn Foee. + b1z + G(z);

G(z) = F(1/z) es acotada en un entorno del infinto, y por la hipdtesis sobre f
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lo es en cualqguier entorno del origen. Luego, G es constante (T. de Liouville),
QED.
Recurriendo al £j. 2 podemos reenunciar el teorema diciendo que una funcidn

entera que no crece mas gue una potencia en el infinito es un polinomio.

4. TEOREMA DE LOS RESIDUOS DE CAUCHY. PRINCIPIO DEL ARGUMENTO.

TEOREMA 6. Sea f(z) holomorfa en el dominio simplemente conexo R salpo en un

nimero Linito de puntos, Zyr seer Zyp donde fla funcidn tiene polos. Sea a 1.r
L

el residuo de F(z) en Z . S¢ 3 es una curva negulan de Jondan que contiene en

su aintenion D a Los puntos z_ entonces

[a]
—
N
~—
Qa
N
1l
ne1z
8}

DEMOSTRACION. Sea C, = {|z - z,| = ¢

con ¢ > U tan pequefio de manera que 1
C,=D, C.NC,=0sii= j. Entonces
i i J
’ j N 1 N
1 fdz:Z——.—-J Fz)dz =T a., ., QED.
emi 3 y ari Ci 1 1,1

Sea f(z) holomorfa sobre un arco regular C, abierto o cerrado. Entonces, si
f =z 0 sobre C:

!
—17-[ %:—dz = —l—{log fl. = ! [log |f| + i arg f)
C

2ri 2mi C ™~ 2ni c*

Si C es un arco cerrado

1[5
§FE.JC.?T dz = [arg F]E/Zﬂ.

t
Esto se exprese diciendo que %-J '%r dz es igual a la variacidn del argumento
C

de f sobre C. Si agregamos ahora las hipbtesis que el arco sea una curva de
Jordan y que f sea holomorfa en el interior D de Js salvo por un ndmero fini-

to de puntos donde la funcidn presenta polos, vale el
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TEOREMA 7. 1. J F(2) dz = 7 - P = niimeno de cernos (de f en D) - nimero de
J

27 i

polos, 0 bien, variacién del angumento de f a lo largo de J = 2m(7 - P).

DEMOSTRACION. Si a es un cero de orden r, f(z) =(z -~ a)f h(z), y en un entor-

no de a tenmemos h(z) # 0, y por tanto,

f'(z) h'(z)
(5) f(z) ~ 2 f a * h(z§

En cambio, si a es un polo de f de orden s

(5) f'(Z) -S )

h'
f(z) ~z - a + h(

(z
z)
1 f! o N
Luego, =5 — dz = Z T, - X s.=12-P, (Mes el nimero de puntos dis-
271 f . i . J
J i=1 j=1
tintos dos a dos donde hay ceros y N el de puntos donde hay polos), QED.
En el teorema,Z es la suma de los Ordenes de todos los ceros. El contar r ve-
un cero de orden r aparece asi como un hecho necesario y puede entenderse si

r
observamos, por ejemplo, que la funcidén (z - a)f es limite de 1 (z - ai)
i=1

para a, > a.

COROLARIC. Bajo Las mismas hipétesis del 7.7, si F(z) es holomorfa dentro de

y s0lre J:
f'(z)
?ﬁjj Fl2) fry 92 = LF(zy) - L R,

Esto sigue inmediatamente de (5) y (6). Otra vez en la suma de ) F(zj) cada
sumando F(zj) se cuenta tantas veces como el orden del cero Zj' Idem F(pj).

Lo visto nos impulsa a acufiar un nombre para un nuevo tipo de funcidn.

DEFINICION 1. lUna funcién se dice meromorfa en un dominio si es holomorfa en
cada punto con excepcién de un nimero (numerable) de singularidades aisladas

donde presenta polos. Se dind meromorfa en z, 54 en un entorno cincular nedu-

cido del punto es hofomorfa y cn Z, tiene una séingulanidad evitable o un pofo.
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TEOREMA 8. Una funcidn meromonfa en fa esfera de Riemann es una funcién racional.

DEMOSTRACION. La hipdtesis dice que la funcidn tiene un nimero finito de polos
en C y quiza uno en el ». Fuera de estos es holomorfa en toda la esfera. Sean

Zys eens Z. los puntos de C donde presenta polos de Ardenes Tys seey T Y f(z)

T r
la funcidn. Luego, f(z).(z - 21) 1...(2 - Zn) " es una funcién holomorfa en C
con a lo mas un polo en el infinito. Por el teorema 5 debe ser un polionimio (sic)

n T.
P1(z). L lamando Pz(z) =1 (z - zi) 1 tenemos ahora f(z) = P1(Z)/P2(Z), QED.

—_

5. TEOREMA DE ROUCHE. TEOREMA FUNDAMENTAL DEL ALGEBRA.

TEOREMA 9 (Rouché). Sea J wuna curva de Jordan regular en un dominio D simple-

mente conexo. Supongamos que f y g son holomonfas en D y que so0bre I venifican:

la(z)] < |f(2)].
Entonces, Ty £ + g tienen el mismo nimeno de cenos dentro de J.

DEMOSTRACION. Supongamos gque el nimero de ceros de f, contados de acuerdo a
sus érdenes, seam, y el de f + g sea n. Sea F(z) =1 + (g/f) = (f + g)/f. Por
el principio del argumento: 2m(n - m) = incremento del arg f cuando z recorre
J. Pero RF =1 + R(g/f) 21 - |g/f| > 0 en J. Por tanto, el argumento vuelve

a su valor original y 2n{n - m) = 0, QED.

TEOREMA 10 (Gauss). Sea P(z) = aozm +a, 2"y oo +as a %0, tiene exacta-

m
mente m cenos en C, y P(z) =a_ I (z - z.).

DEMOSTRACTON. Sean f(z) = a_z", g(z) = a1zm_1 +aova s,y T={]z] =R,

con R tan grande como para gue fuera y sobre J, |g/f| < 1. Como f(z)
tiene un cero de orden m en z = 0, por el T. de Rouché (f + g)(z) tendra m ce-

Tos en BR(D)' Sean Zys ++es Z_ BSOS CErOS (pueden repetirse) y sea

a7z + ... +a
0 m
(z- 21)...(2’— Zm)

g(z) = . Esta funcidn sélo tieme en C singularidades evita-

bles y es acotada. Por tanto, es constante, y necesariamente igual a aO,QED.
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TEOREMA 11. Las ralces de P(z) = aOzm e b = 0 son continuas en Los coefi-

cientens aj .

- m m-1 _
DEMOSTRACION. Sean Q(z) = (aO + eo)z + (a1 + 51)2 + el + (am + Em)’ f = p,

N . .
g=0Q-P= €2 F oo €n° Sea zj un cero de P de orden j vy Cj una circunfe-
rencia con centro zj y radio tan pequefio como para que los otros ceros de P

estén fuera de ella. Sobre Cj’ |F| > 0, y si €47 *+es £ SON bastante pequefios,

]f| > |g| alli. Luego, Q = F + g tiene exactamente rj ceros dentro de Cj’ QED.

6. EL COMPORTAMIENTO DE UNA FUNCION HOLOMORFA ALREDEDOR DE UN CERO. (Demostra-
cion del T.14 del Cap. 2). Supongamos que w(z) admite un desarrollo en serie

de potencias alrededor de z = 0 de la forma
m m+
w(z) = c,Z +C .7 Foeee m>0,c =z0.

Existe une > 0O tal que awBE(D) vale el desarrollo y tal que en B'(0):
€

w(z) #0 #u'(z). Sean S_ = {23 |z] = ¢} ¥
n=inf {Ju(z)]: z ¢ Se}-

Entonces v > 0. Sea w € B%(D) y definamos F(z) := w(z) - w . En S se tiene
3

[F(z) - w(z)| = IwOI <n s |w(z)|.

Luego F(z) tiene en BE(D) tantos ceros z; como w(z), es decir, m. Como z5 % 0,
F'(zj) = w'(zj) “ 0. En consecuencia estos son ceros simples, y por tanto dos
a dos distintos. Conclusidén: w toma el valor u e BA(D) = Bn(D)\{U} en exacta-

mente m puntos de B'(0).
€

o ,a-1
7. CALCULDO DE UNA INTEGRAL POR RESIDUOS. Evaluar J $ T dt, 0 < a < 1. Con
0
el cambio de variables t = ex:
© L a-1 Feo ax
(7) t dt -J g dx
01 +¢ —® 1 4 g%
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y queremos mostrar que (7) = n/sen am.

La funcidn f(z) = e@?/(1 + e%) tiere por residuoc en z = 7i a

Sea (cf. figura 2)

Entonces,
I -
R ax . R _ax 2m _aR+iay 2 -aS+iay
e azmi e . e . e
=J ~X—dx—e J ———-—dx+1J —ng——-—dy lj '—t—S-:r———dy-ﬁr
5 e* + 1 -5 " 41 0e ™ +1 0 e 7Y 41 R,S » o
o +o0 ax
> (1 - &% ﬂl)J S dx,
o et 41

pues las dos (ltimas integrales tienden a O.

8. EL TEOREMA DE MONCDROMIA. Sea C una unibn finita de arcos requlares conse-
cutivos, o sea, una curva regular, gue une a con b. Supongamos que en el orden

de recorrido de C tenemos una sucesion zO = a, Zys eeer 2y F b de puntos (en

C) y una familia de circulos B_ (z ), B._ (z,), ..., B_ (z,), cada uno con inter-
r, o I 1 Ty N

seccion no vacia con el precedente. Sean (fD,zD), (F1,z1), cees (fn,zn) ele-

mentos de funciones holomorfas definidas en los entornos indicados. Si Z&1ZEC:Bﬁ-K2*’%

fi = fi—1 en Bri(zi) n Bri_1(zi—1)’ i=1, ..., N, diremos gue esa familia des-

cribe una continuacion analitica de (fo,a) a lo largo de C, (cf. §14, Cap. 2).
Esta nos lleva de (fo,a) a (fN, ). Como son elementos de funciones, ni el ra-

dio final Ty ni el inicial, interesan para la descripcion del elemento alcan-

zado. Dado gue Fi gueda determinada por los valores de fi—1 sobre Br n Br nc
i o i

se ve que si hubiéramos utilizado otra continuacidn sobre la misma curva, ha-

briamos llegado a un (fm,b) pero tal que (Fm,b) = (fN,b). 0 sea, la continua-

cidn es independiente del encadenamiento utilizado, aungue no de la curva C.

Si C' une a con b la prolongacion a lo largo de C' no necesariamente concluye
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con (fN,b) aln comenzando con (fo,a). Sin embargo, una curva muy proxima a C

dard lugar al mismo resultado final. Por ejemplo, una poligonal inscrita a C

y muy préxima lleva (fo,a) en (fN,b), (demostrarlo). Sean D una regién, a ¢ D
dominto
y (f,a) un elemento analitico de una funcidén holomorfa en a. Diremos que (f,a)

es arbitrariamente continuable en esta regidn si (f,a) admite una continuacidn

a lo largo de toda curva regular que emana de a y est& contenida en D.

TEOREMA 12. Sea (f,a) un elemento analitico en a e D dominio simplemente conexo.
Si (fya) es arlitraniamente continualle en D entonces queda definida una iUni-
ca funcién F holomorfa en D tal que (Fy,a) = (f,a).

DEMOSTRACION. Supongamos D = B1(D). La transformacion w = (z - a)/(1 - az)
transforma D en {w: |w| < 1} = 81(0) y 1lleva z = a en w = 0. E1 elemento (f,a)

se transforma en el elemento analitico (f(z(w)),0) que es arbitrariamente con-

tinuable en B1(D). Es decir, podemos suponer a = 0 en nuestro planteo original.

En este caso, si no existiera uma funcidn F tal que (f,0) = (F,0) entonces el
radio de convergencia R del desarrollo de f alrededor de z = O seria menor gue

. £ . £
uno. En consecuencia, en |z| = R, f tendria un punto singular Z, ¥y no seria

continuable a lo largo del segmento de longitud uno gue sale de 0 y pasa por

2,5 contradiccidn. En el caso genmeral, en lugar de la transformacidn homogré-

fica w = w(z) se recurre a una de las funciones cuya existencia afirma el T.de

Riemann de la transformacidén conforme, QED.

EJERCICIO 1. Sea D un dominio simplemente conexo con 1 € D, 0 ¢ D. Entonces
existe en D una rama del logaritmo tal que log 1 = 0. Es decir, hay una funcidn
holomorfa F en D tal que F(z) = log z = log Iz[ + 1 Arg z + 2kni para todo z € D
y con k = k(z), k(1) = 0.

*3, LA FUNCION ANALITICA COMPLETA. Esta se define a partir de un elemento de
funcién (f,a) y es el conjunto de todos los valores funcionales w = w(z) que

se hacen corresponder a z por medic de todas las prolongaciones posibles. En
general es una "funcion multiforme, o mulitvaluada". Como la palabra funcidn

se usa para aplicaciones que llevan un punto en otro, y sGlo uno, conviene des-
cribir la funcidén analitica por medio de los elementos analiticos gue la for-
man y gue se caracterizan por las siguientes condiciones:

1) dados dos elementos uno es continuacién del otro,

2) todo elemento continuacidn de uno pertenece a la familia.
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Este proceso no excluye ningdn punto de la esfera de Riemann. El punto en el
infinito se trata por inversidn en el origen (ya gque esta transformacién hace
corresponder al abierto no acotado {|z| > 1} con el abierto acotado {|z| < 1}).
Dado un dominio simplemente conexo D tal que un punto b ¢ D sea alcanzable por
la prolongacidn y en el elemento (F,b), si éste es arbitrariamente continuable
en D queda definida alli una funcién holomorfa F. Pero quizé pueda llegarse,
por otro camino, a (G,b) desde (f,a), con (G,b) también arbitrariamente conti-
nuable en D, y definiendo una funciodn holomorfa G =z F. G y F serédn ramas dis-
tintas de (f,a) en(D} un odeewde (uboling do |5,

La llamada superficie de Riemann es una construccion que trata de resolver el
problema de la multiformidad de una funcidn. Es una superficie sobre la cual
los valores de la funcidn definen una aplicacidn univaluada, y construida
"adhiriendo los elementos analiticos" obtenidos por prolongacidn de uno dado
cuando ellos "coinciden en un disco". Saobre la superficie de Riemann gueda de-
finida una funcidén univaluada, o uniforme, a valores en la esfera de Riemann,
que se llama la figura amalitica (mondgena) determinada por el elemento anali-

tico de partida.

o n!
" *0. EL TEOREMA DE ABEL. La serie ) EE—-tiene por frontera natural a {]z{ =1} .
1 n

Sin embargo converge en cada punto de la circunferencia unitaria y define una

etnesde 81105. En efecto, esto se deduce del

funcidén continua sobre eade.

siguiente teorema debido a Abel.

TEOREMA 13. @) Sea f(z) =7V anzn con R =1y con § a_ convengente. Entonces

lim  f(r) = J a .
T >r1 >

, , . ing .
) Mas ain, »<¢ Z a e convenge uniformemente en (—eo,eo) entonces

lim f(reie) = Z‘anelne.

r»>1-
La convergencia de f(r) a A no implica que A = ) a_ . Por ejemplo, ¥ (-1)"" =

=1/(1 +z). Sin embarqo, una reciproca parcial la suministra el siguiente te-

orema de Tauber.

TEOREMA 13. Sea f(z) = Ja 2" con R =1, y lim na = 0. 5 f(r) —— A
n + o T 41

entonces } a_ converge a A,
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Una forma de demostrar el teorema 13 es recurriendo a la importante férmula

de sumacidn por partes (transformacién de Abel).

LEMA 1. Sean Uer Yy € Cy K =1y vuuy Ny S T Up Foeee Uy Entonces

n n-1
; UV = ShVn + % sk(uk - Vk+1)'
n n p] n
DEMOSTRACION, s = O3 % Ukvk = ; (Sk - Sk-1)vk = g SV - ; Sk—1vk =
n n-1 n-1
= 12 SV T ; SVkat = Spvn F ; S v = Vpepp) s QED.

Sean ahara {un(x)}, {vn(y)}, sucesiones de funciones complejas definidas en

los subconjuntos del plano complejo X, Y, respectivamente.

LEMA 2. fa senie z Uj(X)Vj(y) es uniformemente convengente en X x Y si alguno

de Los siguieniles casos se presentar

a) Z un(x) convenge uniformemente en X, y {Vn(Y)} es uniformemente acotada en

Y y decrnece mondtonamente en todo y € Y (o crece),

n

a) ¥ un(x) es uniformemente acotada en X, {vn(y)} crece uniformemente a ce-
]

20 (o decrece).

[ee]

c) ) un(x) convenge uniformemente en X y |V1(Y)| + ) v

(y) -

(y)| es aco-

v
n n+1

tada en Y,

DEMOSTRACION. Esta claro que en a) y b) se dice implicitamente que vn(y) es

real para todo n y todo y. Sean (g > m):

q n-1
e = sup |} ou 0|58 = v (y)| + ¥ v (y)-v_ ()]
m g >m mil k mn n el k k+1
x g X
Del lema 1 se deduce ahora que
n
) uk(x)vk(y)l seqeS -
k=m+1



Si {ui} es mondtona, Gmn = Ivn(y)| + Iun(y) - (y)| y siguen a) y b). Por

v
m+1

otra parte

n-1

v (D = Tv, )]+ v () - vy s Tv, ()] + ; [ () = v ()] = m

y c) resulta inmediatamente pues Em + 0, QED.

EJERCICIO. Probar 7. 13, b) usando lema 2, a).

11. PUNTOS CRITICOS. Diremos que un punto Z e C es un punto critico aislado.
de una funcidn analitica f si en un entorno reducido de Z,s B;(zo), hay un ele-
mento de funcidn (f,z1), z, € B;(zo), arbitrariamente continuable en ese en-
torno. Si hay un nimero n tal que para todo z € B;(zo) el conjunto de valores

tomados por la prolongacidén de f es finito y menor o igual a n, y si para

z >z, esos valores convergen a un nimero o bien a infinito, diremos que el

punto es algebraico. En caso contrarioc diremos que z, €s un punto critico

trascendente. Por ejemplo, 0 es un punto critico algebraico para "z y es trascen-

dente para log z. Un punto critico algebraico se caracteriza por ser de la for-
ma ®("Vz - Zo) donde ¢ es meromorfa en Br(zo)’ holomorfa en B;(ZO), para cier-

to r. Estos puntos criticos serédn llamados puntos de ramificacidn de la funcidn
analitica. También asi denotaremos los puntos criticos de una funcién analiti-

ca donde ésta se comporta en forma semejante al logaritmo en Zy = 0. En reali-

dad, el concepto de punto critico abarca mas casos. (Los citados corresponden

a singularidades en una rama de la funcidn analitica completa). Nosotros no
queremos discutirlos aqui sino sblo introducir una nomenclatura para aislar

dos ideas: la de punto de ramificacidn algebraica y la de punto de ramificacidn

logaritmica.
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CAPITULO 5.

La funcibén gamma. La fédrmula de recurrencia. La funcién beta. La férmula de
duplicacibn de Legendre. La formula de Stirling. Productos infinitos. El1 tecrema

de Mitagg-Leffler y las funciones racionales.

1. LA FUNCION GAMMA. Se define, para Rz > 0, por medio de una integral:

(1) I'(z) J otz g, 21 L o(Log t)(z-1)
0

Sean
! t 1 © t 1

(2) 6(z) = J e "t dt,  (z) = J e t?7 at.
0 1

Entonces, I'(z) = ¢(z) + W(z). La segunda integral define en realidad una fun-

cion entera. Y la primera también puede prolongarse de Rz > 0 a

C\{D, -1, -2, -3, ...}. En efecto, reemplazando e—t por su serie de Taylor

obtenemos

La Oltima serie es absoluta y uniformemente convergente en cualquier conjunto
compacto del plano gque no contenga al cero o a un entero negativo. Luego, pa-

ra todo ze¢gC, z 20, -1, -2, ..., podemos definir

T (=)
(4) r(z) = ¢(z) SICET
z viz) + HEU

nt(z +n

funcion meromorfa con polos simples en los enteros no positivos que extiende

a la funcidn (1) holomorfa en Rz > 0.

(o o] o0

2. LA FORMULA DE RECURRENCIA. Sea x > 0, entonces [ e LT J (t%/x)e b dt,
0 0
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TED, 14 (Cap. 2)

y por tanto xI'(x) = F(x+1). Usandérla continuacidn analitica obtenemos
(5) zI(z) = T(z+1), z 20, -1, =2, ... .

(o)

Como J e_t dt = 1 sigue gue
0

(6) r(n+1) = nr(n) = n!'r(1) = nt.

La funcién meromorfa I'(z) aparece asi como un intento de extender a nimeros

no naturales el concepto de factorial. Por otra parte tenemos

© oo 2 +o0 2
(7) rhy = [ e 22 e s e -,
> JU e JD e u J_a? u -
(8) In+3) =(n - %)F(n - %) = (n - %) %T(%) -/ %_'.% . (2n 5 1)
_ (2n) v
n! 22n

(9) B(x,y) = J LT CS L Ty

Entonces B(x,y) = B(y,x). La expresién que define a B(x,y) puede simetrizarse

con un cambio de variables obteniéndose

1/2
1 -1,1 -1
(10) B(x,y) = j—1/2 (§-+ )% (E._ )" dr.
Sis>0y T =1t/2s, resulta
1 s 1 1
(11) (257 80y = [ (s + 00 7Ns - ) o,
-s

&

integrando en s, luego de multiplicar por 8—25’ obtenemos
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(o 0] (s0]

(12) B(x,y).f e %5 (25) 1 us - J ds JS e (s + ) (s - £)’" .
’ 0

=S

0

Con la transformacién 6 = s +t, T = s - t, de jacobiano %%%f%% :-%, se gbtie~
ne
1 1 (7 ® 1 y-1 1
§-B(X,Y)F(X+Y) = E-[ do f e 9 T Y g - §F(X)F(Y)-
0] 0
Por tanto
(13) B(x,y) = LA Lly)

Asi como la funcibén gamma estd vinculada al n! la funcidn beta lo estd con el

. . n+m 1 (n + m)!
combinatorio ( n ). En efecto, x 7y * 1)B(x+1,y+1) toma el valor oy
si x=m, y =n. Si en (9) ponemos t = sen2 s resulta

T/2
(14) B(x,y) = J Senzx_1 s t:oszy_1 s ds.
0
Luego,
Ita
TT/Z TT/2 Jr F( > )
(15) sen~ s ds = cos” s ds = o y o > -1,
0 0 r3)
Sea ahora 1 > x > 0. Entonces
1 1 x-1
T« (1-x) = B(x,1-x) = | 771 - )% gt = | (=—2) gt
0 0 1 -t 1 -t

Haciendo y = t/(1 - t), obtenemos (cf. §7, Cap. 4):

0 x-1
FEAT(1-x) = J szf;-dy = sezhnx :
0

Prolongando analiticamente se arriba a la siguiente importante férmula:

(186) r(z)r(1-z) = Ll z € 1

’
sen mz
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Y de la msima manera, si Rz, Av > -1, a

1
(17) B(241,ut1) = J t2(1 - t)
0

_ T(z41) T'(w+1)
T T(z+w+2) :

De (16) se concluye que ['(z) # 0 para todo z.

¥4, FORMULA DE DUPLICACION DE LEGENDRE. Vale (cf. (8)):

(18) 2/ T(22) = 222.7(2) T(241/2).

DEMOSTRACION. Sea p > 0. Entonces

1/2 1
R o) o o - by g
1
1 = -1 1-2p
S ety 2 ) s

5. LA FORMULA DE STIRLING. Esta formula permite expresar en forma sencilla el
comportamiento asintético del factorial de n, es decir, el comportamiento pa-

ra grandes valores del argumento:

n
(19) nt 2Wn(g)
Vv significa en esta situacion que

(20) ———~DL———-————+ 1.

VZin(n/e)®'n > o

Equivalentemente, si p = n vale que (verificarlo)

P

(21) rp) o /2 (2)

Esta férmula es correcta adn para p real positivo y es un caso particular del

siguiente important2 resultado.

TEOREMA 2. Sea z tal que ]Arg Z| <1 -g5, € > 0. Entonces T(z) ~n ST e? 22‘1/2,
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-1/2

- z
uniformemente para Izl + oo, (Agul z es neal para z real).

6. PRODUCTOS INFINITOS. Sea {aﬁ}CZ L. Diremos que

[eo]

1+ a1)(1 + az)...(1 + an)... =1 (1 + aj) es un producto infinito convergente
1

n [e.0]

si existe pz 0, p#z o, tal quell (1 + aj) > p. En este caso p:=1 (1 + aj).
1 1

TEOREMA 1. S/ ¥ |an| < o entonces 11 (1 + an) convenge a partin de un N.
1 N

DEMOSTRACION. Si 0 < |z] < 1/2,

2 3

_Log (1 + z) z _z= 7= 1
! z 273 T h T | 57

Luego, LéL

1/2, y se tiene

IIA
A

|Log (1 + 2)| < %—|z|, | |

2
[e o] [e o]
! la | <eo=7 |Log (1 +a )| <o paranz N tal que |a_| £ 1/2. En conse-
& 1on 5 n n
M M M
cuencia, log I (1 + an) =3 Log (1 + an) + g. Entones, exp (log T (1 + an) >
N N : N
|
>expg=p=0,yn (1 +an)———+p, QED.
N M > o

CORDOLARID. Sea }:Mn una mayonante dey | un(z) | pana z€ D dominio. Si cada

oo}

Luncion u, es holomorfa en D entonces 11 (1 + un(z)) convenge unifoamemente a
N

una funcién holomorfa no nula en D, si N es suficientemente grande.

Q Q Q
DEMOSTRACION. §  |Log (1 +u (2))] s %— L ou,(2)] = %- L M < e para todo
P+1 P-+1 P+1

P, Q, P <Q, P2 Po(g). Lueqgo,

tog 1 (1 +u (2))) 1og 1 (1+0(2))
N

P
e e P STy ()2 -
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- -JD (7,(BE) (£ (e ) )" - T (o) (£(T,(B6))1)) dt =
- -jo (3, BEIEI(06)) )" = (3 (at)e(I (BE)) )} ot -

X
) JU S5 (L, (0t (3,(Be)) " - 3,(BE) (3, (1)) 1)) ot -

= x[3,(0x) G2 (3,(Bx)) - 3,(Bx) & (3 (@x))] - Jin el..](e) -

= x[Jv(ax)(Jv(BX))' - J3,(Bx) (3 (ax)) '],

pues utilizando el desarrollo en serie de Jv(ax) y de (Jv(ax))' se ve gue

e[...](e) + 0 para € +0. Queda asi demostrada a). Veamos b). Consideremos la
expresidn

X

T - B {Jv(ax)(Jv(Bx))' - Jv(Bx)(J

(ax))'} = (cf. (34)) =

\Y%

= 5o (@) I1,(8x) - BT (Bx)) - 1,(8) (2 3

(ax) - aJ (ax))} =

v V+1

- EF%"B {BJv(ax)Jv+1(Bx) - ol (Bx)T . (0x)} —> A =

W1 o B

= —X[XB(JQ(BX)JV+1(BX) - Jv(BX)J¢+1(Bx)) - 3,(Bx)J, (B ],

V+1

donde el limite puede calcularse con la regla de L'Hospital para o + 8. Reem-

plazando en A, Jﬂ (Bx) por su expresion equivalente obtenida de (33), resulta

A= oxL34,q (B (Bxy L (Bx) - I, (Bx)) - 3,(Bx) (BxI(Bx) - (w1)3,,(Bx)) -

- 3y (Bx)3, 4 (Bx)] = =x[Bx3,,, (Bx)T,_, (Bx) - BxI2(8x)] =
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,2 2
= XBlI0(Bx) - Joeq (B3 (Bx)].

2

= (X _ Tt I (712 N {2
Pero Jv+1(Z)J (2) = (Z J Jv)(Jv + 3 J) = (Jv 22 Jv), y reemplazando

v-1 \V v

en la Gltima expresidn obtenemos

2
2
A = sz[J\f(Bx) - 6\2)7 JS(Bx) + 317 (8x)].

De a) sique que

X
(@ +B)JD £3 (@x)7 (gt) ot =
X 2% .2
- L ! —
= a - @) B0 - 3,800 (@x))') — 27[ e3%(gt) ot
a > B 0
22,2 2
= A = gx"(I°(Bx) - =¥= J°(gx) + I'(gx)).
v BZXZ v v
Lueqo,
2 (.2 2 22 2 2
28 J LI°(Bt) dt = I5(Rx) (™" - V) + (x (I (gx))")*, QED.
0 \Y, \Y) \Y)
*3, LOS DESARROLLOS ASINTOTICOS. Sea F(z) definida en un sector
S=1{z:as<argz sb, [z] >R} donde » >R > 0. La expresidn
Ay A A
(38) F(z) Ay +— + IR
4 Zz Zz
tiene el siguiente significado: para z + w, z e Sy todo n,
A A
(39) F(z) - A, - S —% = 0(;); n=0,1, 2, ...
Z Z V4
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n .
0 sea, |F(z) - ¥ Aiz-ll <elz|™silz| >r =1(e), z € 5. Es obvio que (39)

para n 2 1, equivale a

(40) F(z) - 7 Ajz‘j S0 L, 08,

y a F(z) —— A, para n = 0. Mas aln,
z > ®

n-1 A,
(41) | lim  2"{F(z) - é ~1y =na.

o] > =

Al miembro derecho de (38) se lo llama el desarrollo asintético de F(z) en 7 = oo,
0 en S, y gqueda univocamente determinado. Sin embargo, funciones distintas pue-
den tener el mismo desarrollo asintético. —

Puede suceder que F(z) no tenga un desarrollo asintotico, o que sea dificil cal-

cularlo, pero si F(z)/G(z) tiene uno:

A A
F 1 2
(42) E(Z)fb Ao S,
y4 z
escribiremos
A1
(43) F(z) n G(z){AO )

AOG(Z) serd ahora el término dominante. Una expresién como F(z) ~ AOG(Z) signi-

ficara entonces que F(z)/G(z) » Ao si |z| > ®©, z €5,

o] e o] [ o] .
EJERCICIOS. 1) Si f(z) v ) A 2", g(z) v} B 2™ entonces f.g v JC 2™,
g M o ™ g™
C =AB +. + A B
m (@] @]
[oe]
2) Si f(x) v ] A x ™ para 0 <R < x <® gntonces
2
® b Am+1
(a4) f Fle) gt v ) ——.
X 1 mx
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Presentaremos a continuacidn algqunos desarrollos asintdticos. Omitimos, por el

momento, su demostracidn.

I) S = {z: |z| >1, |arg z| s 7 - &, § > O

(45) r(z) ~ e %2° /21 (1 . + ).
z

z

z
Esto significa que en 5, Iiél_E_}//%% N 1o+ 1212 + +.. 3 la dependencia de §
z

sdlo se presenta en los o y 0 de las férmulas (39) y (40). Vale también que

(48) IMeriy) | vz |y V2 e 2 0 g, ly| > 1.

Oe (45) se deduce que (demostrarlo)

(47) n! = /@ﬁ-nn+1/2 e (1 + Q%ll). nt' ~ /27 nn+1/2 e .

II) En la misma regidén S, si v > -1:

(48) Iy (2)
2,172 (1) w,2r) g L) (v,2041)
N (EEJ [cos(z - %g—- %7 rED (22)2£ - sen(z - %;" ) 0 (2Z)Z¥+1r+ ]

2 22 22 5 5
donde (v,r) = (4v® - 19)(av° - 3%) ... (4v° - (27 - 1)9) .
r! 22r

I1I) En la misma regidn S, Yv(z) tiene el desarrollo II) pero donde deben

intercambiarse sen y cos.
EJERCICIOS. 3) Demostrar que en S, si v > -1:

1/2
1(2) = (5) cos(z - M Ty o(ﬁz— ),

y deducir que JV(Z) tiene infinitos ceros positivos que se aproximan a

%; + % + (2k + 1) g al tender k a infinito.
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4) En |z] <1, |3,(2)] s |z¥.001).

IV) Sean S' = {z: |arg z| s /4 - 8}, 8 >0, y Erfc(z) la funcidn error:
0 -t2
(49) Ercf(z) = J e dt.

En S' vale gue

2
z {_l_ 1 1.3 1.3.5 ).
2z 27z 27z 2z

(50) Ercf z ve

*10. LAS FUNCIONES DE HANKEL DE ORDEN V. Estas funciones, también llamadas fun-

ciones de Bessel de tercera clase,verifican las relaciones

23 () = Hé1)(z) + Héz)(Z),

(51)

21_(2) = eV“iH61)(z) + e'VﬂiHéz)(z),

para |arg z| < 7. Este (ltimo resultado se reduce a J_n(z) = (—1)an(z) sin

es un entero. 5in embargo, para todos los valores de V, {H61)(z),Héz)(z)} es

un sistema fundamental de la ecuacidn (20) con wronskiano

(52) uS (20,1 (2)) - A

Vale, para todo valor del parmetro v, gue

(53) 1(2) = 30 W) - wP ey,
Ademés,
1/2 i(z - 2 - ) o
(54) @ @) T T g, T )
r=1  (2iz)
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en la misma reqidn utilizada para J,-

Para los valores del pardmetro v = *1/2 se tienen expresiones sencillas de las

funciones de Hankel:

1 2 2 2 iz
(55) ) = S e W RS
(56) HE}}Z(z) - /%—eiz , H_(_12}2(z) - J= e
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CAPITULO 7.

La ecuacidn diferencial de Legendre. Polinomios de Legendre, ceros. La férmula

de Rodrigues. Ortogonalidad de los polinomios de Legendre.

1. LA ECUACION DE LEGENDRE. £n el estudio de la ecuacidn M o= 0 en R3 se pre-
senta el problema de hallar soluciones de la forma rn.Sn(e,¢) el que induce a

considerar la ecuacion de Legendre:

(1) (1 - zz)w" - 2zw' +xw =0, X ¢ R,

para los valores n{n + 1), n =0, 1, 2, ..., del pardmetro ).
Sn(6,¢) es el llamado armbnico sblido. Aqui x e RS se representa por sus coorde-
nadas polares

(r,@,(b);D<r=(x12+x§+x§)1/2<oo, DOsesm 0s¢s= 2m

La ecuacién (1) puede escribirse en su forma autoadjunta:

(2) ((1 = 29" + xw =0

(Este problema es seme jante al de buscar soluciones de Au = 0 de la forma
U

= A(Z)w(p)F(d) que conduce a la ecuacién diferencial de Bessel:
(zw")' + (z - v2/z)m = 0, donde p, 8 y Z son las coordenadas cilindricas de un

punto x e RS).

Entonces, para n = 0, 1, ..., A = n(n + 1), la ecuacidn es

(3) wh - __EQL__ w' + EﬁﬁLj;___
1

z =1 es un punto singular regular de la ecuacidn y p(z) = (223/521+ 1) ’

Mz +1)
Q(Z)“‘_ z - 1 .
Entonces Py = 1, fo =0, Fla) Zala - 1) + g = u2 = 0 es la ecuacidn indicial.

Una solucion es regular alrededor de z = 1, y toda otra linealmente independien-
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te posee una singularidad logaritmica en el punto z = 1, (cf. T.3, Cap. 6). Co-
nociendo el comportamiento cualitativo de las soluciones, en vez de calcular

los coeficientes P, ¥ G, que darian la solucidn segln el método expuesto en el

capitulo 6, ensayamos directamente en (2) la "solucidn™

o

(4) I o lt - %, tenR,
k=0

y obtenemos

2

(5) {2(k + 1)

0

e~ 8

Caq *+ [+ (ke M (e - 1)< = o

Luego, Ck+1/ck = -((k + 1)k - N)/2(k + 1)2, y por tanta,

[k(k = 1) = N[k - 1)(k =2) - Al...[2 - A].[-A].(-Uk
®) o (1c1)2 K "o

Usando el criterio de D'Alembert se ve que la serie (4) converge en |t - 1| <Z2.
Sik+1>|[x >0,

sgn ¢, .4 = Sgn - ¢

De esto sigue que la serie no se comportard bien al tender t a -1. Si preten-
demos una solucién ‘que tenga también a -1 como punto regular debemos entonces

elegir A =n(n+1), n=0,1, 2, .... En este caso Chyq = C = ... =0

(cf. (5)) y (4) se reduce a un polinomio a coeficientes reales:

k
(7) P (2) - E (n+1K)1(z - 1)

n k=0 (n - k)i(K1)%2X

i =D, 1, 2, ey

A=n(n+1), z € C. Estos son los. llamados polinomios de Legendre.

2. LA FORMULA DE RODRIGUES. Vale que
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(8) P (z) = —— 9 (2 _q)n,
nt2" gz

Una manera de demostrar la férmula de Rodrigues es calculando el desarrollo en
serie de Taylor del miembro derecho de (8), que llamaremos Q, y observando gue

coincide con Pn(z). En efecto, el coeficiente k-ésimo del desarrollo de Taylor

de Q(z) alrededor de z = 1 es igual

n+k
1 1 d
——— (=) -1+, =
k! 2'.n' dz
n+k J n+k-j
1 Kk
s I MY e -
nt k! 2" 5=
k
1 n+k  d n
= —— ("M@ @) -
2N 1 n dz z=1
- 1
e QAT D IO RN PLe R B GR.S M
2 k! 20 (n = k)!H(K!)
Los primeros polinomios de Legendre son
P (2) =1, P,(2) = (32° - 1)/2,
P, (2) =z, Po(2) = 2(52° - 3)/2.

Vemos entonces que estos polinomios tienmen, como funciones, la misma paridad

gue el indice (como nimero). Y esto vale en general. En efecto,

(9) | Pn(z) - n1 9_5 y (_1)r(;)22(n-r) _
2°.n! dz =0
= Nir) (-1)"(2n - 2r)! Zn—2r,

r=0 2".r!(n - ©)! (n - 21)!

donde N(n) = n/2 si n es par, N(n) = (n - 1)/2 si n es impar. Sea C una circun-
ferencia alrededor de t = z. Vale entonces la siguiente férmula integral de

Schlafli, consecuencia inmediata de la férmula de Rodrigues y de la de Cauchy:

2 n
(10) P (z) = - (7 -1) g,
T o jc 2N(t - 2)™]
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Sea n > 0O, (x2 - 1)" se anula en x = +1 y tiene un maximo en x = 0. Por tanto,
d (XZ

= ~ 1)n se anula en x = 0, y también en x = +1 si n > 1. Repitiendo el

el argumento obtenemos el

TEOREMA 1. Pn(z) Liene n cenos neales y distintos en (-1,1). Estos son todos

SUS CRAVA.

(En efecto, Pn(z) es un polinomio de grado n).

Usando la formula de Rodrigues e integrando por partes obtenemos

1

(11) J kan(x) dx =0 sik=0,1, ooy n -1.
-1
Lueqo
1
(12) J_1 Pm(x)Pn(x) dx =0 sim<n.
Analogamente,
1 1 n
2
(13) J P(t) dt = —531——§-J (5L7; (1 - t9YM)2 gt -
-1 22" a2l gt
1 o
= = ! > (2n)! J (1 - t9)" gt - 2§2”)2 J (1 -t)"(1 + )" dt =
21 .t -1 270 e
1
- —Eégﬂli-.22n+18(n+1,n+1) -2,
27 .n! 2n + 1



CAPITULO 8.

Funciones holomorfas en varias variables complejas. Lema de Hartogs. Teorema de

preparacién de Weierstrass. Teorema de las funciones implicitas.

1. FUNCIONES HOLOMORFAS EN VARIAS VARIABLES COMPLEJAS. Consideraremos funciones

a valores complejos F(z,w) con (z,w) € C x C = C2 (aunque sin mayor dificultad
hubiéramos podido tratar asimismo funciones F(z1,...zn) con z, € C). Sea Gi un
abierto de C, i - 142 . Diremos que F(z,w) es holomorfa en 61 X GZ, z € G1,

w € GZ’ si F es continua y para todo z € G1 es holomorfa en w € GZ y para todo
w € 52 es holomorfa en z € G1
Brevemente, F es holomorfa si es continua y separadamente holomorfa.

. 2 . . .
Diremos que F(z,w) es holomorfa en un punto (zo,wo) € C° si en un entorno bicir-

= M - < - < -
cular Br1,r2(zo’wo) {(zyw): |z Zol Lys lw wol r2} del punto, F es ho

lomorfa. O sea, F es holomorfa en 81 X 62 si y s6lo si es holomorfa en cada uno

de sus puntos. En esta situacidén, si Q es un cuadrado con centro z contenido en

81, tenemos

(1) F;(z,w) = 2;1 JBQ (Z(f’:;z ds .

Lueqo, Fé(z,m) es holomorfa en G, x Gy, y siguiendo asi tenemos el

TEOREMA 1. Si F(z,w) es holomorfa en G1 X GZ entonces todas sus denivadas

3™ (z,w)

— son holomonfas en G, x G
9z du

1 2°

La definicion de holomorfia dada es sobreabundante pues vale el importante

TEOREMA 2 (Hartogs). Sea f(z,w) @ valores en C con dominio G, x Gy Sif es

separadamente holomonfa entonces es continua, y por tanto holomorfa en G, x G

1 2°

Aceptamos este resultado. Veamos que vale el
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TEOREMA 3. F(z,w) es Aolomorfa en (zo,wo) 84y 8640 si es desarnollable en senie

de potencias de la forma

o0}

(2) Flz,w) = 7 a (z2)(w - wo)n-
n=0

absoluta y uniformemente converngente en B8 E(zo’w ), para ciento € >0, con
Y

s}

an(z) holomornfa en Be(zo) rara todo n.

DEMOSTRACION. Sea F(z,w) holomorfa en Br r(zo,wo) Yy Z e Br/Z(Zo)' Entonces, si

b

F(Z,t)
)ﬂ+1
@]

(3) a(2) = 5= oty Coplug) = (£ [t - w_| = 1/2).

Cr/z(wo) (t - w

obtenemos (2) con lan(z)l <sm(r/2)™", M= sup |F|. Si e = r/4, la serie
X Cr/z

(2) es mayorada por la serie

my2",

Reciprocamente, si F(z,u) es desarrollable en una serie de portencias de la
forma (2), uniformemente convergente, entonces sigue inmediatamente de la defi-

nicién de holomorfia que ella define uma funcign holomorfa en (zo,mo), QeD.

2. LEMA DE HARTOGS. Sea G un dominio acotado en C. Sabemos gue usando el teore-
ma de Weierstrass puede construirse una funcidn f(z) holomorfa en G con ceros
distribuidos de tal manera que se acumulen en todo punto del contorno de G. Lue-
go, f no puede extenderse holomdrficamente fuera de G. Sin embargo en varias va-

riables complejas vale el

LEMA 1. Sean T > 0, D

Br’r(D,U)\E;/Z,r/Z(D,U) y T(z) holomorfa en D, Entonces

existe F holomorfa en B = Br,r(o,o) tal que FID = f,

DEMOSTRACION. Para z, € Br(D) fijo tenemos
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flzgs2,) = _Z ak(z1)'z2’ 3 (zy) = 5% J|t|=r' _tk"ﬂ—dt’

donde §-< |22| < r' <r. Por otra parte ak(z1) es holomorfa en z, ¢ Br(D)' Como

f(w1,t) es holomorfa en t ¢ Br(D) si §-< |w1| < r, resulta que ak(w1) = 0 para

k <0. Luego, ak(z1) =0 si k <0. Definiendo F(z1,z ak(z1).z; tenemos

o 8

2)

la tesis, QED.

COROLARIO. Sea f holomorfa en el dominio D < C2. Entonces T no posee cernos ais-
Lados.

DEMOSTRACION. Supongamos que P € D sea un cero aislado en D. Sea Br r(P) un
1

entorno bicircular de P contenido en D donde f no se anula excepto por el punto

P. Entonces, g(z,w) := 1/f(z,w) es holomorfa en Br,r(Py\Br/2,r/2(P). Del lema
de Hartogs sigue ahora que g es prolongable analiticamente a Br r(P), y esto lle-
’

va a una contradiccidén, QED.

COROLARIO 2. Si f es holomorfa en el dominio D C:C2 entonces el conjunto de o4

cenos de T, 44 no es vacid, se acumula en el contorno de D.

Dicho de otra forma si Z = {P € D: f{(P) = 0} = # entonces no es compacto. Esto
puede verse usando el corolario 1. Preferimos aqui obtenerlo comg consecuencia
del teorema de Weierstrass que sigue,el cual, por otra parte, mejora al corola-

rio 1.

3. EL TEOREMA DE PREPARACION DE WEIERSTRASS. Este teorema dice asi

TEOREMA 4. ) Si la funcidn F(z,w) holomorfa en B (zo,wo) es tal que

T1sTs

F(zo,wo) =0, F 20, entonces en un entorno bicirculan Bs,r(zo’wo) C:Br1,r2' La

funcion es de fa forma

)k—1

(4) F(z,u) = (z - zo)p.[(w - mo)k + A1(z)(w - wg

+ouee + Ak(z)].F1(z,w)

donde py kson enteros no negativoss; Ai(z)eA holomorta en.BS(zo), Ai(zo) =0,
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i =1, 2, ..., k3 F1(z,w) =0 en Bs,r

i) Si F(zo,m) £ 0 en un entorno de Wy entonces p = 0 y k es el onden del ceno

w=w, de fa Zuncién.F(zO,w).

En la demostracidn del teorema recurriremos al siguiente importante teorema al-

gebraico.

TECREMA 5. Sea F(w) = W+ A1wn—1 + oee. + An’ Ai e Cy un polinomio de grado n.

Los polinomios homogéneos de n variables:

(5) Sj(z1,...,zn) = z% + ...+ zi sz, eC 3=0,1,2, ...,

tienen fa propiedad que s.4 Wys ooy W sOn las naices de F entonces Los coeli-
cientes A, son polinomios en Las funciones siméiricas Sj(w1,...,wn), J=0,1,000,i,

a coeficienles rneales racionales.

DEMOSTRACION. Como F(w) = (w - m1)...(w - wn), A; es un polionomio homogéneo en
las W de grado i a coeficientes enteros. £1 teorema dice que

A.(w1,...,mn) = pi(81""’8i)’ Pi con coeficientes en Q. Sea

_ () _ .
Entonces, A y kY5 (AO = 1). En consecuencia,

(3) _

B1 = A1 + Aow ’

(3) _ 2

B2 = A2 + A1wj + Aowj,

(3) _ 2

83 = A3 + Azwj + A1mj + Aom ’

B(j) = A + A _w. + + AT,
n-1 n-1 n-2"j o ]

Luego,
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n
- Flw) _ n-1 n-2
(6) Frlu) = T oo = AgSgw + (S,Ay + SR W™ +

J=1 J
n-3 _
+ (SR, + SiAy + SR Jw T 4+ L.+ (SgRnoq + SqA o+ «on + SnoqPy) =
n-1 n-2
= nw + (n-1)A1w + .. + An-1'
Tenemos entonces:
AO=1’
A1 = -S1AO = -51,
2
2A2 = —(S1A1 + SZAO) = S1 - 52,

LI AN I AR R R R I R B N R S A A A A N I N W)

(n = 1A = =5A 5= eu - Sn-1hg?

quedando solamente por determinar el coeficiente An’ el que se obtiene de

(7) 0=

N
J=1

F(wj) = Sn + A Sn- + e + nAn, QED.

1 1

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 4. Por el teorema 3, F(z,w) ) an(z)(w - wo)n.
’ n=0

Si F(zo,w) = 0 en un entorno de w_ entonces an(zo) = 0 para todo n. Como

F(z,w) # 0 existird un m tal que am(z) £ 0y por tanto un p ¢ N tal que

aj(z) = (z - zo)pbj(z) para todo j, con bq(zo) # 0 para algin indice g. O sea,

F(z,w) = (z - zo)p.B(z,w) con G(zo,m) # 0. Basta entonces probar ii). Podemos
suponer Z, = U, = 0 y por tanto que F(O;w) # 0. Sea k el orden del cero W, = 0

de esta (ltima funcién y Q = Briﬂj CiBr (0) un disco donde F(O,w) no tenga ceros
2
no nulos. Como F(z,w) 3 F(O,w) al tender z + 0, w ¢ Q, F(z,w) tiene exactamente

k raices en el interior de Q, si |z] s s < r,. Sean estas wi(z), i=1, sy k.

Consideremos la funcidn

k k-1

P(z,w) = (w - m1(z))...(w - mk(z)) = w + A1(z)w + el + Ak(z) .
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Obviamente Ai(D) O, i=1y vouy ke Sea z € BS(U). Vale que

j 5ol
ug () 4 4w (2) =mj30w e

—
@

~—
w

—
N

~—
1}

dUJO

Sj(z) es entonces holomorfa en z € BS(U). Como los coeficientes Am(z) son poli-
nomios en las funciones simétricas elementales también son holomorfos en BS(D).
Luego, P(z,w) es holomorfa en Bs,r(D’U)' Definamos F1(z,w) = F(z,w)/P(z,u).
Luego; F1 0 en Bs’r(D,U) y es holomorfa en w para cada z € BS(U). Ademas, para

esos z tenemos:

F,(z,t)
] 1v°? _ 1 F(z,t)
Fi(zow) = 5= JBQ t - w 9t = I Jaq t - w)P(z,t) o

De aqui sigue que F1 es holomorfa.en' z para cada w E-BI(D), QED.

4. EL TEOREMA DE LAS FUNCIONES IMPLICITAS. Sea F(z,w) holomorfa en Br r(zo,wo).
1

TEOREMA 6. Sea W, un ceno simple de F(Zo,w). SZ € es bastante pequeiio existe

w(z) holmorfa en BE(ZO) tal que para (z,u) € B (2O,u0) flas nelaciones

E4€E
F(zyw) =0 y w=W(z)
son equivalentes,

DEMOSTRACION. Aplicando el teorema 4 con p = O, k = 1, resulta que

Flz,w) = (w - W + A1(z)).Ff(z,w) =0 siw-s= "R f.A1(z) en un entorno de Z.s

y 80lo en ese caso, QED.
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i}
CAPITULO 8.

-

La transformada de Laplace. El teorema de Lerch. Algunas transformadas (tiles.
Aplicacidn a las ecuaciones diferenciales ordinarias. La convoluciébn. E1 teore-

ma del valor inicial.

1. LA TRANSFORMADA DE LAPLACE. Sea f(t) una funcibn (medible) definida en (0,%)

tal que |f(t)| b3 KeMt, K y M constantes reales. La transformada de Laplace de

f, ¢(s) = L(f) se define, en s > M, por

Lo o]

(1) d(s) = J e Str(t) ot.
0

Sin embargo puede ocurrir que el integrando en (1) sea integrable aln para

valores s £ M, Al ndmero real, o -°, dado por

(2) a(f) = inf {s: e”St,

f(t)| es integrable en (0,°)}
lo 1lamaremos abscisa de convergencia (absoluta) de ¢. Obviamente si (1) existe
para s > a entonces también existe para todo s € C tal @que Re s > a.

No cualquier funcidn, aun muy regular, es la transformada de Laplace de otra

pues del teorema de Lebesgue de la convergencia dominada se deduce gque

(3) ¢ (s)— 0.

La transformada de una funcidn caracteriza a ésta. En efecto, puede demostrarse

el siguiente teorema debido a Lerch:

TEDREMA 1. Si para ciento Sg Y h >0, y todo n €N, vale que
(Lf)(so + nh) = (Lg)(sO + nh) entonces f(t) = g(t) e.d. t € (0,®).

La transformacidon de Laplace es lineal:

(4) rleyfy + cof5)(s) = cqr(F)(s) + oyr(F,)(s), s> sup (a(fy),alf,)),

donde c; eC, i =1,2. A continuacién presentamos una (til minitabla de tranfor-

madas.
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f(t) (te (0,0)) L(f) s (€ R)

t5, r =0, 1, 2, r(r+1)/stH s s 0

treat, r=0,1, 2y «v.y, aeR| p(c+1)/(s - a)”1 s > 3

cos bt s/(s2 + b2) s >0

1g t (F''(1) - 19 s)/s s >0

3 (t) 1/V 2 41 s> 0

sen t /t arg tg 1/s s >0

TEOREMA 2. S u e C(0,m) & o) (£)] = ke™ ontonces

(5) £y 2 o) - (o) ¢ .nl v oK)y,

DEMOSTRACION. Vedmoslo para k =

IA

1. 51 |fF'(t)]

Ke''t entonces f(t) = J

t

0

f'(x) + C.

Luego f(t) admite una cota seme jante. Entonces, si s es bastante grande, inte-

grando por partes, obtenemos

(6) | et

dt = -f(0) + SJ
8]

o0}

e Str(1) gt.

0 sea, L(f') = sL(f) - f(0). El caso k > 1 sigue por iteracidn del proceso pre-

cedente, QED.

2. ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES A COEFICIENTES CONSTANTES. La transformada

de Laplace se utiliza con éxito para resolver practicamente ciertas ecuaciones

diferenciales. Algunas de éstas son las ordinarias a coeficientes constantes:

(7) P(u) = u(n) + a1u(n—1) * e tau = Y(x?,

a; € C, ~® <x <4, Vale el siguiente teorema de valores iniciales:

TEOREMA 3. Seq p(\) = A" 4 a1A”

- + ve. + a_ el polinomio caracteristico de fa

ecuacién P(u) = 0 ¢ coeficientes reales, Si Aj’ J =1, «ie, M, son Los ceros dis-

tintos de p(A) entonces Lo ecuacidn homogénea P(u) = v = 0 tiene n soluciones
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de fa Lorma

T A.x
(8) xed; J=1 ooy my 1©=0,1, 2, ..., (orden del cero Xj) - 1.

Estas soluciones son linealmente independientes y toda otra solucién de P(u)

1]
[wn]

es combinacidn lineal de éstas. Si P(f) =0y f(a) = fr(a) = ... = F(n—1)(a) =0
entonces f = 0. Es decir, existe una y sdlo una solucién de P(u)

(n-1)

lores de u, u'y, ..., u prefijados en un punto dado.

0 con los va-

Para resolver la ecuacién no homogénea puede recurrirse al siguiente teorema de

existencia del nlcleo de Green del problema:

TEOREMA 4. Existe una funcidn G(y) nula en (-=,0) tal que 54 Y(t) se anula en

{t <a} y es continua en {as t}, ¢a Luncidn

400 t
(9) u(t) = J G(t-1)v(1) dt = J G(t-1)Y(1) dt =: v * G

= a

es La dnica solucién de P(u) = Y en {t> al} tar que u(a) = ... = u(n—1)(a) = 0.
G(s) es una combinacién Lineal de fas Lunciones (8) en {s> 0} Yy ademd s

n-2

K(t,T) = G(t-Tt) € C . (Siv(a) 2 0 entonces u(n)(a) no existe).

No demostraremos aqui los teoremas 3 y 4.

3. APLICACION DE LA TRANSFORMACION DE LAPLACE. E1l problema de valores iniciales:

P(u) = v, u(0) = ... = u(n—1)(D) = 0, de la ecuacidn (7) puede resolverse utili-

zando el

TEOREMA 5. Para s suficientemente grande vale [(u) = L(v)/p(s) s¢

IY(t)|§l<EMt Yy U es s0lucién del problema.

DEMOSTRACION. Esto es consecuencia del teorema 4 si demostramos que u crece, a

lo més, exponencialmente. Como |G(t)]| s cedt para t > tenemos

t
lu(t)] = J ced(t_x).Kemx dx < ueqt, ged.
0
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Conocida L(u) = L(y)/p(s) el problema de hallar u se reduce al de encontrar

L~1(L(y)/p(s)). Si p(s) tiene raices simples entonces

1 b 5,
— — 1
D(Sy e }\1 + se. t s - )\n ’ bj = 1/p (Aj).

En esta situacidn bastard hallar Lf1(£(Y)/(s - Aj)) para resclver la ecuacidn

no homogénea.
4, CONVOLUCION. Supongamos que f y g sean funciones definidas en (- w,e), local-
mente integrables y nulas en (-« ,0). La convolucién de f con g se define por

X

(F* g)(x) = jﬂ F(£)g(x-t) dt = (g * £)(x).

Si h es otra funcibn con las propiedades de f y g, tenemos:

(10) (f ¥g) *h =f * (g*h).

Si f(x) y g(x) son de la forma D(er) entonces (f * g)(x) = D(er) y por tanto:

© X
(11) L(F *g) = j e-SX(J F(t)alx - t) dt) dx =
0 0
= J f(t) dt Jm e_ng(x—t) dx = Jm ’r‘(t)e_tS dtjoo a(v) e™V® du =
0 t 0 0

= L(f).L(9).

Sea H la funcion de Heaviside: = 1 en [0,x), 0 en (- »=,0). Entonces, H * H = x3

n X
H* . *H-= xn-1/n-1! y H*f = J f(t) dt = primitiva de f nula en x = O.

0
Luego
n X tn t2
(12) H* 2, ¥H*Ff =J J j f(t1) dt, ... ot =
0’0 0
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