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INTRODUCCION e

En estas notas se desarrolla la Teoria de Galois para cuerpos arbitrarios. El
propdsito central es demostrar el criterio de resolubilidad por radicales de
una ecuacion algebraica y estudiar la ecuacidn general de grado n.

La armonia y profundidad de esta teoria, su fuerte motivacidn histdrica y las
aplicaciones de sus resultados la hacen especialmente recomendable para un cur-
SO optativo de algebra.

E1 calculo de las raices de los polinomios fue el problema central del dlgebra
durante siglos. Los babilonios ya conocian la férmula que da las raices de la
ecuacion cuadratica aX2 + bX + ¢ = 0 en funcidon de sus coeficientes mediante
operaciones racionales y radicales de segqundo grado. Se trataba de encontrar
formulas que permitieran resolver en forma andloga ecuaciones de grado superjor
al segundo.

En el renacimiento italiano se hallaron las que dan las raices de los polinomios
de tercer y cuarto grados. La de la ecuacidn clbica fue encontrada por Scipione
del Ferro (1465-1526), sin que se conozca la fecha exacta. Se sabe gue en 1541
Niccolo Tartaglia (1490-1557), tal vez conociendo el tranajo de dei Ferro, la
redescubrid. La formula de Tartaglia fue publicada por Garolamo Cardano (1501~
1576) en su Ars Magna {1545) y se conoce como “las férmulas de Cardano®. Un mé-
todo general para resolver las ecuaciones de cuarto gradd, también publicado por
Cardano, se atribuye a un ayudante del wismo, Ludovico Ferrari {1522-1565).

Desde mediados del siglo XVI hasta comienzos dal XIX nuinarosos esfuerzos fueron
hechos por los mas notables matemdticos de la época para generalizar estos re-
sultados a la ecuacion de quinto grado. Joseph-Louis Lagrange (1736-1813) nhizo
un profundo andlisis de la resolubilidad de las ecuaciones clbicas y cudrticas
y mostrd que la razén de que ello fuera posible era que la resolucidn de estas
ecuaciones podia reducirse a la de "ecuaciones resolventes" de menor grado. Por
otro lado encontrd que aplicandu los mismos métodos a la ecuacién de quinto gra-
do se obtenia una resolvente de grado seis. Este resultado sugeria la imposibi-
lidad de resolver por radicales las ecuaciones de quinto grado, lo que fue de-
mostrado independientemente por Paolo Ruffini (1765-1622) (pubiicado en 1813) y



por Niels Abel (1802-1829) (publicadc en 1827). E1 trabajo de Evariste Galois
(1811-1832) sobre este problema fue mds profundo y completo porque dio una con-
dicidn necesaria y suficiente para que cada ecuacidn algebraica particular sea
resoluble por radicales. Esta condicion se refiere a las propiedades de un cier-
to grupo de permutaciones que se asocia a la ecuacidén. Galois murid en un duelo
antes de cumplir veintiun afos, y sus escritos recién fueron publicados en 1846.
Sus ideas, elaboradas y desarrolladas, constituyen lo que actualmente se llama
Teoria de Galois.

Otro problema clasico que estudiamos en estas notas y que se resuelve en términos
de extensiones de cuerpos es el de las construcciones con regla y compds. Tiene
su origen en los matematicos griegos, quienes no supieron decidir si ciertas
construcciones geométricas son posibles usando la regla y compds solamente (re-
gla = regla no subdividida). Las mas famosas eran: 1) Triseccidn de cualquier
angulo, 2) Duplicacidn del cubo, es decir, construir el lado de un cubo de vo-
lumen igual al doble de uno dado, 3) Cuadratura del circulo, es decir, construir
un cuadrado de area igual a la de un circulo dado. Todo problema de construccion
con regla y compas puede formularse como un problema algebraico sobre cuerpos.
No es dificil ver que nay angulos no trisecables y que las dos Gltimas construc-
ciones son imposibles, usando para la cuadratura del circulo que 7 no es alge-
braico sobre Q, 1o que fue demostrado por F.lLindemann (1652-1939} en 1882.

Es de sendalar que lo que se demuestra es ia imposibilidad de construcciones
exactas.(Las hay que dan muy buena aproximacion).

Para los datos historicos y biogréficos que complementan necesariamente los re-
sultados matemdticos expuestos en estas notas puede censultarse la bibliografia
que se indica, particularmente {17}, [19], [20], [21].

iv



CAPITULO I f:%%f

POLINOMIOS Y RAICES

Recordemos algunos resultados conocidos sobre el anillo de polinomios K{X] con

coeficientes en un cuerpo K:

1)

KIX] tiene division entera:cualesquiera sean f(X),q(X) € K[X], g # 0, existen
polinomios dnicos q(X), r(X) € KIX] tales que f = q.g+ryr=00gqrr <
< gr g. KiX] es dominio euclideano.

KIX] es un dominio principal y por 1o tanto D.F.U. (dominic de factorizacidn
Gnica). Si f(X) € KIx], gr f > 1, las siguientes propiedades son equivalen-
tes:

i) f(X)/g(X).n{X) dmplica f/g o f/n.

ii) f(X) es irreducible,

ii1) (f(X)) es un ideal maximal.

iv) (f(X)) es un ideal primo.

A D.F.U. implica Al[X] D.F.U., y de acui
A D.F.U. implica A[ 1,X2,...,Xn} bD.F.U.

TEOREMA 111. Si A es un D.F.U. entonces A[X] es D.F.U. Los irreducibles de

A[X] son los primos de A y los polinomios primitivos de A[X] que son irredu-

cibles en K[X], siendo K el cuerpo de cocientes de A. { Un polinomio f(X) =
n i .

= Z an1 € A[X] se dice primitivo si el m.c.d. de sus coeficientes es 1).
i=0

Decidir si un polinomio f(X) & K[X] es irreducible es un problema dificil.

4)

Criterio de irreducibilidad de Eisenstein: Si A es un D.F.U., K su cuerpo de

n .
cocientes, f{(X) = § a1.X1 € A[Xl, n=1 y existe un primo p € A tal que
0
p # dgs P/ a;, 1 =0.1,...,n-1y p2 7~ ag entonces f(X) es irreducible en

K[X].



EJEMPLOS. Si a es un entero #%1 y no divisible por cuadrados # 1 el polinomio
X"-a es irreducible en Q[X|. También 1o son 3X° - 2x + & , 10x* - ex? + 3.

A veces un polinomio no satisface las condiciones del c¢ritero de Eisenstein, pe-
ro una transformacidon del mismo si.

Por ejemplo, se verifica que f(X) = Pl xP2 ... + X + 1 es irreducible sc-
bre Q, para todo primo p. Para verlo es suficiente mostrar que f(X+1l) es irredu-
cible sobre Q:

P _ \ P
Como f(X) = X L s f(Xx+1) = (X + 1) L y se tiene
X -1 X+1-1
Xp + (p)xp'l + ...+ ( p )X o
f(X+1) = 1 p'l Xp”l + (?)XU“Z + +p
X

que verifica las condiciones del criterio.

Notar que de 3) resulta que para estudiar la factorizacidn en Q[X] de un polino-
mio f(X) con coeficientes racionales podenos suponer que todos sus coeficientes
son enteros y hallar su factorizacion en Z[X].

n .
(En general, si A es un D.F.U. y K su cuerpo de cocientes, si f(X) = § a. X!
i=0
€ K[X] entonces f(X) = c.fl(X) siendo ¢ € K y fl(X) € AlX] primitivo. Entonces

es suficiente hallar la factorizacion de fl(x))a

Existe un algoritmo para hallar en un nGmero finito de pasos la descomposicion
en factores irreducibles en Q[4] de cualquier polinomio F(X) &€ Q[X], debido a
Leopold Kronecker (1823-1891). (Ver Van der Waerden, Modern algebra I, pdg. 77).

5) Otro criterio de irreducibilidad.

En general, si ¢: A ~ B es un homemorfismo de un anillo A en ctro B, ¢ puede
n .

extenderse a uno ¢: AlX] -+ 8[X] definiendo &{ § aixl) =
i=0 i

w(ai)x‘. Es
0

n
L

claro que ¢/A = ¢,



TEQREMA 1.2: Sean A,B dominios de integridad, K, L sus cuerpos de cocientes y
n .
¢: A - B un nomomorfismo de anillos. Sea f(X) = ) aix1 € A[X] tal que
i0
gr ¢(f(X)) = gr f. Entonces si ¢(f(X)) es irreducible en i.[X], f(X) no se puede
factorizar f(X) = g(X).h(X), con g,h € A[X] y gr g, gr ni=> 1.

en A[X] f = g.h con g,h no constantes entunces ¢(f) = ¢{(g).p(h). Como

gr o(f) = gr o(g) + gr v(n) y gr v(g) <gr g (1) y gr (n) <gr n (2), de la
nipdtesis gr ¢(f) = gr f sigue que (1) y (2) son igualdades, lo que contradice
la irreducibilidad de ¢(f) en LI[X].

Demostracidn. En las condiciones del enunciado, si f(X) se pudiera factorizar

Este criterio se puede aplicar al caso particular en que A es un D.F.U. y se
tiene entonces: "Si ¢: A > B es un homomorfismo de un D.F.U. A en un dominio

n .
B, K, L son sus respectivos cuerpos de cocientes, f(X) = 2 a1.X1 € A[Xles tal
i=0
que gr(o(f)) = gr f, entonces si ¢(f) es irreducible en LI[X],
en K{Xi".

f es irreducible

Demostracion. f se puede escribir en AlXIcome f = c¢.f), ¢ = m.c.d. de los coe-
ficientes de f, f; polinomio primitivo. Por el teorema anterior y el 1.1 se
tiene ¢(f) irreducible en L(X] = f) irreducible en A[X] = f; irreducible en
K{X] = f irreducible en K[X].

X) € ZIX] es irredu

Este criterio puede aplicarse para decidir si un polinomio f(X
}) =gr fyo(f) es

cible: tomando ¢: Z - Zp el homomorfismo candnico, si gr(g(f
irreducible en Zp{X] entonces f es irreducible en Q[X].
Ejemplo. E1 polinomio f(X) = X3 + 5X2 - 9X + 16 es irreducible sobre Q pues si
consideramos el homomorfismo candnico ¢: Z 4-23, es ¢(f) = 3 +2x2 4 1 que es
irreducible en 23[X].

: . . 2. . . . i

Nota. No vale el criterio reciproco: X° + 1 es irreducible en Q[X] y 1o 1o es en
ZZ[X]' Mas aln, existen polinomios con coeficientes entercs irreducibles sobre
Q pero reducibles sobre Zp, para todo primo p.

Por ejemplo, el polinomio f{X) = X4 - 10%¢ + 1 esta en esas condiciones. En efec

<



to, sus raices son % J-lg#i—lﬁlefi = x(yZ2 £ /3).

Luego f(X) = (X = (v2 + V3))(X - (VY2 - V3))(X + (V2 + /3)) (X + (VZ - /3)) (1)
y como los factores y sus productos tomados de a dos no son polinomios de Q[X],
f(X) es irreducible en Q[X]. Veamos que f(X) es reducible sobre cualquier Zp.
Lema. Si a y b elementos de un grupo ciclico G ne son cuadrados, su producto es
un cuadrado.

.

De aqui se deduce que en cualquier £, unc de los elementos 2, 3 0 6 es un cua-
drado, es decir 2, 3 6 6 es congruente con un cuadrado mdulo p.

En efecto, si p=2063, 20 (mod.2) 6 3 =0 (mod.3). Sip=25, 6
y si p>5, por el lema 2, 3 6 6 es un cuadrado. )

Si 2 = a entonces multiplicando en (1) se tiene que f(X) = (X2+2ax-l)(X
Si 3 =a%, f(X) = (X2
(x2-5-2a).

1 (mod.5)

it

2

It

~2aX-1).
+2aX+1)(X%-2aX+1). Finalmente si 6 = a%, £(X) = (x2-5+2a).

§
N

RAICES DE POLINOMIOS.

S1 K es un cuerpo, todo cuerpo E que contiene a K como subcuerpo se 1lama una ex

tension de K. Escribiremos K CE para significar que E es una extension de K.
n
Es clarc que si K CE, K[X] CE[X]. Dado un polinomio f(X) = 7§
n .=
elemento a € £ se dice una raiz de f(X) si f(a) = c1a1 = Q.
i=0

c1X1 € KIX] un
o

TEOREMA 1.3. {(del resto). Si f(X) € X{X]y a € K, el resto de dividir f(X) por

X - aes f(a).

Como consecuencia, cualquiera sea f(X) € K{X]., &
st X - a / f(X).

M
=

es raiz de f(X} si y sélo

Raices miltiples. Si f(X) € K[X] y a € K es una raiz de f entonces se puede es-

A2

cribir f(X) = (X - a)".g(X) donde g{X) € KiXly X - a # g(X) (o o que es equi-
valente, g{a) # 0). Es claro que m > 1.

4



E1 nimero natural m se 1lama el orden de multiplicidad de 1a raiz a. Sim=1 a

se dice simple y sim>1 a se dice una raiz miitiple.

TEOREMA i.4. Un polinomio f(X) € K[X] de grado n > 1 tiene a 1o sumo n raices
en K, contando cada raiz tantas veces como su orden de multiplicidad.

Demostracidn. Si @15...,8g SON raices distintas de f(X) en K de Ordenes de mul

tiplicidad M{,..., respectivamente, razonando por induccidn se ve que f(X) es

m m
divisible por (X-al) L .. (X-a_) ® de donde sigue que my + ... +m

S

<n,

Usando este teorema se puede demostrar que:

TEOREMA 1.5. Si K es un cuerpo, todo subgrupo finito U del grupo multiplicativo
K* es ciclico. En particular, si K es un cuerpo finito, K* es un grupo ciclico.

Demostracion. Sea U € K* un subgrupo finito de orden n, U = Up X ... X Up Su
1 r

descomposicidon en las componentes primarias. Basta ver que Up‘ es ciciico para
i

todo i. Sea entonces U un p-grupo abelianc de orden pt y @ un elementc de orden

.. ‘ e _ .
maximo entre los de U, orden de a = p . Entonces como orden de x / orden de a

e
cualquiera sea x € U, es xP =1, para todo x € U.

e
Por otro lado, el namero de raices del polinomio P21 ek es < pe sz

:ptgpe = pt:pe =>U=(a).

En particular, si p es primo, ZB es un grupo ciclico.

n .
Polinomio derivado. Dado f(X) = 7§ a.x' se 1lama polinomio derivado de f(X) al
n . 1=0
polinomio f'(X) = § 1aiX]'1. Valen las siguientes propiedades:

i=]
1) (f+g)t =f" +g

2) (f.g)' = f'.g+ f.qg'.

Observacidn. Para la comprensidon del significade del teorema jue sigue conviene
tener presente que: a) Si f,g & K[X|, el w.c.d.(f,g) = D(X) se puede calcular

(&)



por el algoritmo de Euclides, es decir por divisiones sucesivas. Dada la unici-

dad del cociente y el resto, éstos son los mismos aunque se considere una exten-
sion K C E, se piense a f y g como polinomiosde E[X] y se haga la divisidn ente-
ra en E[X].Luego el m.c.d. D(X) no depende del cuerpo al que se consideren per-

tenecientes los coeficientes de f v g.

b) Mas adelante se demostrara que para cualquier polinomio no constante de K([X]

existe una extension E D K en la que el polinomio tiene por 1o menos una raiz.

A

Escribiremos (f,g) = m.c.d.(f,g).

TEOREMA 1.6. Sea f(X) € K{X], gr f > 1. Entonces

1) a € K es raiz mdlviple de f(X) = a es raiz de f(X) y de f'(X) = X-a/(f,f")
< a es raiz de (f,f').

2) Todas las raices de f(X) son simples si y s6lo si (f,f') = 1.

3) Si f(X) es irreducible, todas las raices de f(X) son simples si y sélo si
fL(X) # 0.

4) Si car K = 0 entonces f'(X) # 0. Si car K = p # 0, entonces f'(X) = 0 si y
s6lo si f(X) = n(XP) con h un polinomio de K[X]. Si f{X) es irreducible, n

e

es irreducible y f(X) se puede escribir f(X) = t(XP ), ¢ > 0, dende t es un
polinomio irreducible con raices simples, y todas las raices de T tienen mul-

. e . . . e 5 €
tiplicidad p-. (Si Upsenees, SON las raices distintas de f, ab yeeeaP son

1
b ES
las raices de t).

Demostracion. 1) Si f(X) = (X‘-a)m.g(x) con X - a X giX), f4X) =

= m(X-a)mnlg(X) + (x-a)Tg' (X) = (X—a)m"l(mg(x) + (X-a)g' (X)) con X-a % h, de

R(x)
donde sigue que X-a / f y X-a / f' siy sdlo sim>1.
2) = es inmediato por 1j. = : Si B(1) = {f,f') # 1 en alguna extensién £ de K
D(X) tiene una raiz. Si a € FE es raiz de O(X), X-a / D = ¥X-a / f y A-a / f!
= a es raiz miditiple de ¥, contradiccion.
3) Sea f irreducible; todas las raices de f simples <= {(f,f') = 1 <=
=+ f'(X) # 0.

(@)}



4) Sicar K =0, como gr f > 1 es claro que f'(X) # 0. Si car K = p # 0,

n .

£ =0 = ] dax'Th=0 = da,=0,1<i<n = il =00a, =0 =
i=1

. /o g pki - 4 p -
= p/i o0 a; =0 = f(X) = ] ax y f(x) = n{x") con n(X) =
| 9 ‘ 1=0 - ‘
= ) a,X ". La reciproca es trivial.
aifO

h(XP) con h de grado menor que el
hl(Xp).hZ(Xp). Las raices de h
pueden ser todas simples o haber midltiples. En este Gl1timo caso h'(X) = 0 =

Si f(X) es irreducible y f'(X} = 0, es f(X)
de f e irreducible pues h = hl'h7 = h(Xp)

H

2
= h(X) = g(Xp) con g irreducible = +(X) = g(X” ). Iterando el razonamiento
e
resulta f(X) = t(XP ) con t irreaucible con todas las rafces simples = todas

2\ - - - e\

Tas raices de f son mGltiples de orden pe: araizde tf = 0=fla)=taP ) =
e ) ) Nz , X R

= aP es raizde t = t{X) = (x-a” ).t (X} con %-aP % ot, = f(X) = t(xP) =

1
e e e S .
= (xP -aP ).tl(Xp )= (X-adP o (xPY = a4 es paiz memjitiple, pues si fuera

- ﬁ - e . v . T’\(‘:‘ . B . -
raiz de tl(XP ) seria t](ap ) = 0y se tendria X-a¥ / L contradiccion.

EJERCICIOS

. . ! 3 . . ,
1) Probar que los polinomios X' + 1 v X7 + X + 1 <on irreaucibles sobre los
q >

racicnales.

2) Escribir tedos los poiinomics irreducibles en szxi de 2+, 3% y 47 grados.

. . Couh L 6. . . 0 e
3; Becir si X"+X+1 vy X +X3+1 son arreducibles en Z,1X: .

. . 4 W32 1.3 0.7 . . , .
4) Decir si 44X +10¥7+X“+23 ¥ gk“woL+f~ son irreducibles sobre Q.
5) a) Sea A un douminio de integridad, a,b elementos de A, a inversible. Demos-

trar que la aplicacidn X - ax+b se extiende a un Inico automerfismo de A[X]

que Induce la identidad schre A. éCual es el automorfismo inversc?.
b) Demostrar que todo automorfismc de A{Xl cue restringido a & da la identi-
dad es de la forma indicada en «j.

6) Sea A un dominio de integridad, K su cuerpo de cocientes. Demostrar que en el

cuerpo de cocientes K(X) de A[Xj tcdo automerfismo de K{X) que induce la iden



aX+b ax+b

tidad en K es del tipo X = g a,b,c,d € K, tal que o & K, o lo que
es equivalente ad - bc # 0.
m i n 3
7) (Resultante). Sea K un cuerpo, f(X) = § a X', g(x) =) ijJ donde a_ # 0 o
0 0

bn # 0. Probar que f(X) y g(X) tienen un factor comin de grado > 1 si y s6lo

si existen u(X), v(X) € K[XI no nulos simultaneamente, tales que u(X).f(X) =

n-1 .
= v(X).g(X) con gr u <ny gr v <m. Poniendo u(X) = ¥ quJ, v(X) =
m-1 -
= v1X1, describir las m+n ecuaciones lineales en uj> V4 Que se satisfacen
0

si y s6lo si u(X)f(X) = v(X)g(X). Concluir que f(X) y g(X) tienen un factor
comin de grado > 1 si y s6lo si el siguiente determinante de orden m+n, 1la-
made la resultante de f y g, se anula:

m m=-1 0
m am—l 0
o “Ym-1 4 |
bn bn—l bl DO
| by ko
bn bn--l bl bd

8) Interpretar la anulacidn del siguiente determinante de acuerdo con el ejerci-
cio anterior:

O = O O =
L]
N O
i
<

s e}



CAPITULO II

EXTENSIONES

-

31 K es un cuerpo, un cuerpo £ se dice una extensidn de K si E contiene a K como
un subcuerpo. Se escribe K C E.

Si K CE, E se puede considerar como un K-espacio vectorial. La dimension de es-
te espacio se llama el grado de la extensidn E sobre Ky se nouta [E:K]. E se di-
ce una extension finita o infinita de ¥ segin que [E:Kf sea finito o no. Si

[E:K] = n, E se dice una extension de grado n de K.

Es clara la transitividad de extensiones: Si K CE y E ¢ F entonces KCF. Se
escribe K CE CF.

Ejemplos. 1) Q CR, RCC, Q€ C. [C:RE = 2; [R:Q] y [C:Q) son infinitos.
27 Q < Q(X) € R(X) € C(X), donde Q(X), R(X), C(X) son los cuerpos de cocientes
de los anillos de polinomios Q[X], RIXl, C[X]. Son indas extensiones infini-

a
tas, excepto C(X) que es una extension de grado 2 de R{X).

Dada una extensidn K C E, veamos como construir extensiones incormedias F:

KCF CE.

Si A# @ es un subconjunto de E,el subanillo de £ generado por Ky A, es decir el
menor subanillo de E que contiene a K y a A, se representa K[Al. E1 subcuerpo de
E generado por K y A se escribe K(A) v es el cuerpo de cocientes de K[A]. Asi se
construye una extensidon intermedia: K < K(A) < F.

Si A es un conjunte finito, A = {a},.r.,am} . KIAl  ( K(A)) se escribe
K[al,...,am] ( Klaq,.oosa ) ).

1 m

TECREMA 2.1. S1 KCE y A # P es un subconjunte de £ entonces:
MKM]:thnq%%nEN,fEMK”HM],B““JnEM.

En particular, si A es un subanillo de E (conteniendc a la unidad de [),entonces
K[A] estd formado por todas las sumas Ffinitas 3 kiai’ ki < K, a, € A,



b u ‘ i (‘r‘(al,...,an) i .
) K(A) = {V-. u,v € K[A], v # 0} = 19(31, : :n&N, f,ge K[Al,...,X i,

N n

a15...58, € A, g(al,...,an) # 0} .

En particular:
c) Si A es un conjunto finito, A = {al,...,am} entonces

I

K[al,...,aml = {f(al,...,a .

o oK {
m)' f e n[xl,..‘,x

) f(al,...,am) o \ ) _
K(al,...,am) = { — : f,g € h[xl,...,xm] , g(al,...,dm) t 0.

g(aj,....a)
d) Si A = {a} entonces
Klal = {f(a): f e K[X]}
K(a) = {g%g%-: f,g € KIXI, g(a) # 0}.

Deniostracidn. Ejercicio.

Ejemplos. Q € Q(vZ) CR ; Q € Q{v2,/3) € C ; R(i) = C.

Se dice que la extensidn K(al,...,am) se obtiene por adjuncidn a K de los ele-
mentos al,...,am. Una extensién K(a) de K que se obtiene adiuntande ur sole elc
mento se dice una extensidn simple de K.

Ejercicio. 1) Q(/Z2,/3) = Q(VZ + /3).
2) a) Sea K CE, u,v €E. Demostrar que Kl{u.,v) = Klu){v) = K(v){u).

b) En general, si KCE y Ay B son subconjuntos de £ s¢ tiene que K(A u B) =
= K(A)(B) = K(B)(A).

TECREMA 2.2. Si K es un cuerpo y K C L CF entonces
[F:Kl = [F:E}.[€:K)

Si {a,].}i€I es una base de E sobre K y {bj}jEJ s una base de F sc¢bre E enton-

ces {aibj} es una base de F sobre K.

(i,d)elxd

10



Demostracion. Ejercicio.

COROLARIQO. ST K CE CF, F es finita sobre K si y sélo si F es finita sobre E y
E es finita sobre K.

Si K es un cuerpo y K CE, interesan los elementos de E que son raices de poli-
nomios con coeficientes en K.

DEFINICION. Si K C E, un elemento a & E se dice algebraico sobre K si existen
elementos 3gsa1s---5a, € K, no todos nulos, tales que

n n-1
a o + a o +
n-1

n .+ ala + aO =0, es decir

a algebraico sobre K <= existe f(X)} &€ K[X] no nuio tal que f(a) = 0.

Si o no es algebraico sobre K, se dice trascendente sobre K.

Ejemplos.

1) i €C es algebraico sobre Q y R.

6
2) Y3 €R es algebraico sobre Q. Lcs ndmeros complejos que son algebraicos so-
bre Q se 1laman ndmeros algebraicos.

3) Todo o € K es algebraico sobre K.

4) Si e es una raiz n-ésima de la unidad entonces ¢ es algebraico sobre cual-
quier cuerpo de nimercs K ya que X"-1 € K[X].

5) e es trascendente sobre Q (Hermite) y u es trascendente sobre  (Lindemann).
B

También 1o son los nimeros de la forma o, con o algebraico y B algebraico

irracional.

Sea KCE, oo € E. Consideremos ¢: K[X] » E 1la aplicacidn definida como sique:
¢(f) = f(a), cualquiera sea f € K{X].

v es un homomorfismo de anillcs, su imagen es Klul y su ndcleo, que es un ideal
de K[X], es el conjunto de todos los polinomios de KIX| que se anulan en &, €s
decir, que tienen a « como raiz.

KIX] /Nucy = Klul.

11



Como K[X] es un dominio principal, Nucy es un ideal principal.

Si Nuc ¢ = (0) entonces o es trascendente sobre K y K[X] = K[a].

Si Nucy # 0, a es algebraico sobre K y Nucg = (fO) con fO # 0. Podemos suponer

fa ménico.

K[X]/(fo) = Kle]  dominio de integridad = (fo) ideal primo = fO irreducible
K

en K[X] = [X]/(fo) = Kla] cuerpo = Kla} = Kla).

Es claro que Nucy # (0) < o algebraico.

E1 polinomio irreducible ménico f, estd univocamente determinado por u y se 1la-
0

ma el polinomio minimal de u sobre K. Si gr fO =n, o se dice alyebraico sobre

K de grado n.

TEQOREMA 2.3. Si K CE y a € € es algebraico sobre K entonces:
a) Existe un polinomio irreducible ménico Gnico f € K[X] tal que f(a) = O.

b) Cualquiera sea g € K{Xi, g{a) = 0 si y sélo si f/q.

c) Kla]l = K(a).

. : . 2 n-1 _ . ]
d) Sigrf=n, [Kao): Kl =n y 1,0,05,....4 ¢s una base de K{w) sobre K.
Demostracidn. a),b) y c) siguen del razonaniento anterior. Queda propuesta la

demostracion de d) como ejercicio.

Ejemplos.
. 5. . . vl .
1) v/2 es algebraico sobre Q, su polinomio minimal es X°-2 , [
base de Q(v2) sobre Q es 1, v2; luego los elementos de Qv

(V2):0] = 2 y una
) son los ndmeros

AV ]

de la forma q; + qz/?', ;.95 € Q.
2) o algebraico sobre K de grado 1 = o & K.
3) XQ—X2+1 es irreducible sobre Q. S1 w & C es una rafz, [Qlu}:Q} =4 vy
. 2 3 L ‘
Qa) = {qy + gyu + ga® + q3a° r gy € Q. .
4) Si e € C es una rafz clbica primitiva de 1, X #X+i o5 su polinomio minimal
sobre Q, [0(e):01 =2 y Q(s) = {ag + que @ g),u, € §1.

12



2 e . .
X +X+1 se 1lama el polinomio ciclotomico de orden 3. En general, si n € N,

fn(X) = II(X—ai) donde op

11ama el polinomio ciclotdomico de orden n.

son las rajces n-ésimas primitivas de la unidad se

Mas adelante probaremos que fn(X) es un polinomio con coeficientes enteros
irreducible sobre Q, de donde resultea que fn(X) es el polinomio minimal de
cualquier raiz n-ésima primitiva ¢ de la unidad y que [Q(g):Ql = ¢(n).(¢(n) =
= nimero de ndmeros naturales s que n y primos con n). Q(c) se 1lama e
cuerpo ciclotomico de orden n.

En particular, si n = p primo, fp(X) SxPl e e x e , [Q(e.):Ql = p-1.

ST KCECF y a€F es algebraico sobre K, entonces es algebraico sobre b
y el polinomio minimal de o sobre E divide al polinomic minimal sobre K.

Ejemplo. Q € Q(v2) < Q(v2).

V7 es algebraico sobre Q y sobre Q{/2). Scbre § el polinomio minimal es x4-2.
Pero este polinomio e es irreducible en Q{/2)[X] pues x*-2 = (A?-/c (X2
ET polinomio minimal sobre Q(/2) es x2-/2.

DEFINICION. Una extension K C [ se dice algebraica si todo elemento o & [ es al-

[¥2)

gebraico sobre K. En caso contraric [ se dice una extension trascendente de K,
0 sea, si existe algln elemento de £ que es trascendente sobre K.

Ejemplos.
1) C es una extension algebraica de R; cuaiquiera sea a+hi € { es raiz del po-
linomio X°-2aX+a+b? € RIX]. T s AEEE . e e .

2) Q(vV7) es una extension algebraica de Q pues cualquiera sea q1+q2v2 es raiz

de X~ quX+q§ 2q§ € QIX}. XE A o >oa o, o

9 ;

3) Q &R es trascendente.

TEOREMA 2.4. Toda extension finita E de K es algebraica. Si [£:K] = n todo ele-
mento de E es raiz de un polinomio de grado =i n con cocficientes en K.

o
{a



o

Demostracion. Sea « € E. Como [E:K] = n, 1,a,...,un son linealmente dependien-
tes sobre K, luego « es raiz de un polinomio € K{X] de grado < n. Entonces a es
algebraico sobre K.

(Observar que como K C K(a) C E, el grado de = sobre K divide a n).

CORQLARIO. o es algebraico sobre K <= K(a) es una extension finita de K.

La reciproca del teorema no es verdadera: No toda extensidn algebraica es fini-
ta. Por ejemplo, mas adelante veremos que el subconjunto Q C C formado por las
raices de todos los polinomios con coeficientes racionales es un subcuerpo de
C, y Q es claramente una extensidn algebraica de Q: Q € §. Si fuera [Q:Q] = n
finito entonces todo polinomic irreducible de Q{X] tendria grado <n, absurdo
puesto que hay polinomios irreducibles sobre Q de grados arbitrariamente gran-
des.

Ejemplo. Consideremos el polinomio f(X) = X +X+1, irreducible sobre Q. Si a es
una raiz de f(X), [Q(a):Q] = 3. Todos los elementos de Qia) son algebraicos so-
bre Q. Si 8 € Q(a) , B # a, écual es el polinomio minimal de 37. Si 8 € Q, es

X-B. S1 B & Q, de Q CQ(B) C Q(a) sigue que 1G(5):Ql = 3, luego el polinomio mi

nimal de § es de grado 3: X3 + quz + qlx 0y Una basce de Q{a) es l,q,az ¥y B

se escribe como combinacion lineal de estos elementos.

Por ejemplo, supongamos { = 1+2a2. Entonces como a3 = -g-1 o, a4 = -qz-u , €s
82 = 1+4a2+4a4 = 1+4a2-4a2~4a = 1-4a ; Bj = 65.5 = 2u2+4u+9. Reemplazando en el
polinomio minimal, 2a2+4a+9+q2(1-4a)+q1(l+2u£)+q0 = 0.
2 .
(2+2q1)a +(4—4q2)u+9+q2+q1+q0 =0 = g =-1,4q,=1,q;=-%.

Luego X3+X2—X-9 es el polinomio minimal de R sobre Q.

DEFINICION. Sea K € E. Se dice que [ es una extensidn finitamente generada de

K si existe un nimerc finito de elementos O EC VR RRRR ¢ E tales que

E = K(al,ag,...,an).

Es claro que toda extensidn finita E de K es finitamente generada pues si

{81,...,Bt} es una K-base de £, entonces £ = K(Bl,...,ﬁt),

s



La reciproca no vale. Por ejemplo, K C K(X) no es una extension finita.

TEOREMA 2.5. Si K C E, E es una extensidn finita de K si y s6lo si E es finita-
mente generada sobre K por elementos algebraicos, es decir, si y sdélo si

E = K(al,...,an) CON Oig5. .. s0 algebraicos sobre K.

n

Demostracidén. K C E finita = [ algebraica y f.g. = existen Opsennsa, € E
algebraicos tales que E = K(al,...,an).

Reciprocamente, sea K CE, E = K(ul,,..,a”), a; algebraico sobre K, 1 <1 <n.
Por induccidn sobre n. Si n =1, « algebraico sobre K implica [K(a):K] < .
Sea n > 1, y supongamos (k(al,...,an_l):K] <. Como a  es algebraico sobre K,

es algebraico sobre K(al,...,mn_l) = K(al,...,an_l)(un) es una extension fi-

nita de K(al,...,an_l). De K C K(al,...,an_l) C K(ai"°"“n-1)(a ) = E se tiene

n
[E:K] = [E:K(ul""’un—l)]‘{K(al""’C%-l):K] ,

de donde sigue que [E:K] es finito.

Entonces, algebraica <« finita <*=* f.g. por elemencos algebraicos.
"“.

TEOREMA 2.6. (Transitividad de extensiones algebraicas)
Si KCECF, F es algebraica sobre K si y sélo si F es algebraica sobre E y E
es algebraica sobre K.

Demostracion. ( = ) Trivial.
(<) SiaefF, sea f(X) = g * clx + oo+ X" e B sy polinomio minimal so-
bre E. Entonces a es algebraico sobre K{c

O""’Cn-l) =

[K(co,...,cn_l)(a) : K(CO""’Cn~1>] < w, Como K(CO""’Cn-l) es f.g. sobre K
por elementos algebraicos, es una extensién finita de K. Luego
[K(co,...,cn_l)(a) : K(co,...,cn_l)].[K(co,...,cn_l):K]~<-w =

[K(co,...,cn_l)(a) : Kl <o = ¢ algebraico sobre K.

TEOREMA 2.7. Sea K C E.

ih



a) Si o,B € £ son algebraicos sobre K entonces w*f , a.f y a.B_l (B#0) son
algebraicos sobre K.

b) E1 conjunto L de todos los elementos de F que son algebraicos sobre K es un
subcuerpo de E: K CL CE.

Demostracion. a) o,B € E algebraicos sobre K = K(a,B) aigebraica sobre K. Co-

mo atp , 0.3, u.8~1 € K(u,B), son algebraucos sobre K.

b) Sigue de a).

DEFINICION. L se 1lama la clausura algebraica de K en E.

Es claro que L es una extensidn algebraica de K y es Ta mayor de las extensio-
nes algebraicas de K contenidas en E.

EJERCICIOS.

1) Si [E:K] es un ndmero primo, decir cuintos subcuerpos intermedios hay entre
KyeE.

2) Demostrar que Q(v2,v3) = Q(vV2+/3) vy nallar {Q(v2,/3):0].

3) Hallar el polinomin minimal sobre § de cada uno de los siguientes nimeros:

P ~

3 o . . - Y S

oo, 3, w3, S, STy, e A
€ = raiz primitiva de la umidad do orden primo ;.
Indicar una base de cada una de las extensiones siaples de Q que se obtienen
por adjuncion de cada unho de esos ndmervs, e indicar la forma de sus elemen-
tos.

i - -

4) Sea £ = Q(u) donde u°—u2+u+2 0. Expresar (u2+u+1)(uL~u) y (u-1)"" en
v
la forma au“+bu+c , a,b,c & Q.

5) Hallar el grado ce las siguientes extensiones ¢ indicar una base de fas fi-
nitas:
. ~ s . . K N .
QCC 5 RCR(E) : Zp, <z () 5 0c<Q(ve,/10) ; Q< Q(v/2./5,/1D0)

0(V3) CQ(v3) & Qle) € Q(i,v3) siendo & =1, ¢ # 1.



6)

7)

12)

14)

Ti/6

Sea v = e Probar que [Q(w):Ql = 4 y nallar el polinomio minimal de w
sobre Q.
Sea K C E una extension finita y f € K{X] un polinomio irreducible. $i

gr £ > 1y es relativamente primo con [E:K| entonces f no tiene ninguna
raiz en E.

S1 K CE es una extension de grado primo entonces es simple.

7/

St KCEya€&tEes algebraico de grado impar sobre K entonces K(u) = K(a“).

Sea E = K(u), u trascendente, y K { F C E. Mostrar gue u es algebraico so-
bre F.
. . .. , 06
Sea o una raiz del polinomio irreducinle sobre K X'-a y supongamos que
i N . . ..
m/n. Probar que el grado de & sobre K es woodlual es el polinomio minimal
de o/ sobre K?.

Sea K C E una extension algebraica y A un subanillo tal que K C A C E.
Probar que A es un cuerpo. Concluir que todo subanillo de una extensidn fi-
nita de K es un subcuerpo.

Sean E y F dos extensiones de K contenidas ambas en un cuerpo L, E.F el me-
nor subcuerpo de L que contiene a L y u . Sea A e! conjunto de todas ias

sumas (finitas) Eejfi > & € £, fj c F.

) Probar que A es un subanillo.

) Probar que E.F es el cuerpo de cocientes de A.

) Si Ey F son algebraicas sobre K entoaces A = E.F y E.F ¢s una extension
algebraica de K.

Sean K CE y K CF dos extensiones de V., ambas contenidas ¢n una extension

L de K, de grados m y n sobre K relativanente primes. Probar que:

ENF =K y tLUFCKD = mln
Sea (X) @ K[X] de grado n irreducible sobre K y £ una extensidn de K de

grado m, (m,n) = 1. Demostrar que f es irreducibie sobre E.

Para cuales de los siguientes polinoaios (X! existen extensiones K{a) de

K tales que 7 es el polinomio minimal de «? :

L

i7



17)

18)

19)

20)
21)

6, ,y3

¢) X -3x0mdx-r k=R a) Kael , K=

Sea K un cuerpo de caracteristica # 2 y r(X) un polinomio cuadrdtico sobre
K. Probar que f(X) tiene ambas raices en una extension K{u), con al € K. De
modo que si K contiene a las "raices cuadradas" de todos sus elementos, to-

dos los polinomios de 2% grado sobre K tienen dos raices en K.

Mostrar que para cuerpcs de caracteristice 2 existen ecuaciones cuadraticas
que no pueden resolverse adjuntando raices cuadradas de elementos del cuer-
po.

Sea K = Z3. Encontrar todos los polinomios cuadraticos irreducibles sobre K
y para cada uno de ellecs todas las extensiones K(a), siendc a una raiz.
Indicar un cuerpo con 8 elementos, dando su estructura muitiplicativa.

Sea K un cuerpo y C una clase de extensiones de K, Se dice que C es una cla.

se distinguida si satisface las tres propiedades siguientes:

(1) Si KCF CE, la extension K CE estd en ¢ si y 36i0 si las extensiones
K CFyF CE estin en C.
(2) Si K CE estd en ¢, F es una extension de K v E,7 estan contenidos en
un mismo cuerpo entonces F C E.F estd en (.
(3) ST KCFyKCEestanen C y E y F estin contenidos en un mismo cuarpo
entonces K C E.F estd en C.

Demostrar que la clase de las extensicnes algebraicas de un cuerpo K es dis
tinguida; también 1o es la de Jas e«tensiones finitas.

Decir si es verdadero que:

a) Teda extensidn algebraice es finita.

b) Toda extensidn trascendente es no finica.

c) Todo elemento de C es algebraico sobre R.

d)} Toda extension de R es finita.

e) Toda extensidn algebraica de § es finita.

f) Toda extensidn de un cuerpc finito es finita.

g) Q(m) y Q(e) son cuerpos no isomorfos.

h) Q(w) es isomorfo a Q(wz),

i} Si E es una extensién trascendente simple de K entonces para cualquier

18



subcuerpo F tal que K G F CE es [E:F] <=,

j) Sea K C K(X), donde K(X) es el cuerpc de cocientes del anillo de polino-
mios K[X]. Ningdn subcuerpc intermedio # K es de cimensién finita sobre
K.
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CAPITULO II1

CONSTRUCCICNES CON REGLA Y COMPAS

Vamos hacer un paréntesis en el estudio de las extensiones de cuerpos para mos-
trar una aplicacidn que pone en evidencia la fuerza de estas jdeas.

Nos ocuparemos de un problema muy antiguo: la posibilidad de realizar ciertas
construcciones geométricas utilizando solamente la regla (no subdividida) y el
compas.

Para los griegos la regla era una tablita sin subdivisiones, concebida para di-
bujar segmentos de recta, pero no relacionada con la operacion de medida.

Con estos dos instrumentos, regla y compds, se pueden hacer muchas construccio-
nes: dibujar perpendiculares, paralelas, dividir un segmento en n partes iguales,
bisectar un angulo, dibujar un cuadrado de drea igual o doble a la de un poligo-
no dado, etc. Sin embargc hay construcciones que intuitivamente parecierar posi-
bles y que no 1o son.

Los siguientes son tres problemas clasicos famesos no resolubles con regla y conm
pas: 1) duplicacidn de un cubo; 2) triseccién de un anguio; 3) cuadratura de un
circulo.

Los griegos trataron empefiosamente de encontrar estas construcciones sin ser ca-
paces de decidir si eran o no posibles, y la solucién de estcs probiemas ocupé

a muchos matematicos hasta el siglo pasado.

Es relativamente simple ver que no son resolubles usando la nocidn de extension
algebraica y la multiplicatividad de los grados.

Comenzaremos formulando con precisidn qué significa que un problema geométrico
sea resoluble con regla y compis.

Sea M un conjunto de puntos del plano euclideo RZ, con mas de un punto. A partir
de M se pueden efectuar los dos siguientes tipos de construccidn:

(I) Trazar rectas determinadas por pares de puntos distintos de M. (Regla)



(II) Trazar circunferencias que tienen centro en puntos de M y radios iguales a
segmentos de extremos en M. (Compds)

DEFINICION. Sea MO un conjunto de puntos del plano euclideo RZ, con mas de un
punto. Un punto P € R2 se dice construible en un paso a partir de Mg si es pun-
to de interseccion de dos rectas, de una recta y una circunferencia o de dos
circunferencias obtenidas de My por (I) o (II).

Un punto P € R2 se dice construible a partir de Mo si existe una sucesion fini-

ta de puntos Pl’PZ""’Pn = P de R2 tal que P1 es construible en un paso a par-

tir de MO Yy para cada i = 2,...,n el punto Pi es construible en un paso a par-

tir del conjunto M1.__1 = M0 U {Pl""’Pi—l}'

Se ve claramente que esta definicidn comprende todas las construcciones geomé-
tricas que se pueden hacer con regia y compds en el plano euclideo.

Ejemplo. Construir el punto medio de un segmento dado K}ﬂ;ﬂ En este caso

My = {Al,AZ}. E1 procedimiento es el siguiente:

(1) Trazar la recta determinada por Al ¥ A, (1)
(2) Trazar la circunferencia de centro A; y radio Kiﬁgl (I1)
(3) Trazar la circunferencia de centro A, y radio KIKE. (I1)

(4) Sean P1 y P2 los puntos de interseccidn de las dos circunferencias.

—
(S
~——

Trazar la recta determinada por PLy P, (1)

(6) E1 punto de interseccidn P de las rectas A A, y P,P., es el punto medio bus-
172 12
cado.

La sucesion de puntos Pl"PZ’ P define la construccion pedida a partir de MO’
La teoria de extensiones de cuerpos interviene en forma natural en el problema
de las construcciones con regla y compds. Elijamos en R2 un sistema de coorde-
nadas cartesianas tal que Ay = (C,0) y A, = (1,0) con ApsAs & My. Con regla y
compas se pueden construir con operaciones (I) y (I1) perpendiculares y parale-
las a una recta por puntos dados. Un punto (x,y) es construible si y solo si



Tos puntos (x,0) y (0,y) son construibles. Es facil ver que si (x,0) , (y,0) son
construibles a partir de My también lo son los puntos (0,x) , (xxy,0) , (xy,0),
(1/x,0) (x # 0), y ademds (/x,0) si x > 0.

En particular, a partir de los puntos {0,0} y (1,0) pueden construirse todos los
puntos de R2 de coordenadas racionales, y a partir de (0,0) y un punto (x,y) dis
tinto del origen pueden construirse todos Tos puntos con coordenadas en el cuer-
po Q(x,y). Mas general, si Ko es el subcuerpo de R generado por las coordenadas
de Tos puntos de MO’ todos los puntos con coordenadas en Ky son construibles a
partir de MO‘

. . . R . .
Teniendo en cuenta estas observaciones, si P € R® es construible a partir de MO

Y Pl’PZ""’Pn = P es una sucesion tal que Pi es construible en un paso a partir

del conjunto M0 U {Pl""’Pi-l} , para i =l,...,n , en caui paso de la construc-

cidn se considera el subcuerpo de R generado por las coordenadas del punto cons-

truido y de los puntos anteriores. Asi, dadc el conjunto inicial MO’ se considera
el subcuerpo KO C R generado por las coordenadas de 1os puntos de M.; e inducti-

vamente, Ssi P; tiene coordenadas (Xi’yi) entonces Ky = Ki _1(x5,y5) T = 1,...,n.

Se tiene la sigquiente torre de extensiones

K0 Cc K1 cC... C Kn CR

Cada punto P, es interseccion de dos rectas (caso A}, de una recta y una circun-
ferencia (caso B) o de dos circunferencias (caso C) obtenidas por operaciones
(I) o (I1) a partir de puntos con coordenadas en Ki_1- Y es facil ver que toda
recta de este tipo tiene una ecuacidn de la forma ax+by+c = 0 con a,b,c € K1
¥y toda circunferencia de esa clase tiene una ecuacion x2+yr+ax+by+c =0 con
a,b,c € Kiy.1-

En el caso A el punto de interseccion P; tiene sus coordeaadas en el cuerpo Ki-1s
pues eilas son solucién de un sistema de dos ecuaciones lineales con coeficien-
tes en K;_y, y entonces Ky = Ky_ys en cambio en los casos B y C aparecen en gene
ral radicales cuadrdticos pues la resclucion del correspondiente sistema de ecua
ciones se reduce a la de una ecuacidn de 29 grado. (Los puntos de interseccidn

de dos circunferencias x2+y2+ax+by+c =0 vy x2+y2+a‘x+b'y+c' = 0 coinciden con
Tos puntos de interseccidn de cualquiera de ellas con la recta

(a-a')x + (b-b')y + (c-c') = 0). Lueqo Pi tiene sus coordenadas en un cuerpo
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Ki_p(VU) con u € K;_;, v K, = K _q (V).

En conclusion, si un punto P(x,y) es construible con regla y compds a partir de
MO’ sus coordenadas x, y pertenecen a Ko 0 @ un cuerpo F que se obtiene a partir
de KO mediante extensiones cuadraticas sucesivas:

Ko = FgCFy € CF = F

0 0

= 2 o ¢ 1 =
donde Fy = F,_;(03) con oi €F, , » oy #F, , , =1,...,t.

Luego [F:KO] = 2t

Reciprocamente, si P(x,y) es un punto cuyas coordenadas pertenecen a una exten-
sion de KO del tipo indicado, entonces P es construible a partir de M0 pues to-
das las operaciones racionales y radicales cuadrdticos de las coordenadas dan
Tugar a puntos que pueden obtenerse mediante construcciones geométricas con re-
gla y compas.

Queda probado asi

TEOREMA. Un punto P del plano euclideo es construible con regla y compds a par-
tir de un conjunto de puntos M(J si y sélo si las coordenadas de P pertenecen a
Kg 0 @ una extensién F de Ko de la forma F = KO{@I,...,ut) con

2
o S Ko(cxl,...,a-

i21) > 1= 1,...,t, siendo Ky el subcuerdo de R generado por

las coordenadas de los puntos de MO'
Veremos ahora que no nhay solucidn con regla y compds para 10s tres problemas cla
sicos antes mencionados.

Duplicacion del cubo. Determinar un cubo cuyo volumen sea el doble del de uno
dado.

Podemos tomar la arista del cubo dado como unidad de medida. Consideremos en el
piano los puntos (0,0) y (1,0), el cuerpo de base Ky = Q. Resolver el problema
con regla y compas consiste en construir un punto P(2,0) tal que ad = 2, 0 sea
a es raiz del polinomio X3-2. Como este polinomio es irreducible sobre  es
[Q(a):Q] = 3. Si P fuera construible existiria una extens:on Q CF tal que
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aecFy [F:Q = Zt, y entonces de Q C Q(a) CF resultaria que 3 divide a 2t

Triseccidn de un angulo. Se trata de dividir un dngulo dado ¢ en tres dngulos

iguales. No cualquier angulo es trise-

- .‘—_—_’—\\‘
cable utilizando regla y compés. A
Dar el punto A equivale a dar el punto ///:
B(cos ¢,0). Se desea construir el an- // !
/ i

gulo ¢/3, o lo que es equivalente, el // } \\
punto C(cos ¢/3,0). ‘
. _ \(b f 9/3 {
Por una formula trigonométrica ' ay ; ' D

__ l I
cos 3o = 4 cos3cx- 3 cos a. 0 B c

cos ¢/3 es entonces raiz de la ecuacion

3

4X° - 3X - cos ¢ =0 (1)

donde el polinomio del primer miembro tiene sus coeficientes en el cuerpo
Ko = Q(cos $).
1

Por ejemplo, si ¢ = 60° es cos ¢ = 5 KO = (, v coz 20° es raiz de la ecuacidn
ax3 - 3x - i'z 0

0 equivalentemente de 3
8X" - 86X -1 =20

Pero el polinomio f(X) = 8x3

- 6X - 1 es irreducible sobre Q (puede verse pen-
sandolo en Zg[X]). Luego si u es una raiz de f, Q(u) tiene grado 3 sobre ( y en

consecuencia el punto C(u,0) no es construible con regla y compés.

Este razonamiento es aplicable a (1) y resulta que el angulo ¢ no es trisecable
con regla y compas si y sdlo si el pelinomio 4X3 - 3X - cos¢ es irreducible
sobre el cuerpo de base Ko = Q(cos ¢ ).

Es 1o que sucede, por ejemplc, si cos¢ es un npdmero trascendente sobre Q. Enton
ces Q(cos ¢) = Q(Y) siendo Y una indeterminada y podemos considerar la ecuacion

(1) reemplazando cos ¢ por Y. Veamos que el polincmio F(X) = 4X° - 3X - Y es irre
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ducible sobre Q(Y). Si fuera f(X) = g(X).n(X), g,h € Q(Y)[X], como gryf = 1,
debe.ser, por ejemplo, gryg = 0 y gryn = 1, y como en f no nay ningdn término
en X'Y con i >0 debe ser g(X) = constante € Q, 1o que prueba que f es irreduci-
ble sobre Q(Y).

En cambio si b es un nimero racional positivo tal que 0 <:4~3b2 <Zb3 (2) enton

4-3p2

b3
Y todo nimero racional b tal que 1 <b < 1,15 verifica (2).

ces ¢ = arc cos

.

T

es trisecable con regia y compds ya que cos ¢/3 =

Cuadratura del circulo. Dibujar un cuadrado de area igual a la de un circulo da-
do.

Se da A(r,0) y se desea contruir P{a,0)

2 2 | e

tal que a® = lIr™. Tomando r=1, KO = Q, s

y nay que considerar las raices de la { 0 NP

.- 2 . .
ecuacion X -I = 0. Si fueran construi-

bles, existiria una extensidon F de Q tal

que T e F y [F:Q] = 2t, To que implicaria VIl algebraico sobre Q, y por lo
tanto 11 algebraico sobre Q. Que esto Gltimo es falso fue demostrado por F.Lin-
demann (1852-1939) en 1882.

OBSERVACION. Lo que se prueba en los tres problemas planteados es la imposibili-
dad de hacer construcciones exactas. Pero se conocen construcciones aproximadas,
algunas de notable precisidn.

Es de sefalar que con una regla subdividida es posible trisecar cualquier dngu-
lo, mds precisamente, dividirlo en n partes iguales. {Cundy H.M. and Rollet A.P.,

Matnematical models, 1961, Oxford).

La siguiente construccidn permite trisecar un dngulo usando una regla con dos
puntos marcados separados por una distancia d.



Dado el dngulo ¢ se dibuja una circunferencia con centro 0 y radio d que deter-
mina los puntos de interseccidn Ay B. Se apoya la regla sobre el punto A y se la
desliza nasta nacer que los puntcs marcados estén, uno sobre la recta OB, y el
otro sobre la circunferencia. Se determinanasi los puntos C y D. Es facil ver
que el angulo en C es &/3.
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CAPITULO 1V

CLAUSURA ALGEBRAICA. EXTENSIONES SEPARABLES, NORMALES,

CUERPO DE RAICES

Dado un cuerpo K y un polinomio f(X) < K{X] no constante puede suceder que f(X)
no tenga ninguna raiz en K o que tenga un nlmero de raices menor que su grado.
3+X2+X+l = (X+l)(X2+1) € QIX] tiene solo una raiz

en Q. Se plantea el siguiente problema:

Por ejemplo, el polinomio X

En general, dado un cuerpo K y un polinomic f € K[X] no constante, éexiste algu-
na extension E de K en la que f tiene tantas raices comc su grado, es decir, tal
que T se puede escribir como el producto de polinomios ce primer grado en E[X]:

f(X) = C(X-al) cen (X—u“) » CEK, a; €E7,

La respuesta es afirmativa. Para verlo comenzaremos por demostrar que existe
una extension de K donde f tiene una raiz, y luego por recurrencia 1legaremos
a ese resultado.

Pero antes vamos a ver algo sobre nomomortismos de extensiones:

1) Si Ky E son cuerpos, todo homomorfismo de anillos ¢: K +~ E es inyectivo o
nulc. De modo que si v es un nomomorfismoe no nulo, €5 un monomorfismo y en-
tonces K = ¢(K) CE, ¥(K) es un subcuerpo de £ y E es una extension de ¢(K).
Se puede construir una extension F de K isomorfa a [, m&s precisamente, una
extension F de K y un isomorfismo 9: F - E
que ¥/K = ¥,

que extiende a ¥, es decir, tal

s
M
-

A S)
e
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En efecto, sea S un conjunto coordinable con E-¥(K) y disjunto con K y sea
F=KuUS, Es claro que ¢: kK » E sc puede extender a una biyeccion ¢: F ~ E.

En F se definen una suma y una multiplicacién como sigue:

-1 -

(v(x) +¢(y))

HE(x) . B(y))

<!

X +y=

"
6l

X .y

F con estas operaciones es un cuerpe, y las mismas restringidas a K coinciden
con 1a suma y la multiplicacidon de ¥, de modo que K es un subcuerpo de F, y
¢ es un isomorfismo. (Observar que de la construccion de la extension F re-
sulta que hay infinitas de este tipo si ¥(K) # E).

Entonces se puede identificar F con E por el isomorfismo ¥, 10 que identifica
a K con ¢(K).

Esta situacion se expresa diciendo que identificando a K con ¢(K) por ¢, E se
considera una extension de K.

Y: E+ E' se dice un K-homomorfismo si ¥/K = idK , 0 sea, siw(a) = a para to
do a € K. Se dice que v deja fijos lgs elementos de K. Observemos que:

- Sivw: E~+>E' es un K-homomorfismo, es un homomorfismo de K-espacios vecto-
riales. (De ahi el nombre de K-homomorfismo).

~Si¥: E~E' es un K-homomorfismo y o < E es raiz de un polinomio
f(X) € K[X], entonces ¢(«) € L' también as yaiz de f(X). [n efecto, si

- . n L=
f(Xx) = ag taX + ..o +a X, a, €K y fla)

y = . ., oY o P PR | R
fv(a)) ag + alﬁ(a) + ..t hn(w\m)) {)(aU Faja bt aa)

it

0 entonces

Es decir, un K-homomorfismo aplica rajces de f en raices de f.

Como aplicacidn inmediata de esto resulta:

TEORCMA 4.1. S1 K C L es una extension algebraica, todo K-endomorfisno
$: £+ E es un automorfismo.

Demostracidn. Hay que probar que ¥ es epiyectiva, nues siendo K-homomorfismo
vemostracion } ] r
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no es nulo y por 1o tanto es monomorfismo. Si a € E, o es algebraico sobre K;
sea f(X) € K[X] un polinomio cualquiera que tiene a a como raiz {por ejemplo

el minimal) y sea S = {osam, 000000} 5 og = a, el conjunto de raices de f en

E. Como v aplica raices de f en raices de f y v es endomorfismo, v aplica S
en S, y como ¥ es inyectiva y S es finito, ¥(S) = S. Luego w(qi) = @ para al-
gun 1i.

Observacion: Un endomorfismo no nulo ¢: £ » E no es en general un automorfis-
mo de E pues puede no ser epiyectivo. Por ejemplo, la aplicacion

¢ Zp(X) - Zp(X) tal que @(f(X)) = (f(X))P es un monomorfismo no epiyecti-
voO.

En general, si ¥v: E » E es un endomorfismo los elementos que quedan fijos por
¥ forman un subcuerpo K C E. Acabamos de ver que si L es algebraico sobre K
entonces ¥ es un automorfismo de E.

3) Si Ky K' son dos cuerpos y ¥: K - K' es un isomorfismo, ¥ se puede extender

It

a un isomorfismo ¥: K[X] - K'[X] poniendo o(7 aixi) =) w(a]

Es claro que

f(X) € K[X}irreducible sobre K <= @(f(X)) € K'[X] irreducible sobre K'.

TEOREMA 4.2. Sean K y K' dos cuerpos, v: K - K' un isomo~fismo,

f(Xx) =} a1.X1 € K[X] irreducible sobre K, %(X) =y v(ai)x] € K'[X}. S1 o es una

raiz de f en alguna extensidon de K y £ es una raiz de £ en algura extensidn de
K' entonces existe un Gnico isomorfismo ¢: Kla) - K'(R) tal que #{a) = § y

e/K = ¢,

Mas precisamente, si « es una raiz de f(X) en una extension de K y E' es una ex-
tensidn de K', ¢ se puede extender a un homomorfismo @: K{a) » E' si y s6lo si
f(X) tiene una raiz en E', y hay tantas extensiones de » como raices distintas
tiene %(X) en E'.

Demostracion. En las condiciones del enunciado, sin = gr f = gr f*,

)

n"]- ! I [ -
l,a,...,u es una base de K{u) sobre K, y 1,&5,“.,6n 1 @s una base de K'(RB)
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sobre K'. Sea ¥: K(a) - K'(B} definida como sigue:

3 - , -l -
vV x € Kla) , x 3g T At ... ta o , A€ K, es
7 - - \a . L1
¢(X) "p(ao) + ‘p(dl)b oo ‘p(ﬂn_l)‘d .
Es facil ver que ¥ es un isomorfismo, /K = ¢ y o(a) = 3. La unicidad de ¢
resulta de que #(a) = B = ¥(a') = B’ y de que 1,0,...,0"1 es una K-base de

K(a).
Reciprocamente, si o es una raiz de f en una extension de K y E' es una exten-
sion de K' tal que existe un homomorfismo ¢: K(a) - £' que extiende & ¥ enton-

ces se ve sin dificultad que v(a) es una raiz de f.

COROLARIO: Sean E y F dos extensiones de K, y o € £ , 3 & F elementos algebrai-
cos sobre K. Entonces w y B tienen el mismc polinomio minimal sobre K si y solo

I

si existe un K-isomorfismo de K(a) sobre K{(B) que aplica a en 8 .

Demostracion. (=) Es el teorema haciendo K = K' , @ = idy. .
(<) Sea o: K(a) »~ K(B) un K-isomorfismo tal que o(a) = B. Sea f = § aix] el po-

linomio minimal de « sobre ¥ y f' =} ijJ el poiinomio minimal de 3 sobre K,

£(8) = flolw)) = T a;(o(e))’ = o(f ayu') = 0(0)

; como son polino-

it
[
1
~.
B,
-
<

mios irreducibles monicos es f = f',

De aqui resulta gue si K CE, (X} ¢ ¥{] es irreducible y «,f & [ son raices
de f entonces K(a) = K(B).

Ejemplo. Q C C,X4—2 es irreducible sobre . Sus raices son 2 , ~v2 , 21
4 L 4 ~ .

-Y2i. Q(vZ) = Q(VZ2i) , pero Q(?Z) £ 0(v21). Ninguno de estos dos cuerpos con-
tiene todas las raices de f.

Observacion.

a) En el corolario, que el K-isomorfismo de K{u) sobre K(g) aplique o en B es
esencial para concluir que o y 8 tienen el mismo polinomio minimal.
. \ . . . i 2 . "
Por ejemplo, considerar los polinomios irreducibles X“-2 y X¢-4X+2 en



Q[X]. Si o es una raiz del primero y § una del segundo, las extensiones Q(a)
y Q(B) son Q-isomorfas.

b) E1 teorema anterior no es verdadero si se suprime la nipotesis de que f es
irreducible.
Por ejemplo, el polinomio f(X) = (XZ-Z)(X2-3) tiene raices v2 y /3 pero
Q(v2) no es isomorfo a Q(v3): En €] primer cuerpo hay un elemento que al cua-
drado da 2. En el segundo, teniendo en cuenta que sus elementos son de la
forma q; + q2/§', se tiene:

2

2 _ 2 !
)" =97 + 39,

(q1 + q2/§ + 2/§q1q2 # 2 v 4.9, € Q.
TEOREMA 4.3. Si K es un cuerpo y f(X) € K[X] es un polinomio de grado > 1, exis-
te una extensidén E de K donde f tiene una raiz.

Demostracién. Podemos suponer que f es irreducible. Sea ¢: K[X] - K[X]/(f) el
homomorfismo candnico. f irreducible implica KI[X]/(f) cuerpo.

Como dos constantes distintas no son congruentes modulo (f), ei homomorfismo ¢
restringido a K es un isomorfismo de K sobre el conjunto K' de las clases de
equivalencia que contienen a las constantes. Entonces el cuerpo KIXl/(f) = E

es una extension del cuerpo K' y como K = K' podemos considerar que E con-
tiene a K identificando los elenentos de K con los de K': a = v(a) cualquiera
sea a € K .

E es una extension como la buscada ya que £ = ¢(X) es una raiz de f. En efecto,

1 = n Fiane -
si  f(X) ag * alx + ...+ anX se tiene:

FIE) = T(o(X)) = ag + app(X) + ...+ a (w())" =
- A ” - . - "
= «p(aO + a1A + ...t anX ) = w(f) = 0.
Observar que f es a menos de una corstante el polinomic minimal de € y que
E = K(E).

COROLARIO. Si K es un cuerpo y f(X) € K[X] es un polinonio de grado n =1, exis-
te una extension E de K tal que

f(X) = c(X - al)(X - a2) e (X un) s, cekK . a;,e€l.



(Los a; no necesariamente distintos).

Demostracion. Por induccidon sobre el grado de f.

Sigr f =1 se verifica.

Sea gr f > 1 y supongamos la propiedad verdadera para todo polinomio de grado
n-1. Por el teorema existe una extension El de K en la que f tiene una raiz aj.
Luego f(X) = (X-al).fl(X) , fl(x) = EZ[X]'

Como gr fl = n-1, por la nipdtesis de induccidn existe una extension E; CE
tal que fl se puede escribir fl(X) = c(X—uZ) e (X«an) s Gpse..n0 €F
c e K.

Luego f(X) = c(X«al) - (X—an) » oy € E , ¢ €K.

Si KCEy f(X) € KIX] se descompone en LIX]:

f(Xx) = C(X-al) - (X—un) , u. €FE , c€K

i
entonces el subcuerpo generado por K y Cpaeeesth s K(ul,,..uun), es el menor

subcuerpo de E sobre el que f se factoriza en polinomios de primer gradu. A es-
te cuerpo se lo liama un cuerpo de raices de f.

DEFINICION. Sea K un cuerpo y f & K[X] de grado = 1. Una extension L de K se
dice un cuerpo de rajces de f sobre K si:

1) f se factoriza en producto de polinomios de primer grado en L[X]

f(X) = C(X-ul)....(X—a a. € L.

\
n/
La segunda condicion es claramente equivalente a

2') ST KCL' CL y f se desconpone en producto de polinomios de primer grado
en L'[X] entonces L = L',

La existencia de un cuerpo de raices para cada polinomio no constante f € K[X]
esta asequrada por el corclaric del teorema anterior. Pero nc es (nico. Por

. \ \2 ‘ . p " I E ’<f) A
ejemplo, sea f(X) = X“~2 € Q[X]. Sabemos que el cuerpo £ = Q[X]/{X“~2), con-



siderado como extension de Q, es un cuerpo de raices de f sobre Q. Otro es
E' = Q(V2) = {q0+q1/?': 9p-9; € Q}. Como el namero w es trascendente sobre Q,

Q[m] = Q[X] y el cuerpo E" = Q[n]/(ﬂ2-2) , considerado como una extension de Q,
también es un cuerpo de raices de f sobre Q; etcétera.

TEOREMA 4.4. (Unicidad del cuerpo de raices).

Sean K y K' dosbcuerpos, $: K> K' un isamorfismo, f(X) =) a; X un polinomio
no constante de K[X] = Jv(a Y] el polinomio Lorrecpond1ente de K'[X].
Sea L un cuerpo de raices de T Jobre Kyl' uno de f sobre K'. Entonces el iso-
morfismo ¢ se puede extender a un isomorfismo de L sobre L'.

(en general en mds de una manera, y cada raiz de f en L se aplica en una raiz
de fenlL').

Demostracion. Por induccidn sobre grado de f.

Sigrf=1,eslL=KylL" =K yel teorema se verifica.
Sea gr f = n >1 y supongamos que la propiedad es verdadera para todos los poli-
nomios de grado n-1. Sean O seevstiy las raices de f en L, L = K(*"""“n) .

: . P | [ EY 3\
y Bl,...,ﬁn las de fenLl' , L' =K (pl,...,bn/.
Sea fl un factor irreducible de f, Fl el correspondiente de f. Sea « una raiz

de fl en L y B una de Fl en L', Podemcs suponer a = «,, B = Bl. Entonces por el

1’
teorema 4.2 el isomorfismo ¥ puede extenderse a uno ¢: K(,l) *-K'(Bl) tal que

¢(a1) = 8.,

Por otro lado f (X—ul).g1 » 9y € K(ul)[XJ » 9r g; = n-l
~: X~ a9 9 o= L /l 1 m_ = -
f=(X-B1)ogy » g €K(BDIXI, g 9; = n-1
51 es el polinomio correspondiente a g, por el isomorfismo
Y K(al)[x] - K'(Bl)[X]; Ogsee.s0, son las raices de g; de modo que
K(al)(az,...,an) = L es un cuerpo de raices de gy sobre K(al). Analogamente
K'(Bl)(BZ,...,Bn) = L' es un cuerpo de raices de 51 sobre K‘(ﬁl). Enton-
ces por la hipdtesis de {nduccidn ¢ pucde extenderse a un isomorfismo

P K(al)(az,...,an) = K’(Bl}(Bz,...,Bn) (oue aplica cada raiz G, 2<i<n,



en una raiz Bj, 2 <j <n)j.

K e X
incJ iinc
K(o) L roK(B))
1nc[ _ linc
2
KoM ey, ihay) ——me » KB ) (Bps...uB)

Se ve entonces que ¢: L > L' es el isomorfismo buscade.

En particular, si K = K' sigue la unicidad del cuerpo de rafces de un polinomio

f € K[X] a menos de K-isomorfismos.

Por eso se habla del cuerpo de raices de un polinomio f{X) sin especificar en
qué extension de K estd contenido ese cuerpo.

- . ' - : . -
iPor qué en el teorema anterior v puede extenderse en mas de una manera?. ¢Cuan

tas son las extensiones que nay?. ¢(En qué casos la extensifn de v es Gnica?.

Ejemg]os.

1) Sea f(X) = (X2—3)(X3+1) € QX]. Sus raices en € son /3, -1 , =221
. s 163 s , .
El cuerpo de raices es entonces Q{3 ,«~§~—-) que cia-amente es el mismo
que Q(v3,1) . Su grado sobre Q es 4.

FX) = (XD (X+/3) (1) (X = B30 00 1B 00F L 1K)

i

2) f(X) (X2—2X+2)(X2+3) sobre Q. Las raices en C son 1zi , /31 y el cuerpo
de raices es entonces Q(1+1,/31) que coincide con Q{v3,i).
Es el mismo cuerpo que en el ejemplo anterior aunque los polinomios son distin
tos. Esto puede suceder alin cuando se trate de polinomios irreducibles, como
se ve en el siguiente ejemplo:

2]
3) f(X) = X2—2X+2 y g{X) = X°+1 son irreducibles sobre § y ambos tienen Q1)

como cuerpo de raices sobre (.



4) Consideremos f(X) = X2+X+1 sobre Z,. Aqui no se puede trabajar en C y usa-

remos la construccidon basica del cuerpo de raices. f es irreducible, enton-

2

ces se puede construir una extension Z,(g) de I, siguiendo el método del teo
rema 4.3, donde £ es una rajz de f. ¢: ZZ[X] - ZZ[X]/(f) =F, E-= Zz(g)
siendo £ = ¢(X). £ tiene a f come polinomio minimal sobre 22’ luego
[22(5):221 =2 vy g2+g+1 =0, asi que 52 = £+ 1.{1,8} es una base de
22(5) sobre Z2 de modo que los elementos de 22(5) son: 0, 1,8, 1+¢£.

Las tablas de la suma y Ya multiplicacidn en Zz(g) son:

+ 0 1 £ | 1+g . 0 1 € | 1+€
0 0 1 £ | 1+€ 0 0 0 0 0

1 1 0 | 1+¢] ¢ 1 0 1 £ | 1+¢
£ | £ |1+¢ 0 1 g ‘ owg 1+, 1
1+ |1+ | £ 1 0 1+ 1 0 | 1+& 1, g

En 22(5)[X] f se descompone: f(X) = (X-£)(X-1-£).

EJERCICIOS

1) a) Si £ y F son dos extensiones del cuerpo ) de los racicnales, demostrar

que todo homomorfismo de aniilos no nulo ¢: E -» F es un Q-homomorfismo.
b) Encontrar todos 1os Q-autamorfismes do:
i) Q(vz) i1) Q(a) siendo a la raiz real 0
i11) Q(a) siendo =1 , o /1 iv) 6(/Z,/3).

2) Hallar los subcuerpcs de C que son cuerpos de raices scbre  de los polino-
. \ o 2 5 .
mios: X3-1 , xH+5x2+6 , X -8. Indicar sus gradcs.

3) a) Construir un cuerpo de rafces de f{X) = X3+2X+1 sobre Z,.

7

b) Construir un cuerpo de raices de g(X) = XI+XH¥X+2 sobre Zs.

[&8)
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¢Es isomorfo al obtenido en a)?.

4) Si E es un cuerpo de raices de f(X) sobre Ky K C L CE, probar que E es un
cuerpo de raices de f sobre L.

5) Si f(X) € K[X] es un poiinomio de grado n y E un cuerpo de raices de f so-
bre K entonces [E:K]/n!.

[on]
S

Decir si es verdadero que:

a) Extensiones del mismo gradc son isomorfas.

b) Extensiones isomorfas tienen el mismo grado.

c) Si f(X) es un polinomio irreducible sobre K y o es una rajz de f en algu-
na extensidn de K, entonces K(«) es un cuerpo de raices de f.

d) Polinomios irreducibles distintos sobre un cuerps K tienen cuerpecs de
rafces distintos.

CUERPOS ALGEBRAICAMENTE CERRARDS., CLAUSURA ALGEBRAICA,

constante de L[X] tiene una raiz en L.
Se ve que las siguientes propiedades son equivalentes:
i) L es algebraicamente cerrado.

ii) Todo polinomio no constante de L{X] se descompone en producto de polino-
mios de primer grado.

i11) Los polinomios irreducibies de iL{X] scn los de primer grado.

iv) Toda extensidon algebraica de L coincice con L,

DEFINICION. Dado un cuerpo K, una extension X C E se dice una clausura algebrai
ca de K s1 £ es una extension aigebraica de K y [ es algebraicamente cerrado.

Es claro que si KCF CE y E e5 una clausura algebraica de K entonces E es
una clausura algebraica de F.
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La reciproca no es verdadera. Por ejemplo, Q €CR C C; C es algebraicamente ce-
rrado (Teorema fundamental del &lgebra} y es algebraicc sobre R, luego C es una
clausura algebraica de R.Pero nc lo es de Q pues C no es algebraico sobre Q.

Vamos a ver que un cuerpo algebraicamente cerrado es una suerte de "receptor
universal” de homomorfismos. En primer lugar veamos que para cualquier cuerpo

K existe una clausura algebraica de K y que ésta es dnica salvo K-isomorfismos.

TEOREMA 4.5, Si K es un cuerpo, existe un cuerpo algebraicamente cerrado que
contiene a K como subcuerpo.

Demostracion. En primer lugar se construye una extension E1 de K en la que to-
do polinomio no constante de K[X! tiene una raiz.

A cada polinomio no constante f de K[X] se le asocia una indeterminada Ye.

Sea S el conjunto de las mismas y consideremos el anillo de polinomios KIS].
£ YfGS}

se define como la unidon de los anillos de polinomios con coeficientes en K en

(E1 anillo de polinomios sobre K en infinitas indeterminadas {V

un nmero finito de Ye con las operaciones naturales). Sea I el ideal de K[S]
generado por los polinomios f(YF). I es propio, pues siro 1 €1 To que implica
que hay una combinacidn finita de elementos de I que dz 1:

(1) glfl(Yfl) oo+ gnfn(an) =1, con g, &K|5].

Por simplicidad escribiremos Yf =Y., En los 9; figura en total un ntmero fi-

nito de indeterminadas, Yl’YZ""’YN (N> n). Entonces (1) se puede escribir

Sea F una extensién de K en la que cada polinomio fl,...,fn tiene una raiz
®15...50n. Pongamos oy = 0 para n < i <N, Reemplazando Y5 por o en (2) resul-
ta 0 = 1, contradiccidn. Luego [ es propic,

sea M un iaeal maximal de K[S] que contiene a I. Entonces KI[SI/M es un cuerpo.
£1 homomorfismo candnico v: K[S] - K[SI/M restringido a K es un isomorfismo,

K =»(K), e identificando a K con su imagen se puede considerar gue K[S}]/M = E
es una extension de K. Cada polinomio no constante f € K[X] tiene una raiz en

1

oo
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Elz f(w(Yf)) = w(f(Yf)) = 0, luego w(Yf) € E1 es raiz de f.
Procediendo por recurrencia se puede formar una cadena de cuerpos

KCEICEZC...CEHC...

tal que todo polinomio no constante de E.[X] tiene una raiz en E1+ Sea

E=uU Ei' E es naturalmente un cuerpo pu;s s1 x,y € E, existe un iidice n tal
que X,y € En. Entonces x+y, x.y € En, y esta suma y producto no dependen del in
dice n considerado. Se tiene asi una estructura de cuerpo sobre E. Ademds cual-
quier polinomio de E[X] tiene todos sus coeficientes en algdn Ej’ y por lo tan-
to una raiz en Ej+1’ 0 sea una rafz en £, 1o que prueba que E es algebraicamen-

te cerrado.
COROLARIQO. Si K es un cuerpo,existe una clausura algebrsica de K.

Demostracidon. Sea E una extensidn de K algebraicamente cerrada y K la clausura

algebraica de K en E, es decir el conjunto de todos los elementos de E que son
algebraicos sobre K: K CK C E. Entences K es una clausura algebraica de K,
pues es algebraico sobre K y algebraicamente cerrado, ya que todo polinomio no
constante f con coeficientes en K tiene una raiz x € £, x es algebraico sobre
K, luego K(x) es algebraico sobre K y como K es algebraico sobre K, se tiene x

algebraico sobre K, o sea x € K.

Queremos demostrar que dos clausuras algebraicas de un cuerpo K son K-isomorfas.
Para eso vamos a estudiar cuales son las extensiones posibles de una inmersién
(moncmorfismo) ¥: K -~ L, de un cuerpo K en uno L algebraicamente cerrado, a un
nomomorfismo v: E + L donde £ es una extensidn algebraica cualquiera de K.

¢

[ —

, e ——

inc Npoaw

Para el caso en que E es una extensidn algebraica simple de K, E = K(a), por el
teorema 4.2 sabemos que hay tantas extensiones ¥: K(a) + L como raices distin-

[

tas tiene en L el polinomic f €¢(K)[X], siendo f € K[X] el polinomio minimal

(O8]
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de a. Si L es algebraicamente cerrado, contiene a toaas las raices de f, es de-
cir, a su cuerpo de raices, que es isomorfo al de f. Entonces resulta

TEQOREMA 4.6. S1 v: K -~ L es una inmersion de un cuerpo K en uno L algebraica-
mente cerrado y K(a) es una extensidén algebraica de K entonces ¢ se puede exten-
der a una inmersidon ¢: K(a«) ~ L y el nimero de éstas es igual al nimero de rai-

ces distintas del polinomio minimal de a. (en un cuerpo de raices cualquiera).
Para una extension algebraica cualquiera K C E se tiene, usando el lema de Zorn:

TEOREMA 4.7. Sea K C E una extensiOn algebraica, ¥: K » L una inmersidn de K en

un cuerpo L algebraicamente cerrado. Entonces ¢ puede extenderse a una inmersion
¢: E~> L. SiE es algebraicamente cerrado y L es algebraico sobre ¢(K) entonces

¥ es un isomorfismo de E sobre L.

Demostracion. Consideremos los pares (F,o) donde K CF CEy o: F~ L es un homg
morfismo que extiende a ¥, es decir, o/K=P.E1 conjunto § de todos estos pares no
es vacio pues (K,?) € S. En S se define la siguiente relacion: (Fl,ol) <;(F2,02)
si y sé6lo si Fp CFsy a,/Fy = - Es una relacidén de orden y S es inductivo su-

periormente con respecto a ella. En efecto, si {(F*’Qi)} es una cadena en S,
1

icl

sea F = _UI F.oy o:F=L la aplicacidon tal que o(x) = Ui(x) six €F.. Se
ie

ve que F es un subcuerpo de E, K CF CE, y que ¢ esta bien definida y es un
homomorfismo que extiende a ¢. Luego (F,o) € S, 1o que prueba que S es inducti-
VO superiormente.

Entonces por el lema de Zorn existe un elemento maximal en S, (H,p). Se trata

de probar que H = E. Si no fuera asi existiria o € E, a & H. Por la hipdtesis

sobre £, o es algebraico sobre K, iuego lo es sobre H. Entonces por el teorema
4.6, v: H~ L puede extenderse a un nomcnorfismo ¢: H(a) - L. En consecuencia

(H(a),$) €S 1o que contradice la maximalidad de (H,%). Lluego H=E yo: E > L
es la extension buscada.

Si E es algebraicamente cerrado, como E = ¥(E), ¥(E) es algebraicamente cerrado.
Si L es algebraico sobre ¢(K), de ¥(K) C ¢{EF)

bre ¢(E), lo que implica L = $(EF).

C L. sique que L es algebraico so-



COROLARIO 1. Si K es un cuerpo, dos clausuras algebraicas de K son K-iscmorfas.

De 1o visto resulta que dado un cuerpo K, toda extensidn algebraica K CE estd
contenida en una clausura algebraica de K.

En efecto, si K CE es algebraica, sea £ una clausura algebraica de E, K CE CE.
Como E es algebraico sobre E y E sobre K, E es extension algebraica de K y como
E es algebraicamente cerrado resuita que E = K.

Reciprocamente, si K C K es una clausura algebraica de K, todo subcuerpo inter-

medio K C E CK es una extension algebraica de K y £ = K.

Ahora bien, elegida una clausura algebraica K de K, cualquier extension algebrai
ca K CE admite una inmersidn en K por un K-monomorfismo: por el teorema 4.7 la

inclusién inc:K -+ K se puede extender a un K-homomorfismo o

inc

Luego E = o(E) y K Co(E) CK.

Identificando a E con su imagen o(E) se puede considerar a E contenido en K. Su-
pondremos entonces que todas nuestras extensiones algebraicas de K estan conte-
nidas en K.

Si K CE CK estudiaremos los K-homomorfismos de £ en K, entre los cuales esta
la inclusion de E en K.

COROLARIO 2. Sea KCE CKy o: E ~ K un K-homomorfismo. Entonces existe un K-

automorfismo o: K -+ K que extiende a .

Demostracidn. Resulta inmediatamente aplicando el teorema anterior:
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EXTENSIONES SEPARABLES

DEFINICION. Si K CE CK, 1la cardinalidad del conjunto de todos los K-homomor-
fismos de E en K se llama el grado de separabilidad de E sobre K y se nota
[E:K]

.
En particular, del teorema 4.6 resulta que si « es un elemento algebraico sobre

K, K CK(a) CK, el namero de K-nomomorfismos de K(a) en K es igual al nimero
de raices distintas del polinomio minimal f de « scbre K:

[K(a):K]s = namero de raices distintas de f.

TEOREMA 4.8. a) Si K CE CF CK entonces

[F:K]S = lF:E]S.[E:K]S

Si {Gi}ial es el conjunto de los K-homomorfismos de E en K y {Tj}ng el de los

E-homomorfismos de F en K, para cada indice i sea 5} un K-automorfismo de K que

extiende a op (Pueden existir varias extensiones de 0;s SE elige una).

Definiendo Wi F ~ K como la composicidn Wiy = 5} 0Ty

{wij}(i,j)alxd es el conjunto de todos 1os K-homomorfismos de F en K.

ce tiene que

b) Si E es una extension finita de K, [E:Kl, < [E:K].

Demostracidn. a) Es claro que Wy 5 es un K-nhomomorfismo ce F en K. Son todos dis-

tintos pues si Wi 5 = Wit g es GiTj = Uj.Tj.; entonces parq cualquier b € £,
o’i(b) = oi(b) = Ui(Tj(b)) = oi"!;j(b) = G]-.'rj.(b} = O]-.(b) = <’31..(b) = oy = 05
= T3 % Ty Luego i = 1' y 3 = 3'.

Veamos que si w: F » K es un K-homomorfismo, entonces W= ws o para algdn par de
J

indices i,j. w/E es un K-homomorfismo di E en K, luego &/E = o para algdn 1.

. -~ -1 T : - - -1
Consideremos 05 w: F > K, £s un E-nomomorfismo, entonces s lw = Tj y

WT 0T T oy

14 13"

De aqui resulta inmediatamente Ta multiplicatividad de los grados de separabili-

41



dad para extensiones sucesivas.

-~

b) Sea E una extensidén finita de K, entonces £ es finitauente generada sobre K
por elementos algebraicos, E = K(ul,...,un), y £ se puede obtener a partir de K
por sucesivas extensiones simples:

K C K(ocl) - K(al,az) C ... C K(al,..'.,oc ) = E (1)
LTamemos F0 = K, Fi = K(al""’ai)’ 1 €1 <n. Luego Fisp = Fi(ai+1)‘
Por el teorema 4.6 sabemos que el nimerc de extensiones posibles de un monomor-
fismo F. - K a uno de Filas i) en K es menor o igual que el grado del polinomio

minimal de o, sobre F, , que es [F, ;:F.l. Luego [Fi(as, ):Fil <

i+l 3

<§[F1(a1+1):Fi].

Esta relacion se verifica en cada escaldon de la cadena (1). Entonces en virtud
de la multiplicatividad del grado y del grado de separabiiidad sigue que
[E:K]S < [E:K].

DEFINICION. Dado un cuerpo K, un elemento a algebraico sobre K se dice separable

sobre K si [K(a):K]S = [K(a):K}.

Esto es equivalente a decir que el polinomio minimal de o sobre K no tiene rai-
ces miltiples.

Dada una extension K CE C K, se dice que [ es separable sobre K si todos los
elementos de E son separablies sobre K. Una extension gue no es separable se dji-

ce inseparable.

Como K C K(a) es separable si y sdlo si el polinomio minimal de « sobre K no
tiene raices mdltiples, es natural introducir ia siquiente definicién:

DEFINICION. Dado un cuerpo K, un polinomio irreducible f{X) € K[X] se dice sepa-
rable si no tiene raices miltiples. Un polinomio no constante f(X) € KIX] se di-

ce separable si todos sus factores irreducibles lo son.

Entonces, un elemento algebraico sobre K es separable sobre K si y s6lo si su
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polinomio minimal es separable.

DEFINICION. Un cuerpo K se dice perfecto si todos los polinomios no constantes
de K[X] son separables.

Por ejemplo, todo cuerpo algebraicamente cerrado es perfacto. En general, si

car K = 0, cualquiera sea f € K[X] no cecnstante, es f' # 0, asi que por el teo-
rema 1.6, 3) todo polinomio irreducible es semarable. Lusgo los cuerpos de ca-
racteristica cero son perfectos.

'Pero si car K =p # 0, entonces f € K[X] puede ser irreducible y no separable,

es decir, puede ser f' = 0. Para encontrar un ejemplo hay que pensar en un cuer-
po K de caracteristica # 0 infinito, pues veremos mas adelante que los cuer-
pos finitos son perfectos.

Sea K = ZZ(X) , T(Y) € Klyl , f(Y) = v2 - x ; T es irreducible sobre K pues

vK €K y f' =0. f tiene raices miltiples: /X es raiz doble de f.

De los teoremas 1.6 y 4.6 resulta

TEOREMA 4.9. Sea f(X) € K[X] un polinomio irreducible de grado n. Si car K = 0
entonces f tiene n raices distintas Cysoeslly Y [K(“i):K]; = {K(af):K] =n,
1=1,...,n. Sicar K = p # 0 entonces existe un entero @ > 0 tal que f tiene
m raices distintas Gpse- .50, todas de multiplicidad p€ i o= oS,

. e

[K(uj):K]S = my por lo tanto [K(ui):Kj = pL.[K(ai):K]g. Ademds uip es un ele-

mento separable scobre K, i = 1,...,m.

COROLARIO. Si K C E es una extensidn finita, el grado de separabilidad [E:K]S
divide a [E:K].

5

Demostracion. K C E finita implica £ = K(“L""’“t)’ o, algebraico sobre K.

Consideremos las extensiocnes

K C K(al) - K(ul,uz) C... C K(ul,...,ar) s F (1)

Por el teorema anterior, si a es algebraico sobre un cuerpo F entonces
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[F(a):F]s divide a [F(a):F], mds precisamente [F(a):F] = pe.[F(a):F]c, e =2 0.

Esto vale en cada escaldn de (1). Luego por la multipiicatividad del grado y
del grado de separabilidad sigue el corolario.

separabilidad de E sobre K. Se nota {E:K]i.
Hemos visto que es una potencia p€ , p = car K , e =0 y
[E:K] = [E:K]s‘[E:K]i‘

Ejemplos.

1) f X4+X3+1 sobre Z,. iLs separable?.

fr= %2 » m.c.d.(f,f') =1 Tuegc f es separable. (1o podemos afirmar aunque

]

no sepamos si es irreducible sobre 22).

2) £(X) = x+x3+1 sobre Z,.

f'(X) = 0, mc.d.(f,f') # 1. No podemos decir nada en principio sobre la se-
parabilidad de f porque no sabemos si f es irreducible.

f= (x34x+1)3 5 ¢ = X3X+1 no es irreducible sobre Zy 2 g = (X-1)(x%4x42)
3

con ambos factores irreducibles. Luego f = (X—l)3(X5+X+2) ;

(x2

cibles 1o son.

+X+2)' = 2X+1 # 0 y por lo tanto f es separable pues sus factores irredu-

3) Sea K = ZZ(X)' En K[Y] considereinos el polinomio f(Y) = (VZ—X)Y. Esta es la
descomposicion de f en factores irreducibles sobre K. Como (YZ—X)' =0,

Y2-X no es separable, luego f no lo es.

TEOREMA 4.10.

a) STKCECF ya&F es separable sobre K entonces o es separabie sobre E.
b) Si K CE es una extensidn finita entonces L es separabie sobre K si y s6lo si
[E:K]S = [E:K].

c) Si {a.}

;4501 €5 una familia de elementos de K, entonces 1os o, son separabies
- i



sobre K si y sélo si K({ai}iﬂl) es una extensidn separable de K.

d) Si K CE, el conjunto L de todos los elementos de E que son separables sobre
K es una extension separable de K.

Demostracion.

a) Si o € F es separable sobre K su polinomio minimal f sobre K no tiene rai-
ces miltiples y como el polinomio minimal de o sobre E divide a f, tampoco las
tiene.

b) Sea K CE finita y separable. Luego E = K(al,...,am), o separable. Conside-
remos

K C K(al) C... C K(ql,.,.,um) = £

a; es separable sobre K(al""’ai-l) por a). Entonces por la muitiplicatividad

del grado y del grado de separabilidad resulta [E:K]g = {E:K].

Reciprocamente, sea K C £ finita y [E:K]S = [E:K]. Cualquiera sea a € E ,
K € K(a) CE. En cada escaldn se tiene una extension finita, luego
[E:K(a)]S < [E:K(a)] vy [K(a):K]S < [K(a):Kl. Multiplicando, se ve por la hi-

potesis hecha que deben valer los dos signos de igualdad. En particular debe
ser [K{a):K]

¢ = [K(w):K], To que implica « separable sobre K.

c) Supongamos que oy € K es separable sobre K para todo i & I y probemos que

K({ai}iel) es separable sobre K. Si o € K({“i}igl) entonces u pertenece a una
subextension finitamente generada K(“i ""’qit
i

) es separable sobre K. Consideremos las ex:iensiones sucesivas
t

). Luego basta probar que

KCK(O.]- )C...CK(CtT- yee el ) (1)
1 1 t
Por a) cada o, es separable sobre K(u. ,...,u.
i, i i,
J 1 i-1
(1) el grado y el grado de separabilidad coinciden. Multiplicando se tiene

), tuego en cada escaldn de

[K(ai s ee 0
1
trar.

o )ikl = [K(a; 5...5w; J:K] y por b) sigue "o gue se queria demos-
iy S i i
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La otra implicacion es trivial.

d) Sea K CE, L = {x € E: x separable sobre K}. Por c¢) K(L) es una extensién se
parable de K y K C K(L) C E, Tuego K(L} < L. Entonces K(L) = L.

TEOREMA 4.11. (Transitividad)

Si KCECF, Fes separable sobre K si y sélo si F es separable sobre E y-E
es separable sobre K.

Demostracion. Si F es separable sobre K, entonces E es separable sobre K y por

a) del teorema anterior F es separable sobre E.
Sea ahora F separable sobre E y € separable sobre K. Cuzlquiera sea o € F, o es

n-1

separable sobre E. Si f= X"+ cn_lx oot Ch ¢ € E, es el polinomio mini-

mal de a sobre E, f es separable y entonces « es separable sobre K(CO""’Cn—l)‘

Por otro lado C; € E, luego c,

i €s separable sobre K, i = 0,...,n-1. Entonces

se tiene

K C K(CO""’Cn-l) - K\CO,...,CHWI,G)

con cada extension finita y separable sobre la anterior, luegc en cada escalén
el grado de separabilidad coincide con el grado. Por lo tanto

[K(CO""’CH»I’Q):KIS = [K(cps...sc _150) K], de donde resulta K(cgseerstpypsa)

separable sobre K y o separabie sobre K.

iCudles son los cuerpos perfectos?.

Si car K = 0 sabemos que K es perfecto.

Si car K =p # 0, 1a aplicacion ¥: K - K tal que x — x" es un homomorfismo de
anilios no nulo, es decir un monomorfismo, que se Tlama el monomorfismo de
Frobenius. Su imagen es un subcuerpo de K, KP = («xP: x & K.

Si kP = K, v es un automorfismo de K y todo elemento de K tiene una raiz

p-ésima en K.

TEOREMA 4.12. Las siguientes propiedades son equivalentes:
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a) K es un cuerpo perfecto.
b) car K=0 o0 carK=p#0 y « =«

c) Toda extension algebraica de K es separable.

Demostracion.

a =b. Si car K =0 no nay nada que probar.

Si car K = p # 0, hay que probar que KP = K. Sea & € K, 8 &€ K una raiz del po-
linomio %P-a , es decir, Bp = . E1 polinomic minimal de R sobre K divide a
XPoq = (x-8)P, Tuego es de la forma (X-g)Y.

Como K es perfecto, debe ser q = 1 pues de lo contrario tendria una raiz mdlti-
ple. Entonces el polinomio minimal de f sobre K es X-8, luego 8 € K.

b =a. Si car K = 0 sabemos que k es perfecto.
Sea car K = p # 0, K = KP. Para probar que K es perfecto, supongamos que existe
f(X) € K[X] irreducible y no separable; entonces f'(X) = 0 y f es de la forma

f = n(xP), es decir, f

p Zp . ge s 'np ~ L ~
+ ) + ) + .. A ) = .
3 alx aZK an\ , N 1, an # 0. Como

=p = p i o= . ™) = . ¢ 2 np
K= K" es a bi » 1= 0,...,n; luego f (bO + blx_+ bZX + ..+ an "o,

to que implica f no irreducible. Esta contradiccion prueba que K es perfecto.
La demostracién de ¢ <= a queda propucsta como ejercicio.

COROLARIO. Todo cuerpo finito es perfecto.

Ejercicio. Demostrar que las extensiones separables de un cuerpo K forman una

clase distinguida. (ver ejercicio 21, pag.18).

EXTENSTONES NORMALES

La nocion de extensién separable E de un cuerpo K tiene su origen en el proble-
ma de saber, dada una extensidn aigebraica ¥ C E, cudntos K-nomomorfismos dis-
tintos £ -+ K admite £. Vimos que si £ es una extensidn finita este nimero es a
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lo sumo [E:K] y caracterizamos las extensiones para las cuales vale la igualdad.

Sabemos también que si E = K(a), un K-nomomorfismo o: K(a) - K estd completamen-
te determinado por la imagen de o y que o(K(a)) = K{o(a)) pues

n-1 o]

Cg * Ce* ...t qa € Kla) — ¢, + Clo(a) o+ l(o(a))n-léi K(a(a)).

0 n-

En particular sigue que a y o(a) son raices del mismo pclinomio irreducible mé-
nico de K[X].

Mas general, si E = K(al,...,an), todo homomorfismo o: E - K estd univocamente
determinado por las imdgenes de los Goy Y oy Yy O(ai) son raices del mismo poli-

nomio irreducible monico de K[X}, i = 1,...,n.

Supongamos que 10s a; son tales que E = K(al,...,an) contiene a todas las rai-
ces de los respectivos polinomios minimales fi € K[X], i = 1,...,n. Entonces
cualquiera sea el K-homomorfismo o: £ » K , n(al),...,o(u ) son elementos de E

n
y por lo tanto o es un K-endomorfismo de E, es decir un automorfismo de E,

Vamos a ocuparnos ahora de las extensiones K CE C K que tienen esa propiedad:
todo K-homomorfismo de E en K es un automorfismo de E.

DEFINICION. Si K C £ CK, E se dice una extensidn normal de X si todo K-homomor-
fismo o: E » K es un automorfismo de E.

Ejemplo. Consideremos Q C Q(??).
h(vz):al = [a(v2):al = 4.

. 4 pou - . .
Los Q-nomomorfismos Q(v2) + Q son 4 y estan determinados por las imdgenes de

“ 3 - - a 1' ~
v2 , cuyo polinomio minimal sobre Q es xtoz,

Luego ?@'»'}?' define un Q-homomertismo o, = id : Q(??) > Q.
VZ T " o 0y i
;?’+ v?i : ! g . ,
VZaVZi u oy y

- . e b
De ellos solo 0] ¥ 0, son endomcrfismos de Q{v2), luego Q(vVZ) no es una exten-
sion normal de Q.



4 b
En cambio Q(/2,1) si lo es: Q C Q(Vf) CQ/2)(i) = E.
. 4
Los Q-fomomorf1smos Q(v2) f Q son s T, Oy G-
Los Q(v2)-homomorfismos Q(;?)(i) + § son dos: Ty 1o
Tyt i o=,

Entonces los Q-homomorfismos Q( ,1) = Q son 8 y estdn definidos por (teore-
ma 4.8): ‘

5 _ W y o _ _
(2 - 2 7 . (V2 -+ VZi
Y, < v @
! l 1o i 3 > i 5 1 i - i
4 " -~ i
f/é‘ - V2 > f?? J!é— > lV?ﬁ
A 4 ¢,
‘ SR 4 > =i 1 - -
4 __ b [ [
V2 -+ -/21 (/2 > =/Z 1
Y7 9 . ) Yg 7 .
1 - 1 11 - -

DEFINICION. Si E es una extensidn algebraica de K, dos elementos u y R se dicen
conjugados si son raices de un mismo polinomio irreducible, o sea, si tienen
el mismo polinomio minimal sobre K.

TEOREMA 4.13.

a) Sea K CE CK. Entonces E es una extensidn normal de K si y sb6lo si todo po-
linomio irreducible de K[X] que tiene una raiz en £ tiene todas sus raices
en E.

b) E es una extensidon normal y finita de K <i y s0lo si E &s el cuerpo de rai-
ces de un polinomioc de KIX}.

Demostracion. a) Sea K CE CK, E una extensidn normal de K. Sea f(X) con coe-
ficientes en K, irreducible, con una raiz o € £, Podemos suponer f{X) mdnico.

Si B es otra raiz de f, B € K, sabemos que existe un K-nomomorfismo
o: K{a) = K tal que o(a) = B. Sea U: E » K una extensidon de 0. Como E es nor-

49



mal, o es un automorfismo de E, Tuego o{a) = ola) = g € E.

Reciprocamente, supongamos K C E C K y que todo polinomio irreducible de K[X]
que tiene una raiz en E tiene todas sus raices en E.

Sea o: E -+ K un K-homomorfismo. Se trata de probar que o{E) CE. Si o € E, sea
f(X) € KIX] su polinomio minimal. Sabemos que o(a) es un conjugado de o, es de-
cir es raiz de f; entonces, por hipGtesis, olu) € E.

b) Sea E una extensién finita y normal de K. Por ser finita E = K(al,...,an) s
@y algebraico sobre K, i = 1,...,n. Sea f1 € K[{X]el polinomio minimal de oy -

Como E es normal, por a) E contiene a todas las raices de cada fj, luego E con-

n

tiene a todas las raices del polinomio f = TT'f1 y por lo tanto es el cuerpo
i=1

de raices de f.

Supongamos ahora que E es el cuerpe de raices de un polinomio f(X) € K[X].

Sean O ERERELN las raices de f; E = K(“l""’an) con los a algebraicos sobre

K, luego E es una extension finita de K. Veamos que es normal: cualquiera sea

el K-homomorfismo o: K(ul,...,an) -~ K, o esta determinado por los elementos

o(al),...,o(an) que pertenecen a K(al,...,an), pues o aplica cada raiz de f en

una raiz de f. Luego ¢ es un endomorfismo de £ y £ es normal sobre K.

No vale la transitividad para extensiones normales. S6lo se verifica la siguien
te propiedad:

TEOREMA 4.14. S1 K CE CF y F es una extension normal de K entonces F es una
extension normal de E.

Demostracidén. Todo E-homomorfismo F -~ K es en particular un K-homomorfismo.

Ejemplos.

1) QcC Q(V?) C Q(V?,i). Q(V?,i) es normal sobre Q, lueqo sobre Q(??), pero és-
ta no es una extension normal de Q.

i L . -
2) Q cQ(v2) cQ(v/2). Cada una de estas extensiones es normal sobre la ante-

. ¢ ~ .
rior pero Q(vZ) no 1o es sobre §.
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Ejercicio. Sabemos que dado un cuerpo X, las extensicnes algebraicas y las se-
parables forman clases distinguidas.

Demostrar que las extensiones normales de K verifican las propiedades de cla-
se distinguida, excepto la transitividad, como acabamos de ver.

TEOREMA 4.15. Sea K CE CK. La interseccién N de todas las extensiones norma-

les de K que contienen a E y contenidas en K es una extension normal de K. Si
E es una extension finita de K entonces N es una extensidn finita. Si E es una

extensidn separable de K, N es una extensidén normal y separable de K.

Demostracion. E1 conjunto de las extensiones normales L de K tales que

KCE CL CK no es vacio pues K es una de ellas. Para ver que N es normal de-
bemos probar que si o: N - K es K-nomomorfismo entonces o(N) C N. Sea o: K » K
la extensidn de ¢ a un automorfismo de K. Cualquiera sea la extensidon normal L
de K tal que KCECL CK, o/L: L » K es un K-homomorfismo y como L es normal
sobre K, o/L es un automorfismo de L. Luego o(L) = L. Como NCL y a/N = ¢ re-
sulta que o(N) Co(L) = L, cualquiera sea L, entonces o(N) TN c.q.d.

Veamos ahora como es la extensidn N.
Se puede considerar £ = K({ai}i~1) donde {a;}; [ puede ser finita o no. (por
[ [

ejemplo tomando {aj} una K-base de £). Sea {Oj}jed el conjunto (finito o no) de

todos los K-homomorfismos E » K. E1 conjunto de los elementos {qj(“i)}i ;
k]

estd en K y consideremos la extensidn por ellos generada L = K({oj(ai)}). Como

Ta inclusidén E » K es un K-nomomorfismo, estd entre los o5y entonces

KCE CL CK. Queremos probar que L = N, para lo cual bastara ver que L TNy
que L es una extension normal de K. Es claro que L C N pues los Oj(ai) estan en
todas las extensiones normales de K que contienen a E.

Sea t: L » K un K-nomomcrfismo. Tenemos que ver que T(L) C L. Si fi es el poli-
nomio minimal de o sobre K, Oj(“i
mo, T(Oj(ai)) también es raiz de f;. Luego existe un K-1omomorfismo K(ui) - K

) es raiz de fi’ y como T es un K-homomorfis-

que aplica o, en T{aj

debe ser un o,s para algun indice h. Entonces T(oj(ai)) = Oh<ai) e L, lo que

(ui))’ y que puede extendsrse a uno de € - K. Este Gltimo



prueba que Im 7 C L. Luego L es una extensién normal de K, y L C N implica L =N.

Si [E:K] Cw , E = K(al,...,an). Como [E:K]S <« , hay un nimero finito de K-

homomorfismos E - K, Op>...»0; y por lo tanto N = K(Oj(ai))’ 1 <4 «n,

1 <j<t, es una extensidon finita de K,
Finalmente, si E es separable sobre K, E = K({mi}), con los o separables sobre

K; luego Oj(ai) es separable sobre K cualquiera sea el K-homomorfismo

oy E -+ K (pues oy oj(ai) tienen el mismo polinomio mivimal sobre K) y por lo

tanto N

K({Gj(ai)}) es separable sobre K.

E1 cuerpo N estda univocamente determinado por E salvo E-isomorfismos. Mas pre-
cisamente, si K es otra clausura algebraica de K tal que K CE C K entonces la
interseccion N' de todas las extensiones normales de K que contienen a E y con-
tenidas en K es un cuerpo E-isomorfo a N, lo gue gueda propuestb como ejercicio.

DEFINICION. E1 cuerpo N se 1lama la clausura normal de E sobre K.

Del teorema anterior resulta que toda extensidon separable de un cucrpo K esta
contenida en una extension normal y separable de K.

Las extensiones normales y separables se llaman extensiones de Galois. Luego
toda extension separable de un cuerpo K estd contenida en una extensidn Galois
de K.

ELEMENTOS PRIMITIVOS

TEOREMA 4.16. (del elemento primitivo).

Sea E una extension finita de un cuerpo K. £ es una extensidn simple de K si y
solo si existe s6lo un nimero finito de subcuerpos intermedios entre K y E. Si
E es una extension finita y separable de K, entonces E es simple.

Demostracion. Si K es un cuerpo finito, £ es finitc y el grupo multiplicativo




E* es ciclico. (teorema 1.5). Si a es un generador de E*, es claro que E = K(a)
.y el teorema es trivial.

Sea entonces K infinito. Supongamos que séio hay un ndmero finito de cuerpos
intermedios. Sean «,B € £ y para cada ¢ € K consideremos el cuerpo K(a + cB):

K CK(a + cR) CE. Por las hipotesis hechas, deben existir Cys Cp €K, ¢ # ¢y

tales que K(a + CIB) = Klo + CZB). Es ciaro que K{a + CEB) C K(a,B). Veamos que
son iguales: a + By atc,BE K{w + clﬁ) = (c1~c2)8 pertenece a ese cuer
po y como cy-c, # 0, B pertenece a €1 = « también = K(u,B) CK(o + clﬁ).
Luego K(a,B) = K(a + CIB).

Razonando por induccién, como E = K(ul,...,a ) existen Cps-..nC €K tales

n !

que E = K(al,...,an) = K(cx1 oy, bl cnun), Tuego E es simple.

Reciprocamente, sea E = K(a) extension finita de K y probemos que s6lo hay un

nimero finito de cuerpos intermedios entre K y E.

Si KCF CE, como o es algebraico sobre K, lo es sobre F. Sean f(X) € K|[X] y
g(X) € FIX] los polinomios minimales de « sobre Ky sobre F. Entonces g/f en

t-1 t

FIXI. Si g(X) = by + b,X + ... + b, ,X X", KCK(b b, ;) CF yel

0 1 t-1 027 t-1

grado de E sobre ambas extensiones es t. Por 1o tanto F = K(bD""’bt—l)‘

Esto muestra que cada cuerpo intermedic F estd univocamente determinado

por un factor irreducible de f en F[X]. La descomposicidn de f en irreducibles
en E[X] tiene un ndmero finito de factores, y los factores irreducibles de f
sobre un cuerpo intermedio son producto de algunos de sus factores irreducibles

en E{X]. Luego solo existe un nimero finito de cuerpos intermedios.

Supongamos ahora que E es finita y separable sobre K, E = K(al,...,am) con los

a; separables sobre K. Se demuestra que E es simple por induccidn sobre m, y en
tonces es suficiente probarle para E = K(«,3). Suponemos E # K(a), £ # K(g)

pues de lo contrario no hay rada que probar. Sea [E:Kl = n = lE:KlS, 0ps--+10,

i

o

Tos K-nomomorfismos distintos de £ en K. Luego di(a) £ o.(a) o 01(8) # oJ(B)

si 1 # j. Consideremos el pclinomioc
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P(X) = TT (o.(a) + Xo,(8) = 0. (a) - Xo.(B))
7]

Como P(X) no es nulo y K es infinito existe un ¢ € K tal que P(c) # 0. Entonces

Oi(a) + Cai(B) # oj(a) + coj(B) para 1 # j, es decir los eiementos Oi(a + cB),

i=1,...,n , son todos distintos. Luego [K(a + cB):K] > n. Pero K C K(a + cB) C
C K(o,B) y [K(a,B):Kl = n, de donde resulta K(o,B) = K{a + cB), 1o que ter-
mina la demostracion.

DEFINICION. Si E es una extensidn finita de K y existe o € E tal que £ = K(a),
a se l1lama un elemento primitivo de E.

De la demostracion del teorema resulta un método para determinar un elemento
primitivo de una extension finita y separable K C E de un cuerpo infinito: si

E = K(al,...,am) Y 0Ups...50, son los K-homomorfismos de £ en una clausura ali-
gebraica K entonces es cuestion de nallar elementos CpsenesCy € K tales que los

elementos Gi(al t Chay + ...+ Ca ), 1 = 1,...,n sean todos distintos. En

m m
ese caso £ = K(a1 T et t cmam).
Ejemplos.

1) Sea Q C Q(i:v7). Como es separable y finita es simple. Hallemos un elemento
primitivo: z = V7 o+ ci , C €0 tal que 01(2) # cj(z) nara todo i # Jj, siendo
{01} los Q-automorfismos de Q(b@,i).

Como [Q(;?}i):Q] = 8 hay ocho. Ya los calculamos en otrc ejemplo.

01(2) = V7 + ci ; 02(2) = V7 - i ; 03(2) = o7+ i ; c4(z) = /7 - ci ;
as(z) = :?ﬁ + ci 06(2) =‘V?i - ci o/(z) = /T i ;

. _ 4o b
Tomando ¢ = 1, no hay dos iguales; luego z = v + 1 y Q(/¢,i

2) Ejemplo de una extensiéon finita que nu 2s simple.

(Debe ser no separable, Tuego el cuerpo base debe ser infinito de car # 0).

Sea K = ZZ(X,Y). Sea F = K[U]/(U2~x) =~ K{x) donde u = vX y sea [ = F[V]/(VQ_Y)z



~ F(B) siendo B = V¥. KCF CE ; K CK(AX) CkIVE,/Y) , ([F:Kl = [E:F] =2,
luego [E:K] = 4,

Si E fuera simple, nhabria s&lo un numero finitc de cuerpos entre K y E, entonces
existirian cj,c, €K, ¢ # ¢, tales que K(/X + cl/V) = K(/K + CZ/V)

y de aqui, como en la demostracion del teorema, seguirfa E = K(/X + ¢ /Y¥).
2
)

Basta ver entonces que K(v/X + clJV) # E. Pero (/X + clvV' X + c.°Y e K, lue-

' 1
go [K(/X + cl/V):K] < 2.

EJERCICIOS

-

1-a) Si E es un cuerpo de caracteristica 0, el cuerpo primo de £ es isomorfo a
Q. Si car £ =p # 0, el cuerpo primo de £ es isomorfo a .

b) Si E y F son cuerpos, todo homomorfismo no nulo f: E » F aplica el cuerpo
primo de E sobre el de F, es decir, f restringido al cuerpo primo de € es
un isomorfismo sobre el de F. Luego E y F Cienen la misma caracteristica.

—c) Si P es el cuerpo primo de E, todo endomerfisme no nule f: £ -~ E es un
P~nomomorfismo.

2-a) Si Q CE CC, probar que todo homomorfisme no nulo E -~ C es un Q-homomor-
fismo.

b) Decir de cudntas maneras pucde sumergirse {727 en C. iy en R?.

. - . :li T o~ - . 4
c) ¢Cu@ntos subcuerpos isomorfos a Q(v3) nay en C? éCudles son? éEs Q(V5) uno
de ellos?.

! -,
éCuéntos automorfismos distintos acmite ({/3)?.

[aX
~—

[1)
—

Hallar el grado de separabilidad:

1) [Q(/24/3):Q1

Eiox+2.

6

. ) . . . . 7
i) 1Q(a):Q]S siendo o ¢ Q una raiz del polinomio X' +X

ii1) 123(u):23js siendo o & Z, una rajz del polinomio X/+X +X+1,

3- Hallar todos los K-automorfismos de E para las siguientes extensicnes K C E:

L
[}



—

(/2 v 1)

A

a) Q <Q(v2) ; b) Q < q{¥7) ; ¢) Q<

Decir si las siqguientes proposiciones son verdaderas:

a) Si K CE todo K-automorfismo de E es un automorfismo de E.

b) Todo monomorfismo E -+ K es un K-homemorfismo (K € E C K).

c) Si K CE, todo autcmorfismo de E es un K-automorfismo.

d) Hay un solo homomorfismo no nulo ¢ - Q.

e) Hay un solo homomorfismo no nuio C ~ C.

f) Q(V/17) es separable sobre Q.

g) Si E y F son cuerpos existe un homemorfismo no nulo de £ en F.

h) Si E F tienen la misma caracteristica entonces existe un homomorfismo
Y
no nulo de E en f.

i) Si car K = p # 0 existe un nico homomorfismo no nulo Z,7 - K.
i

_divide a [E:K]. Se 1lama

5

Si K CE es una extension finita sabemos que {E:K{
grado de inseparabilidad de £ sobre K al ndmero [E:K]/[E:K]
ta [E:K]i. Luego [E:K} = [E:K]S.XE:K]i.

Un elemento a € £ se dice puramente inseparable sobre K si [K(a):Klg = 1.

Se lo represen

S

E se dice una extensidon puramente inseparadle de K si [E:Klg = 1.
Demostrar que:
a) Una extensidn finita K C E es separable si y sdlo si [E:K]; = 1.

b) Si K CE CF son extensiones finitas {F:K]1 = [(F:E] . (B0 .
¢) Una extensidn finita K C E es a la vez separable y puramente inseparable
si y s6lo si E = K.

Sea K un cuerpo de caracteristica p # 0, K < [ finita.

Probar que las siguientes propiedades son equivalentes:

a) E es una extensidn puramente inseparable de K.
e
b) v « € E, el polinomio winimal de  sobre K es de la forma X¥ -a, e ente-

ro = 0.



10-

11-

e
c)vaetk, o €k para algin entero e = 0,
d) Todos los elementcs de E son puramente inseparables sobre K.

e) £ = K(al,...,ut) con aq,...,o puramente inseparables sobre K.

Si K CE es una extension finita de gradoc > 1 y puramente inseparable sobre
K entonces [E:K] es una potencia de p, p primo.

ST K CE es una extension finita, sabemos que el conjunto L de todos los ele-
mentos de E que son separables sobre K es una extensidn separable de K:

K CL CE. Demostrar que E es puramente inseparable sobre L. Deducir que to-
da extension finita de K se obtiene como una extensién puramente inseparable
de una extension separable de K.

Sea K = Z,, K CK(a) CK donde o es ura raiz del polinomio
3

£(x) = xB+2x3

+2 € K[X].

a) Decir cuantos K-homomorfismos K{c) - K nay. &iK(a):K) . y  K(x):K].?.
b) Encontrar esos K-nomomorfismos. éfs K{w) normal sohre K?.

Igual que en el ejercicio anterior siendo K = Z4(X), K Ck{a) €K y « una
raiz de F(Y) = Y3+2X € K|Y].

Sea car K = p # 0. Demostrar que si « es algebraico ssbre K, « es separable

’

sobre K si y sdlo si K{w) = K(up>

/.

Sea K C E una extension finita. Deducir que si £ ¢s separable entonces

n
K.EP" = £, ¥ n>1. Reciprocamente, si K.EP = [ entonces E es separable so-
bre K.

i i i
(EP = {xP i xecE), i€z, es un subcuerpo de E y K.EP es el subcuerpo

.i
de £ generado por Ky EP ).

Sea K un cuerpo de caracteristica p # 0, a,b € K n¢ nulos.

a) Probar que xP-X-a es irreducible o se factoriza en polinomios de ler. gra-
do sobre K. (Sugerencia: si o es una raiz entonces ayutl,at?, .. Lat(p-1)
son todas las raices).

Iy
~d



b) Probar que Xp-bp‘lx-a es irreducible o se factoriza completamente sobre
K. (Hacer X = bY).

c) Demostrar que xPepPlg-1yxP-1_;-1

tamente sobre K. (Hacer X = %).

es irreducible o se factoriza comple-

13- Decir cuales de las siguientes extensiones son normzles:
a) Q cQ(/-5).
b) Q € Q(a), donde a es la raiz real /9.
c) QcQ(x).
d) Q c Q(v5,/5)
e) R CR(a) donde o es una de las raices quintas complejas de 9.

2

f) Q C Q(a) donde « es una raiz de X9 +3%C+3x%+3 .

14- Hallar las clausuras normales de las extensiones del ejercicio anterior que
no son normales e indicar su grado.

momorfismo o: £ - K, o{(E) CN.

b) S E es finita de grado n sobrs K entonces £ es zeparable sobre K si y
s6lo si hay n K-homomorfismos distintos £ -+ N,

16- Sea K CE CM con E normal sobre K (finita o no) y M el cuerpo de raices

174

sobre E de un pelinomio f &€ K[X]. Demostrar que M ec normal sobre K.
51 M es el cuerpo de raices sobre £ de un polinomio f & E{X], vale la con-

clusion?.

17- Sea K CE CM, M cuerpo de rafces sobre K. Demostrar que E es cuerpo de rai-
ces sobre K si y sGlo si todo K-automorfismo de M restringido a £ es un en-
domoriicmo de E.

12- Bar un ejemplo K CE CF tal que F a5 normal sobre X (y por 1o tanto sobre
E) y £ es normal sobre K.

19- Decir si las siguientes proposiciones son verdaderas:



Una extensidon normal de un cuerpc K es finita.
Una extensidon finita de un cuerpo K es normal.
Toda extension separable es normal.
Yna extension normal es separable.

K es un cuerpo perfecto si y sdlo si toda extensidn algebraica de K es
separable.

Toda extension normal finita es un cuerpo de raices de algin polinomio.

Si K es un cuerpo perfecto, toda extensidn algebraica de K es un cuerpo
perfecto.

Toda extension finita tiene una clausura normal.

ST KCECF y o es un K-automorfismo de F entonces o/E es un K-automor-
fismo de E.

ST KCECF yF es normal y separable sobre F entonces £ es normal y
separable sobre K.

Toda extensidon normal y separable es finita.
ET1 dnico automorfismo que tiene Q s la identidad.
E1 Gnico automorfismo que tiene ( es ia identidad.

Toda clausura algebraica de un cuerpo K es una extensidn normal y sepa-
rable de K.

Si car K = (Q, toda clausura algebraica de K es no-mal y separable sobre
K. '

Si K es un cuerpo finito toda extensidon normal de K es separable.



CAPITULO V

CUERPOS FINITOS

En general, si F es un cuerpo, los automorfismos de F forman un grupo Aut(F)
con respecto a la composicion de aplicaciones. Si KcF,los K-automorfismos de F
forman un subgrupo de Aut(F) que representaremos G(F/K). Si F es una extension
normal de K entonces |G(F/K)] = [F:KJS , vy si F es una extensidn finita, normal
y separable de K entonces |G(F/K)| = [F:Kl , y G(F/K) se Tlama el grupo de
Galois de F sobre K.

Observar que si P es el cuerpo primo de F, todo automorvisme de F es un P-auto-
morfismo y Aut(F) = G(F/P).

Vamos a estudiar como ejemplo los cuerpos Tinitos (que también suelen 1lamarse

cuerpos de Galois) y sus automorfismos.

En primer lugar Zp, p primo, es un cuerpo sin subcuerpos propios y el (nico au-
tomorfismo que admite es Ta identidad.

Si F es un cuerpo finito con q elementos, su caracteristica s un primo p, y el
cuerpo primo de F es isomorfo a Zp. En efecto, la aplicacion «: Z - F tal que

n > n.lp es un nomomorfismo de anitlos cuyc nicleo es un ideal primo de Z. Como
F es finito es Nuc o
teristica de F, o(Z)

i

{p), con p primo, y o(Z) = Z/(p). Entonces p es la carac
Zp y o(Z) es el cuerpo primc de F. (Notar que nay un Gni-
co isomorfismo posible entre el cucrpo primo de F y Zp, gque es el definido por

it

1o -~ 1, ). Identificando el cuerpo primo de F con Z.,
F Zp P

extension de Zp' Sq [F:Zp] = n entonces F tiene p" elementos y por lo tanto

F puede considerarse una

J

q = p”. Luego

. . no. . N
Todo cuerpo finito tiene p= elementos, p primo. n enterc = 1.

Si F tiene pn elementos, el grupo multiplicativo F* es de orden pnwl, luego to-

- e i‘?'--
do o € F* satisface la ecuacidn XP 1. 1. Entonces todos los elementos de F,



n
incluido el cero, son raices del polinomio f(X)=XP -X,que tiene sus coeficientes

en el cuerpo primo de F. Asi f(X) tiene p" raices distirtas en F, y como éstas

, n
forman el cuerpo F, F es un cuerpo de rajces del polinomio XP -X sobre su cuer-

po primo.

De este resultado y del teorema 4.4 sigue que

Dos cuerpos finitos con el mismo ndmero de elementos son isomorfos.

Por Gl1timo, existe un cuerpo con pn elementos, para todo primo p y n entero = 1.

Para probarlo consideremos el polinomio f(X) =‘xpn-x € Zp[X], que no tiene rai-
ces miltiples pues f'(X) = -1, luego (f,f') = 1. Entonces f(X) tiene pn raices
distintas en una clausura algebraica fb. Estas pn raices forman un subcuerpo de
Zb: si a,R € Zb son raices de f(X) entonces « +3, o.8, &—1 (£#0) también 1o son.
En efecto, apn-a =0 y Bpn—B = 0 implica (ui‘ﬁ)pn - (axp) =

= apnif Bpn - o ¥ B=0,y analogamente para las otras.

Se tiene asi un cuerpo con pn elementos, que notaremos Fpn’ En particular

Fp = Zp.

De todo lo dicho resulta el siguiente

TEQREMA 5.1. Dado un primo p, y fijada una clausura algebraica 7b, para cada

entero n = 1 existe uno y s6lo un subcuerpo de Z. con p" elementos. Es el cuer-

p
- - > n - - b
po de raices Fp” del polinomio XP -X sobre Z,, que esta formado por las raices

de este polinomio. Todo cuerpc finito de caracteristica p os isomorfo a un F ne
P

OBSERVACION. (Tal vez el lector la encuentra superflua).

Si F es un cuerpo finito de caracteristica p, su cuerpo primo P es isomorfo a
Zp. Sea 1: P ~» Zp el isomorfismo en cuestién y F , 7

0 clausuras algebraicas.

Es claro que F es una clausura algebraica de P, F = P, Sea 7: P - 7b un isomor-

ol



fismo que extiende a t. Entonces, usando este isomorfismo, se pueden estudiar
las propiedades alqgebraicas de F y las extensiones y subextensiones de F en P
estudiando las de F(F) en Zb. De aqui que el estudio algebraico de los cuerpos
finitos de caracteristica p pueda reducirse al de los subcuerpos finitos de una

clausura Z_.
ura Z,

Del teorema sigue que toda extensidn finita de un cuerpo finito es una extensidn
normal. Ademds es separable pues los cuerpos finitos son perrectos. Luego

COROLARIO 1. Toda extensidn finita de un cuerpo finito es normal y separable.
(En general a las extensiones normales y separables de un cuerpo se las 1lama
extensiones de Galois).

oy ?ﬁ una clausura algebraica da-

t

COROLARIO 2. Sea Fq un cuerpo finito, q

da. Para cada entero m > 1 existe en Fq una y solo una extensién de Fq de grado

m, que es el cuerpo F .
. q

Demostracidon. Es suficiente probarlo para el caso Fq subcuerpo de una clausura

- ) n m nm . AN
algebraica Zp' Sig=p ,q =p . El cuerpo de raices de XP -X sobre Zp en

L es F y F  CF
nm n

pnt p PP

P = « para todo entero t > 1. (por induccidn sobre t). Luego, en particular,

nm
aP

n _ o
ues cualquiera sea o € F . , oP = ¢ implica
nm F o

o para todo o € F . Ademas de Z_, CF , CF

sigue que [F Foo) o= m
p D pnm

p!jm pﬂ

pues el grado de Fpnm sobre Zp es nmy el de F  es n.

Como otra propiedad de los cuerpos sabemos que: Si F es un cuerpo, todo subgru-
po finito del grupo multiplicativo F* es ciclico. En particular

TEOREMA 5.2, ET1 grupc multiplicativo de un cuerpc finito es ciclico.

Estudiemos ahora el grupo que forman los automorfismos de un cuerpo finito.

. n . .
Siq=p’, sea Fq un cuerpo con ¢ elementos. Come es finito el monomorfismo de

6l



robenius ¥: Fq -+ Fq tal que x » xP es un automorfismo ce Fq.

TEOREMA 5.3. E1 grupo de automorfismos de F
q = p") y ¢ es un generador.

q s ciclico de orden n (siendo

n
Demostracion. oM = id pues wn(x) = xP = x cualguiera sea x € F

q
Sea d el orden de ¢ en el grupo de automorfismos de Fq, es decir el menor ente-

P d
ro =1 tal que @d = ijd. Entonces d <n y @a(x) =xP = x para todo x € Fq.

i . d . . .
Por otro lado, como el polinomio XP -X tiene a 1o sumo pd raices, sigue

pd >=pn. Luego d = n.

Falta probar que ¢ genera Aut(Fq). Cualquier automorfismo de Fq deja fijo al

cuerpo primo F_, Tuego es un Fp—automorfismo. Como [F _:F 1 = n, el ndmero de

p "o’
Fp-automorfismos de Fq es <n. Entonces Aut(Fq) = (¢).

TEOREMA 5.4, Sean m,n enteros > 1, 2b una clausura dada, F 0o F m subcuerpos
p p

de Zp. Entonces Fpn - Fpm si y solo sin divide a m. Si Fpn c Fpm , Fom es nor

mal y separable sobre F n de grado m/n y el grupo de F n—automorfismosde F m €s
P p P

ciclico, generado por " , siendo ¢ el zutomorfismo de Frobenius de F 0

P

Demostracion. Si Fpn - Fpm , [Fpn:Fp] = n divide a [Fpm:ij = .

Reciprocamente, supongamos que n divide a m. Por el corolario 2 del teorema 5.1

F _ tiene en Z_ una Gnica extensidn de grado m/n, y es F

p" 0 Luego F N CF m e

| pl b b
Queda a cargo del lector terminar la demostracion.

COROLARIO. Toda extensidon finita E de un cuerpo finito F es una extensi6n de
Galois y su grupo de Galois G(E/F) es ciclico.



Ejercicios.

1-

oo
i

Para cuales de los siguientes n existe un cuerpo con n elementos?
1,2,3,4,5,6, 17,24, 312, 16.807.

a) Construir cuerpos con 4, 8, 9, 16 y 27 elementos.
b) Indicar cémo construir un cuerpo con p° eiementos, p primo.

¢) Indicar generadores de los grupcs multiplicatives de los cuerpos de a).

Sea K un cuerpo finito. Probar que para todo entero n > 0 existe un polino-
mio irreducible sobre K de grado n. Concluir que una clausura algebraica K
{y numerable),

!
\

es una extensidn infinita de ¥

Dibujar el reticulado que forman los cuerpos F., Fa, Fuy, F

30 Fgo Fop Faro Fogz ¥ Fypg
con respecto a la relacidn de inclusicn, suponiéndeics contenidos en una
clausura Fé.

Demostrar que el grupc aditivo de F _ es la suma directa de n subgrupos ci-

pn

foX)

clicos de orden p.

Sea F 0 Y f(X) e F n[X] irreducible. Demostrar que:

p p
n.m
f(x) / xP - X siy s6losi grf/m. ‘
n.m o N
tuego XP - x = TT( TT £.0x)).
d/m  f_irreducible =
d
gr 4 = d
Deducir que pn.m = ) duw(d) , siendo ¢(d) = n* de polinomios irreduci-
d/ii
bles de grado d en F n[X].
&

Sea £ una extensidn simple de un cuerpo K, [E:K] = n.
Probar que el ndmero de cuerpos intermedios (inciuyendo Ky E) es a lo sumo

2n-l

, € # 1, hallar Tos cuerpos intermedios.

et

.
Si e e g ET
ST 0 CQ(vh,ej , g7 =



Idem para Q C Q(V?).

Decir si las siguientes proposiciones son verdaderas o falsas:

a)

b)

Existe un cuerpo con 124 elementos.

Existe un cuerpo cuyo grupo multiplicativo tiene 124 elementos.

ET1 grupo muitiplicativo de F1g tiene un unico elemento de orden 3.

Todos los cuerpos con 121 elementos son isomorfos.

. . !
F _ contiene un (nico subcuerpo con pn elementos, v 1 <m < n.

pﬂ

F16 contiene un subcuerpo isomorfo a F

8.

Todo endomorfismo no nulo de un cuerpo finito es un automorfismo.

E1 grupo aditivo de un cuerpo finitc es

Ningln cuerpo finito es algebraicamente

ciclico.

cerrado.

51 F es un cuerpo finito sélo hay un nGmero finito de polincmios de grado

n irreducibles sobre F.

Toda extensidn algebraica de un cuerpo finito es finita.

Toda extensidn finita de un cuerpo finito es una extensidn simple.

F75 tiene 5 subcuerpos.

Todo cuerpo finito que no tiene un nimer

Cc0o subcuerpo maximal,

Todo cuerpo finito es una extensidn abeliana de su cuerpo primo.

Todo cuerpo finito es una extension ciclica de cualquiera de sus subcuer-

pos.



CAPITULO VI

EXTENSIONES DE GALOIS

Sabemos que si E es un cuerpo todos los automorfismos de £ forman un grupo
Aut(E) con respecto a la composicidn de aplicaciones. Si F C E es un subcuerpo
de £, el conjunto de los F-automorfismos de [ es un subgrupo de Aut(E) que re-
presentaremos G(E/F).

Se tiene asi una aplicacion F » G(E/F) que a cada subcuerpo de E asocia un sub-
grupo de Aut(E).

Por otra parte, si H es un grupo de automorfismos de E (no necesariamente el de
todos los automorfismos, es decir, H C Aut(E)), el conjunto de todos los elemen-

tos x € E tales que o(x) = x cualquiera sea o € H, es un subcuerpo de E.
Se llama el cuerpu fijo de H y 1o representaremos e,

E' = {x € E: o(x) = x , cualguiera sea o & Hj}.

Se tiene asi otra aplicacion H - e del conjunto de todos los subgrupos de
Aut(E) en el conjunto de los subcuerpos de E.

Es facil ver que:

H2 H]
1) H1 CH, C Aut(E) = E “c€E .
2) Fl C F2 CE = G(E/FZ) C‘G(E/Fl),
3) F c gG(E/F)

4) H < a(g/EM.

DEFINICION. Dado un cuerpo K, una extensidn algebraica K C E se dice una exten-
sion de Galois de K si E es normal y separable sobre K. También se dice que L es
Galois sobre K o que E es una extensidn galoisiana de K.



Si E es Galois sobre K, el grupo G(E/K) se 1lama el grupo de Galois de E sobre
Ky coincide con el conjunto de todos los K-nomomorfismcs E - K.

Si K CE es una extension finita y Galois de K, entonces para cualquier cuerpo
intermedio K CF CE, E es una extension finita y Galois de F y

IG(E/F)| = [E:F].
En particular, [G(E/K)| = [E:K].
DEFINICION. Una extensidn E de un cuerpe K se dice una extensidn abeliana (resp.

ciclica) si E es Galois sobre K ¥ su grupo de Galois es abeliano (resp. cicli-
co).

Ejemplos.

1) Si K=E, G(E/F) = {id}.

2) Q €Q(v2) es normal y separable, luegc es Galois sobre . Los Q-automorfis-
mos de Q(v2) son dos: id y o, donde =(v7) = /2. G(Q(/2)/Q) = Z,
G(Q(v2)/Q) = Aut{Q(v2)).

3) RCC. Como C = R(i), es Galois sobre Ry G(C/R) =

~

4) Q C‘Q(?@). No es Galois sobre Q, G(Q(/5)/0) = {id} Aut(Q(?@)).

5) Sea E el cuerpo de raices del polinomio X3~5 scbre Q. E = Q(?@}c) siendo ¢
una raiz primitiva de la unidad de tercer orden, [E:Q] = 6. £ es una exten-
sion Galois de Q y G(E/Q) = Aut(E) = S4. En este ejemplo cada permutacidn
de las tres raices de x3.5 determina un automorfismo de £, 10 que no es cier-
to en general.

6) Ya vimos que toda extensién finita de un cuerpo finito es normal y separable,
de ani el nombre de cuerpos de Galois que se les da a los cuerpos finitos. Si
K CE son cuerpos finites, sabemos que G{[/K) = Z, stendo n = [E:K]. Luego

toda extensidon finita de un cuerpo finito es una extensidn ciclica.

7) Q CR es de grado infinitc (no algebraica). Se tiene aue G(R/Q) = {id} =

= Aut(R). Para verlo vamos a demostrar que cualguiera sea el automorfismo o



de R, o es mondtono, es decir, a <b implica o(a) <c(b). Es suficiente ver
que 0 <a implica 0 <o(a). Si a > 0 entonces existe x € R tal que x2 = a,

de donde o(a) = o(x2) = (o(x))% > 0.

Supongamos ahora que o # idg, 1o que implica que existe a € R tal que

o(a) # a, de donde o(a) <a o a <c(a). Sea, por ejemplo, la primera desigual
dad, entonces existe q € Q tal que c(a) <q <a, de donde sigue a(q) = q <

< o(a), contradiccion.

EJERCICIO. Sea Q C Q(v2). Hallar el cuerpo fijo de G(Q(vZ2)/Q).

Solo vamos a estudiar las extensiones de Galois finitas.
Para demostrar el resultado fundamental de la teoria de Galois probaremos prime-
ro:

TEOREMA 6.1. Si K CE es una extensidn finita, entonces E es Galois sobre K si
y sdlo si K es el cuerpo fijo de G{E/K).

Demostracidn. Es facil ver que si K CF es una extensidn Galois entonces X es

el cuerpo fijo de G(E/K). En efecto, es ciaro que K C EG(E/“)

si a e £O0(E/K)

. Por otro lado,

» COMO a es separable wu polinomio minimal sobre K debe ser de
primer grado pues si no a tendria un conjugado b # a y existiria o € G(F/K) tai
que o(a) = b. Luego el polinomio minimal de a es X-a y a € K.

La otra implicacidn, si K CE es una extensidn finita y K es el cuerpo fijo del

grupo G(E/K) entonces E es una extensidn Galois de K, resulta de los dos teore-
mas siguientes:

TEOREMA 6.2. Sea K C E una extensifn separable. Si existe un enterc n > 1 tal
que todo elemento « € £ es de grado < n sobre K, entonces E es una extension fi-

nita de Ky [E:K] <n.

Demostracion. Sea « € £ un elemento te) que [K(a):K]l es waximal, [K{a):K] =

= m<n. Vamos a probar que £ = K{a). S1 no fuera asi, existiria B € E-K{a) y

como K(u,g) es una extension finita y separable de K, por el teorema del elemen-



to primitivo existe y € E tal que K(a,B) = K(y). Pero de K < K(u) C K(a,B) se ve
que [K(a,B):Kl >m lo que implica grado de y > m, contradiccién.

TEOREMA 6.3. (Artin). Sea [ un cuerpo y G un grupo finito de automorfismos de E

de orden n. Sea K = £0 o] cuerpe fijo. Entonces E es una extension Galois fini-
ta de K, su grupo de Galois es Gy [E:K] = n.

Demostracion. Sea a € E y O15.-.,0, Un conjunto maximal de elementos de G tal
que ol(a),...,ar(a) son distintos. Si t € G entonces (Tol(u),...,TOr(a)) difie-
re de (ol(a),.;.,or(a)) s6lo en una permutacidn pues t es inyective y cada
Toi(a) es uno de 1os.oj(a), pues si no Gpa++0, NO seria maximal. Entonces a es

-
raiz del polinomio f(X) = TT (X-0.(0)) y cualquiera sea T € G, se tiene que
i=1

T(f(X)) = f(X), es decir los coeficientes de f son invariantes para todo T € G,

luego f(X) € K[X]. Como f es separable, resulta que todo elemento o € E es raiz

de un polinomio separable de K[X] de grado < n. Ademds este polinomio se facto-

riza en polinomios de primer grado en E[X], lo que prueba que E es una extensidn
normal y separable de K, y por el teorema anterior [E:K] <n. Como G C G(E/K)

y orden G(E/K) = [E:K], debe ser [E:K} = n y G = G(E/K).

COROLARIQ. Si K C E es una extensidn finita y ei cuerpo fijo de G(E/K) es K en-
tonces E es una extension Galois de K.

Vamos a demostrar ahora el resultado tundamental de la teoria de Galois.

TEOREMA 6.4. Sea K CE una extensibn finita Galois scbre K, G = G(E/K) su Grupo
de Galois. A cada subcuerpo intermedic F, K CF CE, se le asccia el subgrupo

H CG tal que H = G(E/F), y a cada subgrupo H de G se le asocia su cuerpo fijo
F=gh, Entonces

a) Estas aplicaciones son biyecciones entre el conjunto F de los subcuerpos in~
termedios y el conjunto S de los subgrupos de G, una inversa de la otra. Ade-
mas Fl C F2 si y so0lo si H2 C Hl‘

b) Un cuerpo intermedio F es Galois sobre K si y s0lo si el grupo correspondien-



te H = G(E/F) es un subgrupo normal de G, y en tal caso la aplicacidn
G + G(F/K) definida por o v o/F induce un isomorfismo.

G/H = G(F/K).

c) Si F, ¥y F, son dos cuerpos intermedios, existe un K-romomorfismo Fp + Fposi

s6lo si existe un o € G tal que c"lH?o CHy, siendo Hi = G(E/Fi), i=1,2.
En particular F1 y F2 son K-isomorfos si y s6lo si existe o € G tal que

0-1H2(J= Hy. Mas precisamente, o € G es tq o(Fy) = Fy siy <6lo si o'leo =
= Hl'

Demostracidon. a) Sean 6: F > S y 6': S~ F las aplicaciones definidas en el

enunciado: 6(F) = G(E/F) v FEF ; 0'(H) = E" v H e S,

Vamos a demostrar que 6°0' = idS y @'»@8 = 1dF.
Si HES, 8'(H) = £, Por el teorema 6.3, el grupo de Galois G(E/EM) = H, Tue-
go 6(8'(H)) =H, V HES.

Si FeF, como E es una extensién Galois de F, F es el cuerpo fijo de G{E/F),
es decir F = 0'(6(F)).

(%]

Ya vimos que F1 - F2 Aand H2 - Hl’
b) Sea K CF CE , H = G(E/F).

Supongamos que F es una extension Galois de K. Entonces es normal y la restric-
cion o~ o/F define una aplicacidon ¥: G -+ G(F/K), que es un nomomorfismc de
grupos cuyo nucleo es H. Luego H es un subgrupo normal de G. Ademds ¥ es un e-
pimorfismo pues tcdo K-automorfismo o: F -+ F puede extenderse a un K-automor-
fismo o: E + E. Luego G/H = G{F/K).

Supongamos anora que H ¢ G y probemos gue F os Galois sobre K. Como F es sepa-
rable sobre K, hay que probar que es normal, o sea que todo K-nowmomorfismo

o: F - K es un automorfismo de F, para 1o cual es suficiente ver que es un en-
domorfismo, es decir, que o(a) € F para todo a € F. Y para probar esto basta

ver que si a € F, o(a) es fijo para todos los v € G(L/F) = H.

- . X - g S G . -
Sea ¢: £~ £ una extension de o a E.Como H « G, 6 1o €H para todo T € H =

/0



= o hg=1 = (8'115)(a) = 1'(a) = a para todc a € F = <ta(a) = o(a). Pero
o/F = o, luego to(a) = o(a), vaeF, v €H.

c) Sean Fl y F2 dos cuerpos intermedios, T: F1 -> F2 un K-homomorfismo. Quere-
mos probar que existe un o € G tal que o'leo CHy. Sea T: E > E una extensidn
de T a un automorfismo de E, ?YFI = 1. Veamos que o = 1 cumple lo pedido:
?"IHZT'CZHl. Cualesquiera sean ¢ € H,, x € Fy , se tiene (}'1¢?)(x) =

T'l(?(x)) = x. Luego ?'1¢? € Hy.

Reciprocamente, sean F1 y F2 cuerpos intermedios y supongamos que existe

g: £+ E K-automorfismo tal que o"lec C H;. Entonces o/Fy es un K-nomomorfis-
mo F1 > FZ‘ Para verlo hay que demostrar que Im(g/Fl) C F2 y para esto basta
probar que si x € fy, o(x) es invariante por todo t & H,, 0 sea, que to(x) =

= o(x). Por la nipétesis o“le = ¢ € Hy, 1o que implica tu{x) = oe(x) = o{x)
cualquiera sea x € Fl‘

La demostracidon de 1o que resta en c¢) queda propuesta como ejercicio.

OBSERVACION. Del teorema resulta que si K C E es finita y Galois, cualquiera
sea el cuerpo intermedio K CF CE, si G = G(E/K) y H = G(E/F) se tiene
[H:1] = [E:F] y [G:H] = [F:K].
En efecto, [E:K] [E:F].[F:K]
[G:1] = [H:1].[G:H]

Como E es Galois sobre Ky sobre F, [E:K] = [G:1] y [E:F] = [H:1], luegqo
[G:H] = IF:K].

Ejempio: Sea E = Q(VZ,i). E es el cuerpo de raices sobre Q del polinomio X4~2,
luego E es una extensidn normal, firita v separanle de §, es decir Galois sobre
Q. Sabemos que [E:Q] = 8, luego el grupo de Galois G de E sobre Q es de orden 8.
Ya se calcularon en un ejemplo anterior los ocho elementos de G.

Es facil verificar que G estd generade por los automcrfismos
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Se ve que ot = 1= TZ , o1 = 10" y G={l,0,0%0 ,E,OT,OZT,OBT}. Entonces
G = 04 grupo dinedral de orden 8.

Estudiemos la correspondencia que establece el teorema de Galois. Los subgru-
pos de G son:

De orden 1: {1}.

: : Z g 2 .3
De orden 2: {1l,t} , {1,0"} , {l,0t} , {1,0°r} , {1,0°1}.
De orden 4: {1,0,02,03} s {1,02,T,02r} ) {I,GQ,UT,03T}.

Podemos ordenarlos por 1a relacidn de inclusién y forman el siguiente reticulado

G
//J ~\\.
// I ” “. o - 2
{l,oz,T,Gzr} {l,o,oé,cj} {1,0 1g1;o°1}
ed /

// 1 2 \ Tz /""’/: T \\ 3
{1,7} (1,01} RS e {1,010} {1,571}
<\\‘\ j]r & "‘V\\\ 7 : - - ,—//I
o T TN ] N o

N2 R — \\x’ - . / /"'/_/
Ny
2

. ; . 2
Los subgrupos normales de G son todos los de orden 4 y 21 subgrupo {1,0°1. Apa-
recen subrayados en el dibujo.

E1 reticulado de los cuerpos fijos corraspondientes es 21 siguiente, siendo
4
a = V2:



2 - v ™~ 2
o) 7w e
///,/’ l \\\\\a l L L \\\\\ﬁ
Q(a) Q(ai) Q(a", 1) Q(utai) Q(o-ai)
\\‘\-\, ~N S e o
\\\ \\A \L | }’/'/ f’///,-

Las extensiones intermedias que son Galois sobre Q aparecen subrayadas. De acuer
do con c) del teorema fundamental, dos extensiones intermedias son isomorfas si
y s6lo si sus grupos asociados son subgrupos conjugados de G. Se ve que:
) 2 . .
ol1,130° = {1,651 = Q(a) = Qa 1)
o{l,c'r}-0'3= {1,:)'3'r} = Quotai) = Q{u-ai)

. . P . . I
Senalar las extensiones ciclicas de Q. SIEL A B CE 2

APLICACIONES

I

‘1) Grupo de Galois de un polinomio. Si K es un cuerpo y f{X) € K[X] es un poli-

nomio de grado = 1, sea E su cuerpo de raices sobre K. Supongamos que las rai-
ces de f son distintas. Entonces £ es una extensién Galois y finita de K. Su
grupo de Galois G se 1lama el grupo de Galois de f sobre K. Sea

f(X) = a (X-u)) ... (X-e)

la descomposicion de f en producto de polinomios de primer grado en E[X]. Cada

K-automorfismo o € G permuta las raices I EREEEL Entences se tiene una apli-

cacion G - Sn que es un monomorfisme de grupos, y en consecuencia G es isomor-
fo a un subgrupo de Sn’ En general no es cierto que ese monomorfisimo sea un epi-
morfismo, es decir, no toda permutacion de las raices proviene de un K-automor-
fismo de E.

2) Discriminante de un polinomio. Sea f(X) un polinomio con coeficientes en un
cuerpo K de caracteristica # 2, de grado n = 1. Supondremos que las raices
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Apseeesty de f son distintas. Vamos a pensar el grupo de Galois G de f sobre K

N
como un grupo de permutaciones de las raices, o sea comc subgrupo de Sn. El ele-
mento

§ = (al-az)(ul-a3) ... (Qn—l"an) = i[L (ui—aj)
pertenece al cuerpo de raices E de f sobre K; cualquier permutacidn par de las
raices deja fijo a 8§ y cualquier permutacidn impar transforma ¢ en -8. Si §
gqueda fijo por todas las permutaciones de G quiere decir que G C‘An, 0 sea,
G=GnN An, y 6 € K; si no, G contiene permutaciones impares, § € K, A = G m,A“

.. . . A
- es un subgrupo normal de G de indice dos, y entonces el cuerpo fijo £ es una

N

A

extension Galois de K de grado dos. Como & € EA es K(&) = £7. Queda probado asi

TEOREMA 6.5. Sea K un cuerpo de car # 2, f(X) & K[X] un polinomio de grado
n >0 con raices distintas RRRERETT E su cuerpo de raices, G = G(E/K) su gru-
po de Galois y

s= T7 (Cx]»-u:xj).

13i<jsn
Entonces el cuerpo fijo de G F1An es K(&8).

COROLARIQ. G esta formado por permutaciones pares s1 y s6lo si & € K, o sea, si
y solo si el elemento 4 = 52 es un cuadrado en K.

A se 1lama el discriminante de f(X). Es claro que 3 = 62 es invariante por

cualquier permutacion de Sp» en particular por cualquiera de G, luego A € K.

Veamos como determinar el grupo de Galois de los polinomios de 2° y 3° grado.

Se pueden suponer monicos.

3) Sea K un cuerpo de car # 2, f(X) = X2+bx+c e KIXI. Ei discriminante de f es
A = b2v4c y el grupo de Galois G de f es un subgrupo de 5,. Como el cuerpo de
raices de f es de grado 1 & 2, G ticne unc o dos elementos, luego G ={ id} o

G = 32 = Z2 segun A es o no un cuadrado en K. K{3) es ¢l cuerpo de raices de f.
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4) Sea K un cuerpo de car # 2,3, f(X) un polinumic irreducible cdbico de K[X].
Todo polinomio X3+bX2+cX+d se puede escribir Y3+pY+q completando el cubo, es

decir haciendo X = Y - %~. Podemos suponer entonces
F(X) = X3+bxec .

f es separable. Su cuerpo de raices sobre K es de grado 3 6 6, luego el grupo
de Galois G de f tiene 3 0 6 elementos, y como G es un subgrupo de S3 es G = Ag
0 G = S3. Para saber cual es el caso se puede usar el discriminante:

) 2 2
4 = \S = ((ul'uz)((;11—‘13)(‘12"{13))
y haciendo cuentas se ve que /
b= -4b° - 27¢°

Si A es un cuadrado en K es G = A3 = Z3 , 31 N0 es G = 53.

Por ejemplo, f(X) = X3+X+1 es irreducible sobre Q. Su discriminante es -31, que
no es un cuadrado en Q. Luego el grupo de Galois de f es SJ.

Si f(X) = X3-3X+1, f es irreducible sobre Q. El discriminante es 81 = 92, Tue-

go el grupo de Galois G = Z3.
f(X) = ¥>-7X+7 es irreducible sobre Q; A= 72, luego G = 23.
En general es dificil determinar el grupo de Galois de un polinomio de grado
mayor que tres. Para los de cuarto grado puede verse en I. Kaplansky, Intro-
dugao a la Teoria de Galois, o T.W.Hungerford, Algebra.

5) Un polinomio con grupo de Galois Spe
Dado un cuerpo K, n elementos tl,t,,,...,tn de una extension de K se dicen alge-

braicamente independientes sobre K si no existe ningdn polinomio no nulo

fe K[Xl,Xz,...,Xn] tal que f(tl,tz,...,tn) = 0. En ese caso

K{ty sty ont, ] = K[X .%o X 1y por To tanto K(tl’tz""’tn) =

= K(Xp,X X ).
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Para n=1 esta nocidn coincide con la de trascendencia.
Se puede pensar que el grupo S, actla sobre el anillo K[tl,...,tn] permutando

tl""’tn’ es decir, cada ¢ € Sn define un K-autcmorfismo de K[tl,...,tn], que

notaremos también o, tal que

o(g(tl,...,tn)) = g(to(l)""’to(n)} cualquiera sea g € Klty,....t |.

De esta manera Sn se identifica con un grupc de K-automorfismos de ese anillo.

Un polinomio g € K[ty,....t ] se dice simétrico si o(g) = g para todo ¢ € Sy

Sy actla analogamente sobre K(tl,...,tn), S, €s un subgrupo del grupo
G(K(tl,...,tn)/K) y el cuerpo fijo F de S, es el que forman las funciones Simé-

tricas f/qg.

Vamos a ver ahora un ejemplo de un polinomio cuyo grupo de Galois es Sn.
Sea K un cuerpo, tl,...,tn elementos algebraicamente independientes sobre K.

Consideremos el polinomio

n
F(X) = TT(x-t) = X" - s )" w v ()"
i=1

Sus coeficientes s; son polinomios simétricos en IIEREREAT

=ttt

S 1 NSy ° Lootitiasy = ] titit seen w5 Tttt

1<i<jgen v

$13Sps-+-5S, S 11laman los polinomios o funciones simétricas elementales en

t T

10
f(X) tiene sus coeficientes en el cuerpo K(sl,...,s

n

)» sus raices son todas dis

tintas, y £ = K(t;,...,t ) es el cuerpo de raices de f sobre K(s,,...,s.).
1 n 1 n

Queremos probar que el grupo de Galois de f es Sy G(E/K(sl,...,sn)) =S,
Sn actla sobre E como dijimos, cada ¢ € Sn induce un K-automorfismo de L, y si
F es el cuerpo fijo de S,» es G(E/F) = Sn (teorema 6.3).
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Se trata de probar que F = K(sl,“.k,sn). Es clarc que K(sl,...,sn) CF CE.

Por otro lado, [E:F] = n! y [E:K(sl,...,s )] <n! pues E es el cuerpo de raices

n
de f sobre K(Sl""’sn)‘ Luego F = K(sl,,..,sn).

OBSERVACION. La igualdad F = K(sl,.‘.,sn) resulta también de la siguiente pro-
piedad fundamental de los polinomios simétricos elementales, que enunciamos sin
demostracion:

En general, si A es un anillo conmutativo con unidad se da una definicién de n

elementos tl""’tn algebraicamente independientes sobre A andloga a la recién
vista. Sh actla sobre A[tl,...,tn] y un polinomio g & A[tl,...,tn] se dice si-
métrico si o(g) = g para todo ¢ € S, Los polinomios simétricos forman un sub-

anillo de A[tl,...,t“l que contiene a las constantes y a los polinomios simé-

tricos elementales SpseesSy E1 resultado fundamental sobre polinomios simétri-

cos es quetodo polinomio simétrico g se puede escribir de una Gnica manera como
g = f(sl,...,sn) donde f € A[Xl,...,Xn].

0 lo que es equivalente, el subanillu de los polinomios simétricos estd genera-

do sobre A por los polinomios simétricos elementales S12:::5S. que son alge-

braicamente independientes sobre A.

6) Si G es un grupo finito entonces existe un cuerpo y una extension Galois del
mismo con grupo de Galois isomorfo a G.

En efecto, si n es el orden de G, por el teorema de Cayley G es isomorfo a un
subgrupo G' de Sn' Sea K un cuerpo cualquiera, F = K(sl,...,sn),

E = K(tl""’tn) como en el ejemplo anterior. Vimos que S, = G(E/F). Como

G' C Sn’ por el teorema fundamental de Galois E es una extensidn Galois del

cuerpo fijo F' de G' y G(E/F') = G' = G.

OBSERVACION. Si K es un cuerpo y G es un grupo finito lexiste una extensidn
Galois de K cuyo grupo de Galois es isomorfo a G?. Este es un problema abierto,

77



ni siquiera resuelto para el cuerpo Q de los racionales.

Mas adelante veremos como se puede construir un polinomio irreducible de Q[X]

de grado primo p cuyo grupo de Galois es Sp.

Se demuestra que para todo n se puede construir una extensidn de Galois de Q
con grupo Sn.

En 1954 1.P.Safarewid probé que la respuesta al problema planteado en el caso
racional es afirmativa para todo grupo finito resoluble, y recientemente se han
obtenido otros resultados parciales.

7) E1 cuerpo C de los nimeros complejos es algebraicamente cerrado. (Teorema
fundamental del adlgebra).

Para probarlo se usan las tres siguientes propiedades del cuerpo R de los ni-
meros reales: es un cuerpo ordenado, todo elemento positivo tiene una raiz cua-
drada y todo polinomio de grado impar de R{X] tiene una raiz en R.

En primer lugar veamos que R no puede tener ninguna extensidn de grado impar

> 1. Supongamos que R CE y [E:R] = n > 1, n impar. Como R es de caracteristi-
ca 0, toda extension algebraica es separable y por el teorema del elemento pri-
mitivo es £ = R(u). Entonces si f es el polinomio minimal de u sobre R, f es de
grado impar, luego tiene una raiz en R y es reducible. Esta contradiccidn prue-
ba que toda extensidon finita E de R es de grado par.

Veamos ahora que el grado de E es una potencia de 2. Se puede suponer que E es
Galois sobre R pues toda extensidn finita de R estd contenida en una finita y
Galois sobre R. Sea G el grupo de Galois de E sobre R. Como 2 divide al orden
de G, sea P un 2-subgrupo de Sylow de G y F su cuerpo fijo.

[F:R]=1ndice de P en G, que es un ndmero impar.Entonces debe ser F = R, lo que
implica P=G. Luego el grado de [ sobre R es una potencia de 2.

Consideremos el cuerpo de los complejos C = R(i), donde iz ==1. Para probar que

C es algebraicamente cerrado es suficiente demostrar que toda extensién finita
de C coincide con C, pues entonces el cuerpo de raices de cualquier polinomio
f(X) € CIX] es C. Sea R(i) CE una extensidn finita. Como E es una extensisn

finita de R su grado sobre R{i) es una potencia de 2. Podenos suponer que E es
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Galois sobre R. Entonces E es Galois sobre R(i). Sea G = G(E/R) y H = G(E/R(i)).
Si E # R(i) es HfLl y el orden de H es una potencia de 2. Luego tiene un subgru-
po H' de indice 2, y el cuerpo fijo F de H' es una extensidn Galois de R(i) de
grado 2. De la formula que da las rafces de un polinomio de 2° grado resulta
que F= R(i)(a) con ol € R(i).

Pero cualquiera sea atbi € R(i) se puede escribir

p pooe—— 2
2 2 2
a+b1:[\/§‘_“_.‘_/a~_.f_,b A BRI

2 J

donde la raiz cuadrada de a2+b2 es la positiva, y los sjgnos de las otras dos
raices cuadradas se eligen de modo que su producto sea %—. Estas raices cuadra-
das existen en R pues las cantidades subradicales son ndmeros no negativos.
Luego a € R(1) y F = R(i), To que contradice que F es de grado 2 sobre R(i).
Esta contradiccién prueba que £ = R(i), lc que termina la demostracién.

EJERCICIOS

1) Decir cudl es el grupo de Galois sobre K de los siguientes polinomios clbicos:

C-2xe2 0 X33, 3wz, x3e3xexel

siendo: a) K =Q ~ ; b)) K=12

5 .

2) En un cuerpo de caracteristica # 2, si f(X) = X2+bx+c € K{XI y ay,a9 son las
raices de f, verificar que el discriminante 4 = 82 = (ul—az)z de f es
A= b2-4c, usando las relaciones que dan los coeficientes de f en funcidn de
Tas raices.
Enunciar un criterio para determinar el grupo de Galois de una ecuacidn cua-
dratica.

3) Sobre un cuerpo K de caracteristica # 2, sca f(X) un polinomio cibico cuyo
discriminante es un cuadrado en K. Probar gque f es irreducible o se factori-

za completamente sobre K. éPor qué no vale este resultado en general si
car K = 27.



4) Probar que cualquiera sea el cuerpo de base K, el polinomio X3—3X+1 es irre-
ducible o se factoriza completamente sobre K.

A continuacion veremos algqunas propiedades de las extensiones galoisianas.

TEQOREMA 6.5. Sea K CE una extension finita y Galois de K, F una extensidn ar-
bitraria de K, y E y F contenidos en un mismo cuerpo. Entonces EF es una exten
sién finita y Galois de F y la aplicacidén o ~» o/F define un isomorfismo

G(EF/F) = G(E/ENF). Si E NF = K entonces G(EF/F) = G(E/K).

Demostracion. EF es finita, normal y separable’ ! 7 SN
sobre F por propiedades ya vistas. ’ ///

o »0o/E. Es claro que o/E € G(E/ENF). ¢ es E
un homomorfismo, como se ve sin dificultad y es N

Sea p: G(EF/F) - G(E/ENF) tal que ’ ///

monomorfismo pues si ¢: EF -~ EF es un F-homomor- ‘ !
fismo tal que o/E = id entonces ¢ =1id, ya que
los elementos de EF son de la forma

) eif. / ) ejfj. Luego v es un isomcrfismo de G(EF/F) sobre Im¢. Sea H'=Im o;

H' CG(E/ENF) implica B(E/ENF) | EnF el Pero si x € E es dejado fijo /
por todos los o € H', como ¢ = o/E, con o € G(EF/F), significa que x pertenece
al cuerpo fijo de G(EF/F), o sea, x € F, luego x € E N F. Entonces

EH = £ NF yen consecuencia H' = G(E/ENF).

COROLARIO. Si E es una extension finita y Galois de K y F es una extension ar-
bitraria de K, entonces [EF:F] divide a [[:K|.

Demostracion. Como [EF:F] = orden G{EF/F) = orden G(E/EnF) que es subgrupo de
G(E/K), [EF:F1/[E:K].

OBSERVACION. La conclusion del corolaric no es en general valida si E no es
Galois sobre K. Por ejemplo
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€)

(V2
/ Y
///Q(i?), E e = raiz primitiva de tercer

. Q(vVZe)

orden de 1.

TEOREMA 6.6. Si Ej y E2 son dos extensiones finitas y Galois de un cuerpo K
con grupos de Galois Gy y G, respectivamente, contenidas en un mismo cuerpo,
entonces E;E, es una extensidn finita y Galois de K y la aplicacidn
G(ElEZ/K) + Gy x Gy, tal que o » (0/Ey,0/E5) es un monomorfismo. Si E; NE, =K

entonces es un isomorfismo.

Demostracion. El‘EZ es finita y Galois sobre K por propiedades ya vistas. La

aplicacion ¢: G(ElEZ/K) > Glx G2 tal que ¢ (o) = (O/El,U/EQ) esta bien defini-

da y es un nhomomorfismo. Es monomorfismo pues si o es un K-automorfismo de
E1Eo tal que o/E; = idp, i = 1,2, por la forma de los elementos de EjE, es
i

o = id. Si E1 F)EZ = K entonces \p oS epimorfismo. En efectc, por el teorema an-
terior cada 0 € G1 es la restriccion a El de un o € G(ElEz/Ez) C G(ElEz/K),
Tuego o restringido a El da oy Y restringido a E2 la identidad. Entonces

Glx (1d52) esta contenido en Im¢. Andlogamente, (idEl)x G, esta contenido en

Imy. Luego su producto, que es Glx Gz, 1o que termina Ta demostracion.

CORQOLARIQZ.Sean Eis.-.sE  extensiones finitas y Galois de K contenidas en un

) =

= K para i = 1,...,n-1. Entonces El"'En es Galois y finita sobre K y su grupo

MmisSmo CUerpo y Gl""’Gn sus grupos de Galois. Supongamos que Ei+1(1(E1...E1

de Galois es isomorfo a Glx ...xGn.
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supongamos que se puede escribir G = Glx e X Gn‘ Sea Ej el cuerpo fijo de

)
Gy x...x (1)x ...x G, 1 =1,...,n. Entonces E; es finita y Galois sobre K,

Gi = G(Ei/K) y E1.+1 N (E E;) = K. Ademas E = E A

17 Ey 17 kpe

Demostracion. Ei es finita y Galois sobre K, pues es el cuerpo fijo de un sub-

grupo normal de G, y G(Ei/K) = G.. X € £

; i+l r'(tl"'Ei) implica que x queda fi-

jo por todo o € G, luego x € K. Entonces por el corclario anterior el grupo de
Galois de El"'En sobre K es isomorfo a Glx R Gn = G, 1o gue implica que

G(E/El...E ) = id y por lo tanto E = Ey...E

n n’

Ejemplos
1) Hallar el grupo de Galois de f(X) = (X%-3)(¥3-3X+1) sobre Q.
Consideremos los factores irreducibles de f: fl = X2—3 . f? = X°-3X+1, Sus res-

pectivos cuerpos de raices By ¥ E; sobre Q, y sus grupos de Galois Gy vy Gy.
E1 discriminante de f2 es A = 81, luego G2 = 23 y [EZ:Q] = 3.

Es claro que el cuerpo de raices E de f sobre Q es E= [ ‘EZ‘ E1 y E2 son dos

1
extensiones de Galois de Q de grados 2 y 3, por lo tanto E1 N E2 = Q. Entonces

por el teorema 6.6 el grupo de Galuis G de f es isomorfo a Gy x G,, es decir

G = Z,x 23 = 26. Luego E es una extension ciclica de Q de grado 6.

2) Sea f(X) = (XZ-Z)(X2+3)(X3—5) € Q[X]. Hallar su grupo de Galois sobre Q, so-
bre Q(¥3) y sobre Q(/-3).

f estd dado como producto de polinomios irreducibles sobre Q, fl = X2-2,

f2 = X2+3 . f3 = X3—5. Sean El’ 52, 53 sus cuerpcs de raices sobre Q.

£y, = Q(v2) » E, = Q(/3) , Ey = Q(45,/59),

que son extensiones de Q de grado 2, 2 y © respectivamente con grupos de Galois



Zys Iy ¥ Ss.

E1 cuerpo de raices de f es E = Q(v2,/=3,V5) y se ve que [ = E,.E

1-E3-
E, N E; es de grado 1 6 2. Si fuera de grado Z seria £y NEg = Ey» es decir,

El C E3. Pero E3 contiene un lnico subcuerpo de grado 2 sobre Q, que es Q(v=3),
pues el grupo de Galois 53 de E3 tiene un Gnico subgrupo de orden 3: A3.
Entonces deberia ser E, = Q(v-3), absurdo. Luego E; NE3 = Qy por el teorema
6.6 el grupo de Galois G de f sobre § es G = ZZ><S3. En este caso E es una ex-
tension Galois de Q de grado 12 no abeliana.

E1 grupo de Galois de f sobre Q(v/3) es el mismo que sobre Q.

Si el cuerpo de base es Q(vV-3) los factores irreducibies de f son X2 -2 y X3—5,

y el cuerpo de raices de f es E = Q(/:37(/?]3@). Razonando analogamente se ve
que G = 22 X 23 o Z6.
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CAPITULO VII

LA ECUACION Xn - 1 = 0., CUERPOS CICLOTOMICOS

Sea K un cuerpo y supongamos fijada una clausura algebraica K.

Las rafces de X"-1 forman un grupo multiplicativo an K.Como todo subgrupo finito
del grupo multiplicativo de un cuerpo es ciclico, H, es ciclico. ¢Cuantos ele-
mentos tiene?.

Si car K = 0, X"-1 tiene n raices distintas pues (X"-1)' = nx"-1 y

m.c.d. (X"-1,mx""1) = 1. Luego el orden de Hoes .

Sicar K=p# 0y pAn se ve como antes que x"-1 tiene todas sus raices distin
tas y H es de orden n. Pero si p/n entonces n = pl.m con (p,m) = 1y t>0,

t . .
x"_1 = (XM-1)P", Xx™-1 tiene raices distintas €15+« 2Ey, QuUE sON las de X"-1 con

t

multiplicidad p~. Luego las raices n-ésimas de la unidad cuinciden con las rai-

ces m-ésimas y H, = H, es de orden m. Por lo tanto si car K = p # 0 basta consi_

derar el caso X"-1 con p xn.

Ejemplo. Dado un cuerpo K, 1 € K es una raiz n-ésima de la unidad para todo
n>1.Sicar K=p#0yn-=rp" 1es ladnica raiz n-ésima de la unidad.

En todo lo que sigue supondremos car K = 0 o car K = p # 0y pAn.

Entonces las raices de la ecuacién X'-1 = 0 forman un grupo multiplicativo Hn
que es ciclico de orden n.

Un generador de Hn se Tlama una raiz primitiva de orden n. Hay ¢(n) de estas
raices. (¢(n) = indicador de Euler). Hy CHy sty s6lo si n/m.

Si (m,n) =1 es Hmn = H .Hn, todo generador de H _ es producto de un generador

N mn

de Hm por uno de Hn y reciprocamente. Luego si (m,n) = 1 es ¢(mn) = ¢(m).o(n).
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Ei cuerpo de raices E del polinomio x"-1 sobre K se 11ama el cuerpo ciclotémico

de orden n sobre K. Si € € K es una raiz primitiva de orden n, E = K(g).

K(e) es una extensidn finita y Galois de K. éCudl es su grupo de Galois?.

TEOREMA 7.1. Dado un cuerpo K, el cuerpo ciclotémico E de orden n sobre K es
una extension abeliana de K y su grupo de Galois es isomorfo a un subgrupo del
grupo muitiplicativo U(Zn) de los elementos inversibles de . Luego [E:K] di-
vide a ¢(n).

Demostracion. Sea ¢ una raiz n-ésima primitiva, £ = K(e). Todo K-automorfismo

o de E aplica biyectivamente el grupo multiplicativo H, de las raices n-ésimas

sobre si mismo, aplicando generadores en generadores. Luego o(c) = e' con

(i,n) = 1. La aplicacidn o » 7 (mod n) define un monomorfismo de G(E/K) en el
grupo multiplicativo U(Z ) de los elementos inversibles de Z,, como se verifica
sin dificultad.

OBSERVACION. U(Zn) no es en general un grupo ciclico. Se demuestra que U(Zn) es

k k

ciclico si y s6losin=2,n=4,n=p on=2p donde p es un primo # 2 y

K un entero = 1.

Dado un cuerpo K no se conoce en general el subgrupo de U(Zn) que es isomorfo
al grupo de Galois del cuerpo ciclotémico de orden n sobre K ni cudntos elemen-
tos tienz este grupo de Galois, es decir cudl es el grado del cuerpo ciclotémi-
co. Pero si K = Q se verifica que G{ (cn)IQ) = U(Zn) como sigue del siguiente
TEOREMA 7.2, Si ¢, €S una raiz n-ésima primitiva entonces

[Qe,):01 = a(n).

n

Demostracion. Sea f(X) € Q[X] el polinomio minimal de ¢ = €, sobre Q. Entonces

XN-1 = f(X).n(X). Como f y h son ménicos, por el lTema de Gauss resuita que f y
h tienen coeficientes enteros. Vamos a ver que ¢P es rafz de f para todo primo
p que no divide a n. Como eP también es una rafz n-ésima primitiva, de aqui se-

guira que tedas las rafces primitivas son raices de f pues cuaiquier potencia
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51, con (n,i) = 1, se puede obtener elevando ¢ sucesivanente a potencias con
exponenté primo p, pXn. Luego gr f > ¢(n) = {Q(e):Ql = gr f, de donde sigue

[Q(e):Q] = ¢(n).

Supongamos por el absurdo que eP no es raiz de f, p primo, pXn. Entonces eP
es raiz de n(X), luego ¢ es raiz de h(XP), lo que imptica f(X)/n(XP). Entonces
h(XP) = £(X).g(X). Como n y f son monicos con coeficientes enteros, g también
es monico y tiene coeficientes enteros.

E1 epimorfismo canénico de anillos Z » Z
Z[X] -~ Zp[X] y se tiene

pe @ »a, induce un epimorfismo

R(xP) = F(X).g(x)

#

Como h(XP) = A(X)P , F/ WP y T yh tienen una rafz comin. Entonces el poli-

F(X).h(X) tiene una raiz mditiple, imposible pues X'-T es separa-

nomio X"-T
ble ya que p An.

COROLARIO 1. G(Q(en)/Q) = U(Zn).

COROLARIO 2. Si € €S una raiz primitiva de la unidad de orden primo p entonces

Q(ep) es una extension ciclica de @ de gradc p-1 y el polinomio minimal de =

sobre Q es )(p'1 + ...+ X+ 1.

P

Demostracién. Por el teorema [Q(ep):Q] = ¢o(p) = p-1.

Como XP-1 = (X—l)(Xp'1+ et X F 1), Ep €S rafz del sequndo factor. Luego &ste
es su polinomio minimal.

COROLARIO 3. Si (m,n) =1y €pe €, SON raices primitivas de orden m y n respec-

tivamente entonces

) = Qe ).Qle ).

£
mn I ]

Qe,) NQle,) =0y Qf

).0(e. ).

n n

1A 1 = = . = ~ r" \: [l
Demostracion. Si (m,n) = 1, Hmn Hm‘Hn' Entonces Qe Q(“r

Veamos que Q(cm) FsQ(en) = Q.



[Q(ep,) Q1 = o(mn) = ¢(m).o(n) RIS

d
/
pues (m,n) = 1. \\\\\\\

Como [Q(e,):Q1 = ¢(n) sigue que Qe )

Q(e,)
Qe ) Qe )1 = oln). \\ e
Por otro lado sabemos que ‘ Q(Em)er(En) s(n)
6(Qlegy)/Qle,)) = G(0le, )/0e,) N Qle,)) \\ ,

luego [Q(em):Q(sm) N Q(en)] = ¢(m) y entonces Q
Qle,) N Qle,) = Q.

m

=

—
=2

N

Volvamos al caso general, K un cuerpo arbitrario, y si car K = p # 0 suponemos

Xn. ET polinomio
' P $(n)

fll) = TT lteey)

-

donde C1oteaEg(n) SOM las raices primitivas de la unidad de orden n, se 1lama

el polinomio ciclotomico de orden n sobre K.

De 1o visto resulta que si K = Q, fn es irreducible sobre Q pues es el polino-

mio minimal de cualquier raiz primitiva de orden n. Pero para K arbitrario en
general no es asi.

E1 conjunto de las raices n-ésimas de la unidad se obtiens como reunién de las
raices primitivas de orden d, cuando d recorre el conjunto de los divisores po-
sitivos de n. En efecto, si € es una raiz n-ésima su orden multiplicativo d

(es decir, el menor exponente natural d tal que ed = 1) divide a ny ¢ es raiz
primitiva de orden d. Reciprocamente, toda raiz primitiva de orden d con d/n es
una raiz n-ésima de la unidad. Luego

n .
A 71 fy (1)
fd pol. ciclotdmico de orden d
d/n

De aqui resulta la importante férmula
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(1) proporciona un método recursivo para calcular los polinomios ciclotémicos
sobre un cuerpo arbitrario K:

n

f.(X) = i%? =
l I fd(X)
d/n
d<r
2 3
X -1 x> -1 2
f(X) =X -1 f(X) = =—==x+1 , f3(X)==—=F=X +X+1,
1 2 f1(X) 3 fi(X
foL_x o AR I
B0 (X - DX+ 1) ’
X° -1 _ 4.3 .2
f5= . =X + X+ X"+ X+1 , etc.
f1(X)

Se ve que los polinomios ciclotdmicos se obtienen recursivamente por division
y que los polinomios que se dividen tienen coeficientes en el cuerpo primo de
K, que se puede identificar con Q o Zp segun la caracteristica de K. Pensando
como es el algoritmo de la divisidn, como se hace para dividir un polinomio
por otro monico, resulta, razonando por recurrencia, que todos los polinomiocs
ciclotomicos tienen coeficientes entercs:

f(X) € Z[X] si carK=0 , fn(x) € Zp[x] si car K=p # 0.

La construccidn de fn(X) es asi universal y valida para cualquier cuerpo K y
solo depende del cuerpo primo de K.

Vimos que todos los polinomios ciclotomicos son irreducibles sobre Q.

En general no es asi si car K # Q. Por ejemplo, fa(X) = X2+1 no es irreducible
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sobre Z: X2+l = (X+2)(X+3).

Uno estaria tentado de pensar que los coeficientes de cualguier polinomio ciclo-
tomico son 0,1,-1. Asi ocurre si n < 105. (E

woficient ’1'73
1 coeficiente de X' en flOS(X) es
-2. De paso esto muestra que sobre ZZ flOS(X) no coincide con el que corres-

ponde a Q). En 1931 Schur demostrd que existen polinomics ciclotémicos con coe-
ficientes arbitrariamente grandes en valor absoluto.

Ejercicios

1) iCudl es el polinomio ciclotémico de orden 5 sobre Z57. iEs fg(X) irreducible
sobre 22?. ¢Y para orden 7?. (Y para orden 67. Y para orden 47.

2) Dado un entero positivo n, cudl es el cuerpe ciclotdmico de orden n sobre

L7, .
P

Dado un cuerpo K, una extensidn F de K se dice una extension ciclotémica de K

si F estd contenida en un cuerpo ciclotémico de orden n sobre K, para algin n.
Por el teorema 7.1 todo cuerpo ciclotdmico sobre K es una extensién abeliana

de K, luego toda extensidén ciclotémica de K es abeliana. (pero no ciclica en

general si car K = 0).

Queda propuesto como ejercicio probar que: Toda extension ciclotémica de un

cuerpo K de caracteristica p £ 0 es ciclica.

En particular, toda extensidn ciclotdmica de Q es abeliana. Y reciprocamente,
toda extension abeliana finita de Q es ciclotémica. La demostracion, necha por
Kronecker (1823-1891} usa Lécnicas qué ne veremos.

Pero si probaremos que

TEOREMA 7.3. Toda extensidn cuadrdtica de Q es ciclotémica.

Antes de demostrarlo definiremos el simbolo de Legendre.

Si Fq es un cuerpo Tinito con q elementos, q = p" con p primo impar, el grupo



multiplicativo F; es un grupo ciclico de orden q-1. FSZ es un subgrupo de F: de
indice 2. Luego la mitad de los elementos de F; son cuadrados y la otra no.

Para todo entero no nulo n se define el 1lamado simbolo de Legendre

J 1 si n es un cuadrado médulo p

—
gt
SN

L~1 si no lo es.

Demostracion del teorema, Sea Q C E una extensidn cuadratica. Sabemos que E se
puede escribir E = Q(8) con 52 e 7, § & 1.

Sea 62 =t Pp-Pp.. Py la descomposicion en enteros primos positivos, que se
pueden suponer todos distintos.

Entonces para probar el teorema es suficiente demostrar que Vp estad contenido
en algin cuerpo ciclotdmico sobre Q, para todo primo positivo p, pues v-1 1o
esta.

Si p = 2 es verdadero porgue (1+1)2 = 2i, de modo que vZ € Qeg) .

Si p es impar, sea € una raiz primitiva de la unidad de orden p y consideremos

p- .
S = ) (B M
n=1 P
2 _ -1
Se trata de probar que S° = (==)p (1)

P

. 3 Q(S) ¢ Q=)
pues 2 =« p implica v/p € j 0 P

10(5,1) < Qleyp)
Veamos entonces (1).

2 Ny My n4m - n.my, _itm
ST = Y (%) () oe = ) (=) e » 1 <m,n <p-1.
n,m PP P n,m P P

Para m fijo, m,2m,...,(p-1)m dan todas las clases no nrulas méduio p. Luego se
puede reemplazar n por nm:



2 p-1 p-1 _
P51 (M Ty e
m=1 n=1 P m=1 n=1 P
p=l p- P=1 (1.
= T 1) P ) UU ) C(ﬂ*lpn
m=1 P n=1 P p=1
Pero u = N*l es una raiz primitiva de orden p para n = 1,...,p-2, vy

1+ u+ p2 + o, 4 “p-l = 0. Luego

-2 -1
2 P n -1 P2t -1
ST=(p-1) (=) - L (B =p () -] () =p (5
p n=1 P p n=1 P p
p—l n ok
pues  J (EJ = 0 ya que en Zp la mitad de los elementos son cuadrados y la
n=1

otra mitad no.

EJERCICIOS

1- a) Si (myn) =1 , ¢(m.n) =¢(m).e(n).

b) Si n>2,¢(n) es un nimero par.

&) = pe"l.(p-l) , P primo.

c) o.(p
Deducir a qué es igual ¢(n) , Vv n & N.

d) Dado un entero n, el conjunto de los enteros x tales que ¢ (x) = ¢{(n) es
finito?. (entero = entero positivo).
éEs¢: N-~2N U {1} epiyectiva?.

2- a) Si €6 €S una .17 poiwitiva de la unidad de orden 6 hallar [Q(86):Q] y el
grupo de Galois de Q(€6) sobre Q.
(Es Q(€6) una extension ciclica de (7.

b) Idem para €q y €12-
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3- a) Si nes impar Q(€.) = Q(€,,).

b)

e)

51 €y ¥ &, son raices primitivas de la unidad de orden m y n respectiva-
mente y h = m.c.m.(m,n), demostrar que existen enteros u,v tales que

2mi/h _ _u v . - e Y o=
e = €y Concluir que Qe &) = Q(g,).

Demostrar que las dnicas raices de la unidad que hay en Q(En) son las n-
ésimas si n es par, y las 2n-ésimas si n es impar. (Sugerencia: Sea gy
una raiz primitiva de la unidad de orden k contenida en Q(En)‘ Entonces
Qlegsen) = QL&) = Q{y)y 0 = mocam. (n,k).

Deducir la propiedad énunciada demostrando en general que n/my &{m) <
<¢(n) implica m=n si n es par, y m=n o m=2n si n &s impar).

Los cuerpos ciclotdmicos de orden n, n par, son todes distintos y no iso-
morfos dos a dos.

Si mes par, Q(cn) © Q{gy) si y sélo si n/m.

Escribir ia formula que da por roecurcencia sobre n el polinomio ciclotd-

mico de orden n. Hallarlo para n-¢ y n=10, sobre . (Usar ias cuentas he-
chas en teoria).

iEs cierto que el polinomio ciclotomico f”(X) es el misme cualquiera que

sea el cuerpo de base K que se considere, siempre que la caracteristica
de K no divida a n, si car K ¥ 07,

¢Cuales son los cuerpos ciclotdmicos de grado 2 sobre Q?. Escribir sus

elementos en términos de rafces cuadradas de nlmeros racicnales. Decir si

hay algun cuerpo ciclotdmico Q(Cr) de grado 3 sobre Q.
!

.

Decir que raices de la unidad estan en los siquientes cuerpos:

. et s gy SR 3,
Q(-l) B Q("‘z) 3 Q(V"?) ’ Q(V"J! 3 Q('/"i"} s Q(‘/

~3

).

En toda extension finita de Tos racionales solo hay un namere finito de
raices de la unidad.

Todo cuerpo ciclotomice sobre un cuerpo cualquiera K es una extensidn
abeliana de K.

Todo cuerpo cicletomico sobre un cuerpo finito es una extension ciclica



del mismo.

c) Todo cuerpo ciclotdmico sobre un cuerpo de caracteristica p#0 es una ex-
tension ciclica del mismo.

6- Hallar el grado del cuerpo ciclotémico de orden 8 sobre Zy1 y el polinomio
ciclotomico correspondiente y decir si es irreducible sobre 211.
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CAPITULO VII1I

EXTENSIONES CICLICAS

En 1o que sigue vamos a estudiar extensiones de Galois finitas cuyo grupo de
Galois es ciclico.

Comenzaremos por definir la norma y la traza.

Si K CE es una extension finita, sea lE:K}i = p°, [E:K]S = r, Entonces [E:K] =

= pe.r.

DEFINICION. Sea K < E una extensidn finita de K, K una clausura algebraica que
contiene a E, T senead, tos distintos K-nomomorfismos E -~ K. Si o € E se 1lama:

[E:K]. ¥ e
oo »
1 - )

r
1) Norma de @ al elemento Nﬁ(a) = (o, (a))
| =1 i1

. ¥
2) Traza de o al elemento Trt(u) = [E:K}i'.zlgi(“)'
":

Observar que:
Si E no es una extensidn separable de K, [E:Kji = pe >1, p=car &, y la traza
de cualquier elemento de E es cero.
Si E es separable, entonces [E:K], = 1 y

£ ro Fo r

NK(a) = 77T o.(a) , Tr;(u) = 5 o.du)

i=l ) i=l

siendo r = [E:K].

La traza es el andlogo aditivo de Ta norma.

Ejemplo. Consideremos la extensién R CC. R = C y los R-nomomorfismos C - C son



dos, la identidad y el que aplica cada ndmerc complejo en su conjugado. Entonces

Ng(a+bi) = (a+bi)(a-b#) = al+b’
Tri(atbi) = (atbi) + (a-bi) = 2a

TEOREMA 8.1. Sea K C E una extension finita. Entonces

a) Nﬁ(u) y TrE(a) son elementos de K, para todo o € E.

E es un homomorfismo multiplicativo de E* en K*, y la traza T”i es

b) La norma N
un homomorfismo aditivo de E en K.

c) Si K CE CF ambas aplicaciones son transitivas, es dacir

F_ E F N e
NK = NK o NE y TrK = TrK TrE .
d) Sia€Ey f(X) = X"+ anslxn_1 * ... tages el polinomio minimal de o so-
K(a) K(wa)

: r
bre K entonces Ny (a) = (-1)]a0 y TrK (a) = -, -

Demostracidn.

e v -

a) Si a € £, oP es separable sobre K, Tuego el grado del polinomio minimal f
e , e e

de aP sobre K divide a lE:K]S = r. Entonces cl(up ),...,Or(ap ) son todos los

e - . - -
conjugados de oP ', cada uno repetido el mismo ndmero de veces r/gr ¥ (pues ca-

e _
da K-nomomorfismo t: K(aP ) » K se extiende a r/gr £ K-nomomorfismosde £ -+ K).

r e
Luego el producto rToi(ap ) da una potencia del términc independiente de f, a
i=1
. p ‘r ¢ € \
menos del signo, y por lo tanto NR(“) = 17 di\ap )€ K.
i=1

Para la traza se aplica un razonamiento similar, teniendo en cuenta que es su-
ficiente demostrarlo para [ separable scbre K.

b) Se demuestra sin dificultad.

c) Sea KCE CF, {01} el conjunto de los K-nomomorfismos £ >~ K y {TJ} el

de Tos E-homomorfismos £ - K. Sabemos que [G}Tj}j j son los K-homomorfisios
k]

[Na)
(&3]



F— K, siendo 5}: K+ K una extensidn de 0i5 para cada i. Es facil ver que

la norma y la traza son transitivas, teniendo en cuenta la multiplicidad del
grado de inseparabilidad.

d) Sea a € E, f(X) = X"+ an_lxn'1 ..ot ag € K[X] su polinomio minimal,
[K(a):K]S = t, 0),...,0, Tlos K-homomorfismos K(a) - K. En K[X] el polinomio f
se escribe
‘ ) [K(a) :K] .
FOO = ((Kwy) oo (X)) ‘

siendo oy = o,...,a, las raices distintas de f. £] producto de las n raices de

f da ('—l)na0 y Su suma -a Por otro lado 01(“)""’Ut(a) son todas las dis-

n-1-
tintas raices de f. Entonces es claro que
[K{a):K]. m

t
NE(Q)(u) = (3[2 ojladi V=1(-l)a

y anadlogamente para la traza.

E

OBSERVACION. TrK: E - K es una aplicacion K-lineal, pues ademds de ser aditiva

se verifica TrE(ca) = C TrE(a) cualquiera sea ¢ € K, o € L.
Vamos a demostrar que n automorfismos distintos cualesquiera de un cuerpo son
Tinealmente independientes. Esta es una propiedad que vale en un contexto mas
general y lo veremos asi.

Un conjunto con una ley de composicidn interna asociativa y que tiene elemento
neutro se llama un monoide.

DEFINICION. Si G es un monoide y K un cuerpo, un homomorfismo o: G + K* se 1la-
ma un caracter de G en K.

E1 caracter o(x) = 1 para todo x € G <& 1lama trivial.

n caracteres Oys-..s0, SE dicen linealmente independientes sobre K si

n



cldl(x) + c202(x) + ...t cncn(x) = 0 para Fodo x € G, con c; €K, implica

TEOREMA 8.2. (independencia lineal de caracteres).
n caracteres distintos Gl""’gn de G en K son linealmente independientes sobre
K.

Demostracidon. Si no son linealmente independientes entonces existen relaciones

€107 + ... +tco_ =0

con no todos los <5 nulos. Elijamos una con el menor nimero de coeficientes no
nulos. Podemos supcner

C,0q oLt =
19 Cm%m 0 (1)
reordenando convenientemente los ;- Se ve que m > 1. Como 0y # 9 existe un

u € G tal que ol(u) # oz(u). Para todo x € G se tiene

—

o v c u) =
clol(ux) + . mom(u,, 0

Luego

clol(u)ol(x) + ... +tCuo
Por otro lado de (1)

clol(x) + ...+ cC
Multiplicando por ol(u) y restando de (2) resulta

c2(02(u)-01(u))02(x)+...+Cm(om(u)—01(u))0m(x) =0

para todo x € G. Como cz(oz(u)~ol(u)) # 0 no todos los coeficientes son nulos,

To que contradice la minimalidad de (1).

COROLARIOQ. n automorfismos distintos de un cuerpo E son linealmente independien
tes sobre E.

E1 siguiente resultado establece una propiedad fundamental que tienen la norma
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y la traza en las extensiones ciclicas.

TEOREMA 8.3. Sea E una extensién ciclica de K de grado n, G su grupo de Galois,
0 un generador de G. Entonces si B € E se verifica:

a) NE(B) =1 siysolosi B =oa/o(a), para algin o € E. (Teorema 90 de Hilbert).

b) TrE(B) =0 si y s6lo si B = w-ola), para algin o € E. (Forma aditiva).

< . 0 _ . 2 n-1 s
Demostracién. Si o es un generador de G, o = id, o, ¢°,...,0 son los distin

tos K-automorfismos de E. Como E es separable
((8) = B.o(B). ... .0"HB) , Tri(B) = s+ a(s) + .. to

a) $18= o7y es MB) = iy = 1 pues Nw) = N(o(w)).

i

Reciprocamente, sea N(B)
de E en E dada por

1, 1o que implica B # 0. Consideremos la aplicacion

i-1

"“Ee))o™

id + Bo + (B.G(B))o2 + ...+ (B.o(B). ... .o

No es nula por el teorema de la independencia lineal de caracteres. Luege exis-
te B € E tal que el elemento

@ =0+ B(0) + (8.0(8))o%(8) + ... v (£.olp). ... .0""%(B))s" " (0)
es no nulo. Y es facil ver que su{a) = o usando la hipdtesis N(8) = 1.

Como o(a) # 0, es B = a/o(a).

b) Si B = a-o(a) entonces Tr(B) = Tr(u) - Tr(o(a}) = 0.

Sea ahora Tr(8) = 0. Que Tr no es una aplicacién idénticamente nula resulca de
la independencia lineal de caracteres, lueqo existe un v € E tal que Tr(6) # 0.
e ~_%_3'(80(6)+(B+0(B))05(0)+---+(B+0(B)+...+un"2(8))6”"1(8))

Tr(8

Haciendo cuentas se ve que o-o{a) = B.

En el caso car K = p # 0 el siguiente teorema reduce el estudio de una extension
ciclica de K de grado n al de otras de menor grado.



TEOREMA 8.4. Sea car K = p # 0, E una extensidn ciclica de K de grado n,
n = pt.m con (p,m) = 1. Entonces existe una cadena de subcuerpos intermedios
K = FO - Fl C ... CiFt CE

tal que E es una extensidon ciclica de Ft de grado m y Fi es una extension cicli

ca de F;_, de grado p, para 1 <i <t.

Demostracion. Si G es el grupo de Galois de E sobre K, G es un grupo ciclico de

orden n. Como en un grupo ciclico existe un subgrupo (inico) de orden d para ca
da divisor d del orden del grupo, G contiene la siguiente cadena de subgrupos:

{11 €6 C6y_y C... CG TGy =6

donde 61 es ciclico de orden pt'1.m , 0 <1 <t.

Por el teorema fundamental de Galois los cuerpos fijos respectivos forman una
cadena '
K=F

donde E es Galois sobre Fi y Fi es Galois scbre K, 0 <i <t. Luego cada Fi es

una extension finita y Galois de Fi_1 con grupo de Galcis isomorfo a Gi_1/6; >

1 <1 <t, que es un grupo ciclico de orden p.

Entonces [Fi:Fi~1] =p, 1 <i<t, [E:Ft] = m, y cada cuerpo en la cadena es

una extension ciclica del anterior, el primero de gradc m, primo con p, ¥ los
restantes de grado p.

De acuerdo con este resultado vames a estudiar las extensiones ciclicas de gra-
do n de un cuerpo K en los siguientes casos:

1) car K=p #0, n =p.
2) car K=p #0, (p,n) = 1.
3) car K = 0.

E1 caso 1) lo estudiaremos en forma compieta; 2) y 3) sdlc bajo la hipotesis



de que el cuerpo K contiene las raices n-ésimas de la unidad. E] estudio del
caso general es mas complicado.

TEOREMA 8.5. Si K es un cuerpo de caracteristica p # 0, E es una extensién ci-
clica de K de grado p si y sb6lo si £ es el cuerpo de raices de un polinomio
irreducible de la forma XP-X-a € K(X]. Y E = K(a) siendo « una raiz cualquiera
de ese polinomio.

Demostracion. Sea K CE una extension ciclica de K de grado p, ¢ un generador

de su grupo de Galois G. Se tiene TrE

(-1) = p(-1) = 0, y por la forma aditiva

del teorema 90 de Hilbert existe o € E tal que -1 = a-o{a). Luego o(a) = at+l,
de donde resulta oi(u) =oti , 3 =0,1,...,p-1. Entonces los p elementos o+i
son conjugados de «, todos distintos. Luego [K(a):kKl = p; como K € K(a) CE y

E es de grado p sobre K, es E = k().
Ademas

o(aPia) = o(aP).o(a) = (o(a))P-o(a) = (041)P-n-1 = oPea 10 que implica que
i

caPa queda invariante por U, y por lo tanto per o', i = 0,1,...,p-l. Luego

= K.
Llamando &P-0 = a, o es raiz del polinomio XP-x-a € vixl, que debe ser su po-

linomio minimal, y por lo tanto irreducible, puesto que lk(a):kl = p. Entonces
E

K(a) es el cuerpo de raices del polinomio irreducible XP-X-a.
Reciprocamente, sea E el cuerpo de raices sobre K de un polinomio irreducible
f(X) = XP-X-a € KIX]. Si « € E es una raiz cualquiera se ve que ot+i,
i=0,1,...,p-1, son las p raices de f, pues i & Zp cuerpo primo de K y iP = g,
Luego E = K(a), y como todas las raices son distintas, L es una extensidn nor-
mal y separable de K, es decir Galois. Ademas [F:K] = p. luego su grupo de

Galois es de orden primo y en consecuencia ciclico.

Ejercicio. Si K es un cuerpo de caracteristica p # 0, probar que un polinomio

xP-x-a e K[X] es irreducible o tiene todas sus raices en K.
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po xP-X-a = 0 sobre un cuerpo de caracteristica p queda dado por el teorema an-
terior.

Anora vamos a considerar las extensiones ciclicas en los casos 2) y 3) antes
mencionados, lo que 1leva a estudiar las ecuaciones de la forma X"-a = 0, que
se suelen 1lamar ecuaciones puras. El caso particular x"-1 =0 ya 1o nemos vis-
to.

En general, sea K un cuerpo y x"-a e KIX]. Supcngamos fijada una clausura alge-
braica K. Si a € K es una raiz de x"-a y €13+ »€, € K son las raices distintas

de X"-1 (si car K = 0, m=n, y si car K=p # 0, n = pt.m con pim), entonces
AE} 5. .oy 0E € K son las distintas raices de X"-a. En efecto, se ve que estos

elementos son raices de ese polinomio y que son todos distintos. Ademds si B € K

n L X
es una raiz de X"-a, (2) =1, §-= £; para algdn Tndice i y entonces B = Qg -

Luego si car K = p # 0 es suficiente considerar el caso X"-a = 0 con (p,n) = 1.

En 1o que sigue vamos a trabajar bajo la hipbtesis de gue el cuerpo de base K
contiene las raices n-ésimas de la unidad.

TEOREMA 8.6. Sea K un cuerpo, n un entero positivo, n relativamente primo con
la caracteristica de K si car K # 0. Supongamos que en K hay una raiz primitiva
n-ésima de la unidad.

a) Si E es una extensidn ciclica de K de grado n entonces £ = K{a) donde o es
raiz de un polinomio X"-a € K[X] .

b) Reciprocamente, si o es raiz de un nolinomio X"-a € K{X] entonces K(ua) es
una extension ciclica de K, de grade d un divisor de n y ud & K.

Demostracién. Sea € € K una raiz primitiva de orden n de la unidad.

a) Sea K C E una extensidén ciclica de grado n, G su grupo de Galois, o un gene-

- 1N
rador de G. N(¢ 1) = (e 1) = 1, luego por el teorema 90 de Hilbert existe un



o€ b, o 0, tal que el = 5{%7~, o(a) = ca To que implica Ui(a) = eia,

i

1 =0,1,...,n-1. Luego los €'a son conjugados de a y son todos distintos; enton-

ces [K(a):K] =n, y como K CK(a) CE, es E = K(a).

Ademds o(a”) = (o(a))" = " = oM, luego o queda fijo por o y en consecuencia

por todos los automorfismos de G, de donde resulta que o" € K. Llamando o" = a,

. n
o es raiz de X -a, a € K.

b) Sea a una raiz de una ecuacion X"-a = 0, a € K. Ya vimos que tiene todas sus
- » A n-
raices distintas y que ellas son a,ag,...,ac 1. Entonces E = K(a) es el cuer-

po de raices de X"-a, es normal y separable y por lo tanto Galois sobre K. Sea

. . ]'J 10’ .
G su grupo de Galois. Si v €G ofa) = ¢ "«. Entonces ¢ = ¢ ~ define un monomor-

fismo G - Hr = grupo multiplicativo de las raices n-ésimas de 1, que es ciclico

de orden n. Luego G es un grupo ciclico, y su orden d divide a n. Entonces
E = K(x) es una extensidn ciclica de K de grado d, d/n. 5i o es un generador de

ig i g i
= (0(a))¥ = (%)% = o pues (£9)9 =1, (vaqueco? =1y e es ia

imagen de o por el homomorfismo G - Hn). De aqui resulta que ad queda fijo por

todos los automorfismos de G y por lo tanto oY € K. Entonces o es raiz de la

cuacion Xd-b, b = o & k.

EJERCICIO. a) Sea K un cuerpo, £ una extensién ciclica de K de grado n, n arbi-
trario. Suponiendo que K contiene las raices de ls unidad de un cierto orden,

decir como se obtiene E a partir de K mediante extensiones ciclicas sucesivas.
b) Concluir que si car K = 0 o car K = p #0 y (p,n) =1, entonces

Pj.,——-
= N _— , , :
£ K(al,...,as) donde o \“//di con a. &€ K‘“l""’“i-l) y pji primo
que divide a n.

¢) Dar el resultado correspondiente para el caso que falta: car K =p # 0 vy
(p,n) # 1.



OBSERVACION. La caracterizacibn del cuerpo de raices de una ecuacidn

x"-a € K[X] cuando el cuerpo de base K no contiene a las raices n-ésimas de la

unidad es mas complicada. (Ver, por ejemplo, Serge lLang, Algebra).

EJERCICIOS.

1- a)
b)
2- a)
b)
c)

Por Eisenstein el polinomio X/—6 es irreducibie sobre Q. Hallar el grado
de su cuerpo de raices scbre Q.

Idem para X4-12.

Sea a un entero, a # 0,1,-1, a no divisible por cuadrados. Para cada pri-
mo p, sea Ep el cuerpo de raices sobre { del polinomio XP-a. Demostrar
que [Ep:Ql = p(p-1).

Para cada entero m > 0 no divisibles por cuadrados, sea Em = T—T E. el
p/i
cuerpo generado por 1os Ep, para todos los primos p que dividen a m, Pro-

bar que si m es impar [E_:Q] = T [E_:Q] , y simes par, m = Zn, enton-
m p/m P
ces [Em:Q] = [En:QJ 0 [Em:Q] = 2[En:QJ segln que va pertenezca o no a

Qe ).

m

Sean PL ¥ Py dos primos, Py impar. Si a es un entero como en a) y epl es

una raiz primitiva de la unidad de crden Pys demostrar que
P2
(Q(ep > v/a):0Ql = (py-1).p,.

51 p, = 2 entonces el grado de esta extensidn es py-1o 2(p1~1) seqin va

pertenezca o no al cuerpo Q(ap})‘

3- Hallar el grupo de Galois de los siguientes polinomios:

a)
b)
c)

X4-7 sobre Q.
x3-15 sobre Q.

x*-7 sobre Q(v7), Q(/77). Q(i).
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d) X -15 sobre Q(?@), Q(/-3).

e) X3-13%+13 sobre Q.
£)  x342x-1 sobre Q(¢/759).

g) xM+2 sobre Q, Q(i).

h) X4—a sobre Q, siendo a un entero # 0,1,-1 y no divisible por cuadrados.
i) xP-a sobre Q, p primo, a como en h).

i) x"-a sobre Q, n producto de primos impares distintos, a como en h).

k) x*-6x2-3 sobre Q y Q(/3).

1) (x2-2)(x%+5) sobre Q.

m) (X2-3) (x%+7) (xZ-11) (x%431) sobre Q.

n) Si PysPps---»P, sON primos distintos hallar el grupo de Galois de

f(X) = (Xz-pl)(Xz-pZ)..u(Xz—pn) sobre Q.
0)  (x2-2)(x%-5)(x3-15) sobre Q(v<7).
) (x2-2)(x%-18) sobre Q.

Aplicar el teorema fundamental de Galois estableciendo explicitamente la co-
rrespondencia subcuerpo a subgrupo y decir qué extensiones intermedias son
Galois sobre el cuerpo de base en a), b), e) y 1).

Hallar un elemento primitivo de las siguientes extensiones:

a) E1 cuerpo de raices de X4-7 sobre Q y sobre Q(v/7).

b) E1 cuerpo de raices de X3

-15 sohre Q.
¢) E1 cuerpo de raices de (X2—2)(X2+5)(X2—7) sobre Q.
d) Q(V/2,v6) sobre Q.

e) Q(?f";3f7?) sobre Q.

a) iExiste para cada n € N una extensidn de grado n de Q2.

b) Si K es un cuerpo finito iexiste para cada n € N uia extensidn de grado n
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de K?.
¢Cualquier cuerpo K admite una extension de grado n, para todo n € N?.

Si KCECF, E Galois (abeliana, ciclica) sobre K y F Galois (abeliana,
ciclica) sobre E implica F Galois (abeliana, ciclica) sobre K?.

F Galois (abeliana, ciclica) sobre K implica que F lo es sobre E y E so-
bre K?.

Indicar dos extensiones Galois de § de grado 3.
Indicar dos extensiones Galois de Q de grado 4, ura ciclica y la otra no.

iCuantas extensiones intermedias hay entre Q y Q(€7)?.
Hallar un elemento primitivo para la de grado 3 sobre Q.

Indicar dos extensiones de Galois de grado 5 y una de grado 10 de Q.

Indicar dos extensiones Galois de Q de grado 6, una ciclica y una no abe-
liana. ¢Existe alguna abeliana no ciclica?.

Indicar una extension de Galois de ( de grado 3.2(0.
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CAPITULO IX

CRITERIO DE RESOLUBILIDAD POR RADICALES

GRUPOS RESOLUBLES

La nocion de grupo resoluble es una generalizacion de la de grupo abeliano y
aparecio en conexidn con el problema de la resolubilidad de una ecuacion alge-
braica por radicales. La aplicacidon clasica de la teoria de Galois es a ese
problema y se obtiene como resultado el siguiente criterio: Una ecuacion alge-
braica es resoluble por radicales si y sélo si su grupo de Galois es rescluble.

Un grupo resoluble es un grupo en el que existen cadenas finitas de subgrupos
con cierta propiedad.

DEFINICION. Dado un grupo G, una cadena de subgrupos

G=6y26G 26, 2... 26, = {1} (1)

se dice una serie normal de G si Gi es un subgrupo norma: de Gj,l para

1 <1 <vr. Los grupos G/Gl’Gl/G”""Gr-l/Gr se llaman los grupos factores de

la serie dada y el nimero de inclusiones estrictas en (1) la longitud de la se-
rie.

Todo grupo admite una serie normal: {1} o G D {1}, segiin que G sea de orden
igual o mayor que uno.

Una serie normal
G = HO ) H1 D... D HS = {1}

se dice un refinamiento de la serie (1) si puede obtenerce a partir de ella in-
sertando un namero finito de subgrupos. Un refinamiento se dice propio si su
Tongitud es mayor que la de (1).
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'DEFINICION. Una serie normal de un grupo G se dice una serie de composicidon de

G si1 cada Gi es un subgrupo normal maximal de Gj_y » ¥ =1,...,r, 0 To que es

equivalente, si todos los grupos factores Gi—l/Gi son simples.

Es decir, una serie normal es una serie de composicion si y sGlo si no admite

ningin refinamiento propio.

DEFINICION. Un grupo G se dice rescluble si existe una serie normal de G con to-
dos los grupos factores abelianos.

Una serie de este tipo se dice una serie de resolubilidad de G.

Ejemplos.

1)

Es claro que todo grupo abeliano es resoluble.
Se demuestra que todo grupo nilpotente es resoluble.

E1 grupo dihedral D, es resoluble pues D, D (a) D {1} es una serie de resolu-
bilidad, siendo a un elemento de orden n.

SZ’ 53 y S4 son resolubles. En efecto, 52 = Z2 ; 53 :'A3 D {1} es una serie
de resolubilidad de 53 H 54 D A4 2V DO {1l] es una serie de resolubilidad de

54, donde V es el grupo de Klein,

Probaremos que Sn no es un grupo resoluble si n>=5.
Es claro que un grupo simple no abeliano no es resoluble. Por ejemplo:

E1 grupo alternado A, es simple no abeliano si n > 5.

E1 grupo proyectivo especial PL(n,R) = SL{n,R)/Z(SL(nr,R)) es simple y no abe-
liano para n > 1.

TEOREMA 9.1.
(1)

Todo subgrupo de un grupo resoluble es resoluble.

(i1) Toda imagen homomérfica de un grupo rescluble es resoluble.

(ii11) ST H< Gy Hy G/H son resolubles entonces G es rescluble.
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Demostracion.

G

(i) Sea G resoluble, H un subgrupo de G, G 026G 2... 26, = {1} una serie
de resolubilidad de G. Entonces

H=GNH=6G,NHDG, N"HD... D Gr N H

0 1 {1} es una serie normal tal que

los grupos factores son abelianos.

En efecto, se ve sin dificultad que Gj NH < Gi—l NH, i=1,...,r, y usando la

propiedad: Si A y B son subgrupos de un grupo G, A subgrupo normal, entonces
B/ANB = A.B/A, se tiene
Gi-l F\H/Gi NH = Gi-l F\H/hi FWGi_l NH = Gi'(hi—l N h)Gi, que es isomorfo a

un subgrupo de Gi-l/Gi’ abeliano por hipdtesis; luego Gi-l r\H/Gi N H es abe-
liano.

(i1) Sea f: G » G' un epimorfismo de grupos, G resoluble. Hay que probar que G'
también lo es. Sea G = GO o) G1 D...0D Gr = {1} una serie de resolubilidad de G.
Entonces

G' = f(G) = f(GO) - f(Gl) >...D f(Gr‘) = {1}

Veamos que esta es una serie de resolubilidad para G'.
Como Gi < Gi-l es f(Gi) < f(Gi—l)’ i=1,...,r. Para ver que los grupos cocien-

tes son abelianos consideremos la aplicacidn ¥: G.

i-1/6; ~ £(G;_1)/f(6;) tal que

i

g flg), donde g = clase de g médulo G., f(g) = clase de f(g) médulo f(Gj).

¥ esta bien definida y es un epimorfismc de grupos. lLuego Gi~l/Gi abeliano im-
plica f(Gj_l)/f(Gj) abeliano.

(i11) Supongamos H q G, H y G/H resolubles. Sea G/H = Gé 26 2...0 G; = {1}

una serie de resolubilidad para G/H.

S1 m: G~ G/H es el epimorfismo canbnico, sea Gi = ﬂ'l(Gg), i=0,1,...,r.
Entonces
. Gy /1 /
= 3 = G N . = .

1

G%-l/Gi abeliano.
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Agregando a (1) una serie de resolubilidad para H se obtiene una para G.

COROLARIOC. S 0~ G' » G + G" ~ 0 es una sucesidn exacta de grupos entonces G es
resoluble si y sélo si G' y G" lo son.

El siguiente teorema da una caracterizacion de 1os grupos resolubles finitos.

TEOREMA 9.2. Un grupo finito es resoluble si y sdlo si tiene una serie de compo-
sicidn con todos los grupos factores ciclicos de orden primo.

Demostracion. Sea G finito y resoluble, G = G, DG, D ... D Gr = {1} (1)

0 1
una serie de resolubilidad de G. Esta serie se puede refinar a una serie de com-

posicion con los grupos factores abeliancs, y por 1o tanto ciclicos de orden
primo.

En efecto, si Gi-l/Gi no es simple, sea H un subgrupc normal de Gi-l tal que
Gi-l 2H2D Gi' Entonces Gj es un subgrupo normal de H, y H/Gi y Gi-l/H son abe-

lianos pues Gi-l/Gi 1o es por hipotesis, H/Gi es isomorfo a un subgrupo de
N . G /G
G;_1/6; ¥ Gy_q/H = il 1/H/Gi°

Luego intercalando H en la serie (1) se obtiene una serie de resolubilidad de G.

Reiterando este procedimiento se puede obtener una serie de composicion de G con
los grupos factores abelianos simples.

La otra implicacidn es trivial.

CRITERIO DE RESOLUBILIDAD POR RADICALES.

Vamos a ver el criterio de resolubilidad por radicales de una ecuacion algebrai-
ca f(X) = 0, f(X) € K[X], K cuerpo arbitrario.

E1 problema fue estudiado originalmente para polinomios con coeficientes numéri-
cos. A partir del naliazgo en el siglo XVI de las férmulas que permiten calcular
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las raices de los polinomios de 3° y 4° grados, se tratd de encontrar una para
Tos de 5% grado, y en general para los de grado n, n > 5. A principios del siglo
XIX los esfuerzos realizados por numerosos matematicos culminaron con los traba-
jos de Paolo Ruffini y Niels Abel, quienes en forma independiente demostraron
que no existe tal formula para los polinomios de 5° grado. Muy poco tiempo des-
pués Evariste Galois obtuvo un resultado mas preciso: una condicidn necesaria y
suficiente para que una ecuacion algebraica dada sea resoluble por radicales,

proporcionando como consecuencia una demostracion de la irresolubilidad por ra-
dicales de la ecuacion general de grado n, si n > 5. Galois demostrd que una

ecuacion algebraica es resoluble por radicales si y s6lo si su grupo de Galois

es resoluble.
Este resultado vale para polinomios con coeficientes en un cuerpo K cualquiera,

si se da una definicidn conveniente de lo que significa "ser resoluble por radi-
cales". Supondremos que se trabaja en una clausura algebraica fija K.

Si car K = 0 corresponde la siguiente: Una ecuacidn f(X) = 0, f{X) € K[X], se
dice resoluble por radicales sobre K si sus raices se puaden escribir (en K) en
términos de elementos de K y un ndmero finito de radicales.

En el caso general hay que dar una un poco mds amplia.

Por razones de simplicidad consideraremos primero polinomios con coeficientes en
un cuerpo K de caracteristica cero. Para polinomios separables el caso general
no difiere esencialmente de éste.

En 1o que sigue supondremos car K = 0.

Comenzaremos por formular la nocién de resclubilidad por radicales en términos
de extensiones del cuerpo K para precisar la dada mds arriba. En primer término
definiremos "extensidon radical" de K.

DEFINICION 1. Una extension F de K se dice una extension radical de K si F posee

una torre de subcuerpos

K = KO C K1 C K2 c... C ﬁn =
] - o

; i € Ki-l , es decir B, es raiz de un polinomio
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n.

i .
K =a; €K, [X], para i

1,...,m.

0 To que es equivalente F = K(Bl,BZ,...,Bm) donde alguna potencia de By esta
en K y alguna potencia de 81 esta en K(Bl""’Bi-l)’ para 1 = 2,...,m.
(Toda extensidn radical de K es una extension finita de K).

Es decir, una extension radical de K se obtiene por la adjuncidn sucesiva de un
nimero finito de radicales de ciertos ordenes. Por ejemplo, si K = Q el nimero

5 _ Vo [
2 J—}*'4-14 2 - V3
2
pertenece a una extension radical de Q: Q(a,B,v,8,5) siendo a5 = 12, 86 = -4,
Y3=——"12+6,54=3,e2=2-5.

Si F = K(Bl,...,Bm) es una extension radical de K es claro que todos los ele-

mentos de F se pueden escribir en términos de elementos de K y Bl""’Bm me -

diante operaciones del cuerpo.

DEFINICION 2. Dado un polinomio f{X) &€ K{X], se dice que f(X) (¢ la ecuacidn
algebraica f(X) = 0) es resoluble por radicales sobre K si existe una exten-
sion radical F de K que contiene al cuerpo de raices E de f sobre K.

KCECF

Con esta definicidn se esta pidiendo qUe los elementos de E, en particular las

raices de f, se escriban en funcidn de elementos de K y un nimero finito de

ciertos radicales mediante operaciones racionales (las del cuerpo K).

(Pero notar que no todas las expresiones radicales de ese tipo pertenecen ne-
- cesariamente a E, que en general no es una extension radical de K).

La definicidon 2 implica entonces la de resolubilidad por radicales dada al
principio. Y reciprocamente, pues si f(X) € K[X] es un polinomio cuyas raices
se pueden escribir en términos de elementos de K y radicales, 1o mismo sucede
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con todos los elementos de su cuerpo de raices £. En particular con 6, si

E = K(6). Sean Bl,...,Bt los radicales que figuran en la expresidn de 8 ordena-
ny N, N

nados de modo que Bl €K, By, € K(Bl)""’ By € K(El""’gt—l)‘ Entonces

la torre
K = KO C K(gl) CK(Bl,BZ) C...C K(sl,...,at) = F

es radical y £ CF.

OBSERVACIONES.

1) Si F = K(Bl,...,B ) es una extensidon radical de K, siempre que convenga se

puede suponer que 10s B son radicales de orden primo Py En efecto, en ge-
neral si 8" € K, yns= r.s tomando & = B> se tiene K C K{a) C K(a,B) , con
a" €K, B% € K(a).

2) Una extensidn radical de un cuerpo K no es necesariamente normal, ni los po-

-

n:
linomios X | - a; son irreducibies. Por ejemplo, CiQ(e3]/?) con £, raiz

w

cubica primitiva de la unidad no es una extensién normal y €4 €5 raiz del

polinomio X3—1, que no es irreducible sobre Q.

3) Reciprocamente, una extensidn normal de K no es necesariamente radical.
Por ejemplo, una extensidon normal de Q grado 3 nc pusde ser radical. En efec-
to, sea Q C E una extensidn normal, [E:Q] = 3. Si fuera radical seria
E=0Q(8) con B" = aeqQ, es decir R es raiz de X"-a. EI polinomio minimal
f de B sobre Q d1v1de a X"-a, Tuego las raices de f son tres de las raices
de X”-a 8, Be' , Bed donde ¢ es una raiz prumwt1va n-ésima de 1, i,Jj enteros,
i #J <n-l. E normal implica B, 851 ged € E, de donde ¢',ed € E; Tuego
( ) CEy entonces Q(e?) = Q o Q(e') = E. Si el es primitiva de orden m,
j

[Q(e'):Ql = ¢(m).

Q(e‘) = £ 1mp11ca ¢(m) = 3, imposible pues ¢{1) = ¢(2) = 1 y ¢(n) es par si

n>2. Luego Q(e') = Q y entonces ¢V = 1 § -1. Razonando andlogamente para

eJ se tiene 9 = 1§ -1. Imposibie, pues por lashipbtesis hechas es ¢} £ 1,
# 1y 51 # aj.



Consideremos, por ejemplo, el polinomio f(X) = X° - 7X + 7 € Q{X]. Su discri-

minante A = —4p3 - 27q2 = 49 es un cuadrado en Q, luego el grupo de Galois
del cuerpo de raices E de f sobre Q es A3 = Z3 y [E:Q] = 3. Entonces es
normal de grado 3 sobre Q y por 1o recién visto no es radical. Veamos una
extension radical que contiene a E.

. . ) 2 2 .
Las raices de un polinomio X3 + pX +q son utv, gute v y & utev siendo
€ # 1 una raiz cibica de la unidad y

3 Lo 3 R
] 2 3 2 3

= .9 q ;P = J_ 9.-_/ 9.4+ P_

u \l > + \/ i + v > T + 57

donde las raices cubicas u y v se eligen de modo que wuv = -

wlo

Calculando u y v para nuestro ejemplo se ve que F = Q(v/-3 ,u,v) es una ex-
tension radical de Q tal que £ C F.

4) Toda extension radical de un cuerpo K esta contenida en una extensidn radi-
cal normal de K. Mas precisamente, si F es una extensidon radical de K y N es
la clausura normal de F en K, K CF CN CK, entonces N es una extension
radical de K.

En efecto, si F = K(Bl""’5

By son los K-homomorfismos de F

by Lo,
en K, sabemos que N :K({Gi(ﬁj)}i j) y es claro que N es una extension radi-
cal de K.

A continuacion veremos una demostracidn del criteric de resolubilidad de Galois
en caracteristica cero que puede adaptarse sin dificultad para el caso general.

TEOREMA 9.3. Un polinomio f(X) € K[X] es resoluble per radicales si y sélo si
su grupo de Galois es resoluble.

Demostracion. Sea car K = Q.

(=) Supongamos que el grupo de Galois de f(X) es resoluble, sea £ su cuerpo de
raices sobre K, G= G(E/K). Sea m el producto de todos los primos que dividen a
[E:KI ¥y K' = K(c) donde ¢ es una raiz m-ésima primitiva de Ta unidad.
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Por el teorema 6.5, K'E es Galois sobre X'y
G(K'E/K') = G(E/E n K') C G(E/K) que es un
grupo resoluble, luego G' = G(K'E/K') es
resoluble. Sea AK!
G' = Gé D Gi D2... 2 G; = {1} ]
una serie de composicion de G'. Por la corres- K

K'E
N

; K
\E /

pondencia fundamental de Galois existe una torre de subcuerpos

K' = KO C Kl c... C Kr = K'E

tal que G% = G(K'E/Ki) , 1 =0,1,...,r.

En cada escalon K, ;, C K% CK'E, K'E es Galois sobre K; _; y como G; es un sub-

grupo normal de G%-l resulta que K, es Galois sobre Kisp G(Ki/Ki-l) 2
= G%-I/G% que es un grupo ciclico de orden primo Py Luego K1 es una extensiodn
ciclica de Ki-l de grado Py Como

P; / orden de G%-l / orden de G' / orden de G , y K' CK Ki~1 contiene las

i-1 >
raices pi-ésimas de la unidad de donde resulta que Ki = Ki—l(Bi) con
P P

B. = a. € Ki—l , es decir B, es raiz del polinomio X

i i - a5, (teorema 8.6),

i=1,...,r.

Luego K'E es una extension radical de K' y por lo tanto de K. Como K CTE CK'E

b

f es resoluble por radicales.

(=) Sea f(X) resoluble por radicales, E su cuerpo de raices, F una extension
radical de K que contiene a E; sea N la clausura riormal de F en K. Es claro que
N también es una extension radical de K y Galois sobre K. Sea m el producto de
Tos primos que dividen al grado [N:K] y sea K' = K(£) donde € es una raiz pri-
mitiva de la unidad de orden m.

Consideremos K'N, que es Galois sobre K (teorema 6.6). Como K TE CK'Ny E es

Galois sobre K es G(E/K) = G{K"N/K

) /’GfK'N/E)’ Entonces para probar que
G(E/K) es resoluble es suficiente ver que G{(K'N/K) To es.

Como N es radical sobre K, K'N es radicel sobre K: $i
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K = KO C K1 c... C Kr = N es una torrve radical entonces

K

K

es una torre radical, Ké es una extension abeljana de K, y K; es una extension

= [ { - [ 2y I = R = 1
Cc ko K Ko\n) Cc Kl Kl(h} C s CRL Kr(a) K*'N

abeliana de K!

SRR D PR

Por la correspondencia fundamental de Galois existe una cadena de subgrupos

G(K'N/K) = G_; 2Gy 2 ... D6 = {1} (1)

tal que Gi = G(K'N/K%) , 1= -1,0,1,...,r. Cada Gi es un subgrupo normal de
G, ; _ Vo .
61_1 y -l / 6, = G(Ki/Ki—l) que es un grupo abeliano. Luego (1) es una se-

rie de resolubilidad de G(K'N/K), lo que termina la demostracion.

Analizando la demostracion de (<) recién necha para tratar de generalizarla al
caso car K = p # 0, y suponiendo f separable para que su cuerpo de raices E sea
una extension Galois de K, se ve que si p divide a [E:Kl, en la torre de sub-
cuerpos de K'E van a aparecer extensiones Ki—l C K1 dende Ki @s una extension
ciclica de grado p de K, ;.

Entonces hay que modificar la definicion de extension radical dando cabida tam-
bién a ese tipo de extensiones, que se obtienen adjuntando una raiz de un poli-

nomio de 1a forma XP - X - a. (Teorema 8.5},

Luego la definicidn de extension radical para un cuerpo K cualquiera en el caso
f separable es como sigue:

DEFINICION. Dado un cuerpo K, una extensidn F de K se d:ce una extensidn radical
Si posee una torre de subcuerpos

K = KO - Kl c... C Km = F

tal que cada extension K]._1 C K1 €s de uno de los sigquientes tipos:
. . - . . ~ T
(a) Se obtiene adjuntando una raiz de un polinomio de la forma " - a con
ae Ki-l y n primo con la caracteristica p de K si p # 0.

(b) Se obtiene adjuntando una raiz de un polinomio de 1s forma xP - X - a,
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a € Ki-l’ p = car K.

Se ve que una extension radical asi definida es finita y separable sobre K.
Es claro que si car K = 0 esta definicibn coincide con la anteriormente dada.
La definicion de polinomio resoluble por radicales es la misma.

TEOREMA 9.4. Un polinomio separable f(X) € K[X] es resoluble por radicales si
y s0lo si su grupo de Galois es resoluble.

Demostracion. A cargo del lector, tomando m igual al producto de todos los pri-
mos # p que dividen a [E:K] (a [N:K]), si car K = p # O.

Un teorema analogo se puede demostrar para f(X) no separable. En ese caso hay
que considerar extensiones normales en lugar de extensiones de Galois y ampliar
la definicion de extension radical para incorporar raices de ecuaciones del ti-
po XP - a, con p = car K. (Ver S.Lang, Algebra, 2nd. ed., pag.328).

POLINOMIOS NO RESOLUBLES POR RADICALES.

De acuerdo con el criterio de Galois para exnibir un polinomio no resoluble por

radicales es suficiente encontrar uno cuyo grupo de Galcis no sea resoluble.

Vamos a mostrar uno con coeficientes racionales y a indicar un método para cons
truir polinomios de Q[X] no resolubles por radicales.

Después estudiaremos el polinomio general de grado n, probando que no es reso-
luble por radicales si n > 5.

En primer término

§r no es un grupo resoluble para n > 5.

Esto resulta inmediatamente de que si n > 5, el grupo alternado An es simple y
no abeliano, luego la Gnica serie normal que admite es A, D {1}, y Ay no es re-
soluble. Entonces S, tampoco lo es, pues todo subgrupo de un resoluble es reso-
luble.
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Otra demostracion de este resultado sin hacer uso de la simplicidad de An es la
que da Emil Artin en su libro Teoria de Galois:

LEMA. 5i n >5, G y H son dos subgrupos de S, tales que G contiene a todos los

triciclos, H es un subgrupo normal de G y G/H es abeliano, entonces H contiene
a todos los triciclos.

Demostracion. Sea v: G - G/H el nomomorfismo candnico, a = (ijk), b = (krs) dos

elementos de G, i, j, k, r, s cinco nimeros distintos. Como G/H es abeliano

-1,.-1 1 -1

b™"ab) = W(a)'lw(b)"lw(a)¢(b) =1, luego a 'b

1

¥(a

a~lp”

ab € H. Pero

ab = (kji)(srk)(ijk)(krs) = (kjs). Por lo tanto (kjs) € H cualesquiera sean
1 < j#s#k <n.

TEOREMA 9.5. ET1 grupo simétrico S, nc es resoluble para n > 5.

Demostracion. Supongamos que existe una serie normal de 5, con todos los grupos

|
factores abelianos: Sn = GO o) G1 >5... 2 Gr = {1}.

Como S, contiene a todos los triciclos, por el lema anterior 1o mismo sucede con
todos los subgrupos G; vy la sucesion no puede terminar en {1}.

\

COROLARIO. An no es resoluble si n = 5.

Demostracion. Si A, fuera resoluble, n =5, como A, es un subgrupo normal de Sy

y Sn/An = 22 es resoluble, entonces seria Sn resciuble,

Vamos a dar anora un método para obtener polinomios de Q[X] no resolubles por
radicales.

TEOREMA 9.6. Sea f(X) € Q[X] un polinomio irreducible de grado primo p. Si f(X)
tiene exactamente dos raices no reales en el cuerpo C de los complejos, entonces

su grupo de Galois es Sp.

Para demostrarlo se hace uso del siquiente
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LEMA. Si G es un subgrupo de S p primo, y G contiene una trasposicion y una

p s
permutacion de orden p entonces G = Sp.

Demostracidon. Recordemos que un sistema de generadores de S, es

{(12), (123...n)}. Sea G C Sp en las condiciones del enunciado. Podemos suponer
que G contiene a (12). Teniendo en cuenta que toda permutacidon es producto de
ciclos disjuntos y que su orden es el minimo comin miltiplo de los ordenes de
esos ciclos, se ve que en Sp, un elemento de orden p.es un p-ciclo. Una de sus
potencias aplica 1 en 2, y podemos suponer que ella es el ciclo (123...p), mo-
dificando la numeracidn si es preciso. Entonces G contiene a (12) y (123...p),
y es G = Sp.

Demostracion del teorema 9.6. Como f es irreducible tiene p raices distintas,

las que por hipdtesis son todas reales, excepto dos que son complejas conjuga-
das. Sea E el cuerpo de raices de f y G su grupo de Galois, considerado como
grupo de permutaciones de las raices, es decir como subgrupo de Sp. La conjuga-
cion define un automorfismo de C, que restringido a £ da un automorfismo de E
que deja fijaslas raices reales y permuta las dos complejas conjugadas. Luego

G contiene una trasposicion.

Por otro lado, como f(X) es irreducible de grado p, p divide a [E:Q] = orden de
G, y entonces G contiene un elemento de orden p. Por el lema G = Sp.

Por ejemplo el polinomio X5 - ZOX2

+ 6 1lena las condiciones del teorema, lue-
go su grupo de Galois es Sg, y por lo tanto no es resoluble por radicales.
En efecto, es irreducible por el criterio de Eisenstein. Estudiando el grafico

2

de la funcion real continua f(x) = x5 - 20x" + 6 , analizando el signo de la de-

rivada f'(x) = 5x4 - 40x, se ve que f(x) es creciente en los intervalos (-«,0)
y (2,+=), y decreciente en (0,2), y que su graficc es del tipo
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y por lo tanto tiene exactamente tres raices reales.

Veremos una forma de construir polinomios de Q[X] que verifican las nhipdtesis

del teorema 9.6. (método de R.Brauer):

Sea m un entero positivo par, Uy < Us <L 0. < U._p enteros pares, r impar > 3.
Consideremos el polinomio g(X) = (x2 + m)(X - ul)...(X - ur_z) que tiene r-2

raices reales y dos complejas, perc que en general no serd irreducible. A par-
tir de &1 vamos a obtener uno irreducible con el mismo tipo de raices.

La funcion real g(x) tiene ﬁ%Q maximos relativos, y como |g(a)| > 2 para to-
do entero impar a, el valor de la funcidn en los maximos relativos es > 2.

Sea f(X) = g(X) - 2; f(x) tiene E%Q_ maximos relativos en el intervalo
(ul,ur_z), y por lo tanto hay r-3 raices reales en ese intervalo. Como
f(ur-Z) = -2 y f(+w) = +=, existe otra raiz real en el intervalo (ur_2,+w).

Luego f(X) tiene r-2 raices reales. Veamos que las otras dos son ccmplejas.
r-1 r-2

Sean Apsenesit, las raices de f(X). Los coeficientes de X y X son:
P eyl ) ;

) s o= u. y aso, = usu. + m. Luego

i

i=1 S i<g 'Y

r 2 r ? ) r:Z 2 ) r-2

) of = () )" -2 ) azar = (] ug)” - 2 X ujug +m) = F Uy - 2m
i=1 i=1 i<y ' A i<j 1 i=1

Eligiendo m suficientemente grande es ) a? <0, lo gque implica que no todos
i=1

los a; son reales, luego hay dos raices complejas conjugadas.

f(X) tiene todos sus coeficientes pares, excepto el principal, y el término in-
dependiente no es divisible por 4 pues el de g(X) lo es. Por el criterio de
Eisenstein f(X) es irreducible y verifica entonces las condiciones del teorema.

De aqui resulta que para cada grado n, n =5, existen polinomios en Q[X]no reso-
lubles por radicales sobre Q: si p es un primo tal que 5 <p <n y f(X) € Q[X]
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es de grado p no resoluble por radicales entonces el polinonio

g(Xx) = f(X).(x - )" P ae Q, tiene el mismo grupc de Galois que f(X).

UN CRITERIO DE TRREDUCIBILIDAD.

Vamos a ver un criterio de irreducibilidad para un polinomio f(X) € K[X] en tér-
minos de su grupc de Galois G. En lo que sigue se identifica a G con el corres-
pondiente grupo de permutaciones de las raices de f(X).

DEFINICION. Un grupo de biyecciones G de un conjunto A se dice transitivo si pa-
ra todo par de elementos x,y € A existe un o € G tal que o(x) = y.

TEOREMA 9.7. Sea f(X) € K[X] un polinomio sin raices miltiples. Entonces f(X)
es irreducible sobre K si y s6lo si su grupo de Galois e€s un grupc de permuta-

ciones transitivo.

Demostracion. Supongamos que f(X) € K[X] es irreducible y separable. Sea E un

cuerpo de raices de f, 0509 € E dos raices de f. Como f es irreducible existe
un K-isomorfismo ¥: K(al) - K(uz) que aplica o) en a,. ¥ se extiende a un K-au-
tomorfismo de E ¢ € G(E/K) tal que ﬁ(al) = ay. Luego G es transitivo.
Reciprocamente, supongamos f(X) sin raices miltiples y con grupo de Galois G
transitivo. Sea g(X) un factor irreducible de f(X) y o una raiz de g(X), B una
cualquiera de f(X). Por hipOtesis existe o € G tal que of{a) = B. Entonces g(B) =

= g(o(a)) = o(g(a)) = o(0) = 0, 1o que prueba que toda raiz de f es raiz de g.
Lluego f =g y f es irreducible.

LA ECUACION GENERAL DE GRADO n.

Como ejemplo motivador consideremcs el caso de ecuaciones algebraicas con coe-
ficientes racionales, f(X) = 0. Sin pérdida de generalidad puede suponerse que
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el polinomio f(X) es mdnico.
La ecuacion X2 + alX + a, = 0, donde a; ¥ ag son dos indeterminadas, se 1lama

la ecuacidn general de 2° grado sobre Q. Tiene sus coeficientes en el cuerpo
Q(al,ao), y sus raices (en una clausura algebraica Qiaigaj) son

2
- * Jal - 43, .
> (*).

Cualquier ecuacion algebraica de 2°grado con coeficiente en Q (mbénica) se obtie-
ne especializando a; y ag en la ecuacidn general, es decir, reemplazando a; vy
a, por 1os numeros correspondientes, y sus raices se calculan a partir de (*).

34 a2X2 + alx tag = 0 es la ecuacion general de 3° grado, don-

Andalogamente, X
de a,, a;, ay son tres indeterminadas y sus raices estdn dadas por las formulas

de Cardano:

2 3
Si = 3 - a_z = ?i@. - ila_z_ + a sean
P=d -3 y 9% 77 3 0
3 "..__ _— .-._...7::;—.‘_.; 3 i"“ ""”""'","_”_'_;.‘;,"_,_..n-
I 2 ‘ 2 3
Y D RPN =/_9_\/1_ P
“ J Nty ’ Vet Y
donde las raices clbicas u y v se eligen de modo que u.v = - % . Entonces 1las
raices de la ecuacion X3 + a2X2 + alx + ay = 0 son:
a a a,
u+v - T;— R gu + ezv - T% s ezu tev - o5

siendo € una raiz cidbica primitiva de la unidad.

Cualquier ecuacion cibica con coeficientes en Q resulta de la general especiali-
zando 395 37, 35 Y asi las formulas antericres dan sus raices.

Para polinomios de 4° grado hay también una férmula que da las raices en funcioén
de los coeficientes mediante operaciones racionales y radicales de 2° y 3° gra-
do.

Si sucediera lo mismo para las ecuaciones de grado n, n = 5, es decir, si exis-
tiera una formula que permitiera calcular las raices de cualquier ecuacion alge-
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braica de grado n >4 a partir de los coeficientes mediante una sucesion finita

de operaciones racionales y radicales entonces ia ecuacion general
n
X +a

n- : l :
n-1% by s a;X + ag = 0 seria resoluble por radicales scbre el cuer-

po Q(an_l,...,ao)de sus coeficientes. Pero vamos a demostrar que esto no es asi

probando que su grupo de Galois es Sn.
Estas ideas se pueden aplicar a ecuaciones algebraicas con coeficientes en un
cuerpo arbitrario K, y estudiar la resolubilidad por radicales de la ecuacion

general para cada grado n.

Sea entonces K un cuerpo, n un entero positivo. E1 polinomio

n-1 v o4
no1t  t etk tag,

f(X) =X + a
donde 8 _11--+58g sonn indeterminadas, se 1lama el polinomio general de gra-

do n sobre K. f(X) es un polinomio con coeficientes en el cuerpo
K(a,_1>---»ap).

Sean tl,...,tn sus raices en una clausura algebraica de K(an_l,...,aO).

n
f(X) = T (X - t;) vy de aqui sigue que
i=1
] ; "ag = T
-;a_ . = t. =s , a5 = t.t. = s, s (-1)an = ] ti =s
n-1 i2p 0 1 n-2 i<j 1] 2 0 ie1 n

donde Sys+-+5S, SON las funciones simétricas elementales de tl,...,tn. Luego

f(x) = x" - s Xn'l + s n-2 _ ..

! X o+ (-1)"s

n°

E1 cuerpo de raices de f(X) sobre F = K(an—l""’aO) = K(sl,...,sn) es

E = K\an_l,...,ao,tl,...,t ) = K(tl,.,.,t

0 Queremos probar que G(E/F) =S ,

).
n’' n
1o que resultaria de un ejemplo ya estudiado si se supiera que tl""’tn son

algebraicamente independientes sobre K.

En padg. 76 vimos que si Upseeeoly sON elementos de una extension de K alge-

n

—
[
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braicamente independientes sobre K entonces el grupo de Galois del polinomio

n ;
£*(X) 17 (X = uy) = x" - s’l*x“‘l + s§x”‘2 -+ (-1) s

donde s*,...,s*_ son las funciones simétricas elementales de Upseensl es

n n*

G(E*/F*) = Sn , siendo E* = K(ul,...,un) el cuerpo de raices de f* sobre

- * *
F* K(sl,...,sn).

Se trata de probar que G(E/F) = G(E*/F*).

Para 1o que es suficiente demostrar que existe un isomorfismo v: F » F* tal que
el isomorfismo inducido ¢: FIX] - F*¥[X] aplica f(X) en f*(X), pues entonces por
la unicidad del cuerpo de raices, (Teorema 4.4), ¥ se extiende a un isomorfismo
¢: E~ E* y en consecuencia G(E/F) = G(E*/F*).

s ) *
g(sl,...,s ) g(sT,...,s )

. F 5 Fx Ny = 2
Sea w: F - F* tal que w(h(sl""’sn)) R(s%, . 5s%)

Para ver que ¥ esta bien definido y que es un isomorfismo basta ver que restrin-

gido al anillo K[sl,...,snl es un isomorfismo sobre el anillo K|s¥ "S*n]’

1o
puesto que F y F* son los respectivos cuerpos de cocientes. Y es claro que la
restriccion de ¥ es un epimorfismo de anillos. Ademds es inyectivo pues
g(sf,...,s;) = 0 implica g = 0 ya que las funciones simétricas elementales

sf,...,s; son algebraicamente independientes sobre K.

Queda probado asi que G(E/F) = Sn y que ty,...,t  son algebraicamente inde-

n
pendientes sobre K. Ademads el polinomio general f(X) es irreducible sobre

K(an_l,...,ao), 1o que resulta del Teorema 9.7. Luego

TEOREMA 9.8. El polinomio general de gradc n sobre un cu2rpo K,
£(x) = x" + an_lx”’l * ...tk +a; es irreducible y separable sobre

K(an_l,...,ao) y su grupo de Galois es S .

De aqui sique el famoso teorema



TEOREMA 9.9. (Abel-Ruffini). La ecuacidn general de grado n sobre un cuerpo K
es resoluble por radicales si y solo sin <4,

De este teorema sigue que si n =5 las raices del polinomio general de grado n
no son expresables por radicales y por lo tante no existe una "formula" para
calcular por radicales las raices de todos 1os polinomics de grado n con coefi-
cientes en un cuerpo K. Pero podria suceder que cada uno de ellos fuera resolu-
ble por radicales aunque sin ser posible expresar todas las soluciones median-
te una "formula" dnica. E1 resultado obtenidc por Galois es mas completo.

En el caso K = Q permite mostrar la existencia de polinomios no resolubles por
radicales para cada grado n = 5.

Si K = R, de acuerdo con la definicidn 2, todo polinomio no constante de R[X]
es resoluble por radicales puesto que C DR es una extensidn radical de R.

Si K es un cuerpo finito entonces todo polinomio no constante f con coeficien-
tes en K es resoluble por radicales ya que si E es un cuerpo de raices de f, E
es una extension finita de K, lTuego una extensidn ciclica y el grupo de Galois
G(E/F) es resoluble. También puede verse asi: como E = K(6) y 6 verifica la

.- -1 - .
ecuacion X9 -1=20, donde q es ei nimero de elementos de E, F es una ex-

tension radical de K y por lo tanto cada raiz de f tiene una expresién radical.

EJERCICIOS.

Decir si las siguientes proposiciones son verdaderas:

1) Si K es un cuerpo finito, existe una extensidn Galois de K de grado n,
Y né&N.

2) Para todo n € N existe una extensién Galois de Q de grado n.
3) Cualquier cuerpo K tiene una extensién Galois de grado n.
4) Toda extension radical de un cuerpo K es finita.

5) Toda extensidn finita es radical.
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11)

12)

13)

14)

15)
16)

Toda extension finita esta contenida en un radical.
E1 orden del grupo de Galois de un polinomio de grado n divide a n!.

Ninguna ecuacion de quinto grado es resoluble por radicales. Es consecuen-
cia del teorema de Abel-Ruffini.

E1 grupo de Galois de un polinomio ciibico de Q[X] es A, o S

3 3"
Si K CE es una extension algebhraica y separable de K, existe una exten-
sion Galois de K que contiene a E.

Si K CE es una extension algebraica y separable de K, existe una (nica
extension Galois de K que contiene a E. (a menos de K-isomorfismos).

Si K CE es una extensidn finita tal que el ndmero de K-automorfismos de
E es [E:K] entonces E es Galois sobre K.

Si K C E es una extension Galois, dos extensiones intermedias entre K y E
del mismo grado son isomorfas.

Si f(X) € K[X] es separable y resviubie por radicales su cuerpo de raices
es una extension radical de K.

Todo polinomic irreducible de Q[X] de grado 13 tiene grupo de Galois 513.

E1 producto directo de n grupos resoiubles es un grupo resoluble.
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