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Estas notas constituyen la primera parte de un curso introductorio a la
teoria de espacios de Sobolev, y son una versidn fiel aunque abreviada de las
lecciones dictadas por el segundo autor en el segundo semestre de 1987.

Los primerous cuatro capitulos representan un intento del expositor
de presentar los elementos bésicos de la teoria. Para ello utilizd el libro

de R. Adams [1] eliminando los detalles gue pueden obviarse en una primera

presentacidn del tema.

R.P.
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I. LOS EspacIas u™P y mg’p
1. INTRODUCCION. Sea  un abierto de Rn, y 1 £ p s o, Definimos el espacioc de
Sobolev W™P(Q), m entero no negativo, como la familia de funciones u e LP(Q)
tales que 8% € LP(Q), si 0 = la| = m. Las derivadas se entienden en el sentido

de las distribuciones de L. Schwartz. (Aqui 8j = B/ij, 3% - 3, ...Bnn con

o = (a1, ceesa)y laf = a5 o 2 0.) Es decir 9% es la a-ésima derivada

débil de u. Si p < » introducimos en ese espacio vectorial (complejo) la norma:

1 ¥ 1= 3% LIPy /P
(1) ol ; §|§| érn“ ullg) s
o bien, [Ju| = sup ”auu“a)si p = o,

ms 0 2 |a] sm

Obviamente, MU’D(Q) = LD(Q), y Wm’p(Q) :)Cz(Q). Designaremas con mg’p(ﬂ) a la

HA

clausura de CS(Q) en WMP(Q). Evidentemente, mg’p(g) = LP(Q) si 1 P <o,y

vale:
W Pes ytP o P,
0

El simbolo X Y indica que el espacio normado X esté sumergido en el espacio
normado Y, es decir, X es un subespacio de Y -o identificable por una inyeccion

a un subespacio- y el operador identidad es continug: “x;Y" < M”x;X". Asi por

ejemplo, C({a,b]) L1([a,b]). El simbolo©»S indicard que la inmersidn es

compacta. La inmersidn precedente no 1o es.

TEOREMA 1. W"*P(Q) es un espacio de Banach, lo mismo que UE,D(Q)

DEMOSTRACION. Para todo o, 0 = |u|

A

m, si {un}z;1 es de Cauchy en W"’P(q),

. p a p PN 1
existe Uy € L" tal que 3 u, > u a(L ). Luego u, = d uO(D ) y||un - 0

o'm,p
para N > oo, C]Ed..

TEOREMA 2. () Si 1 = p < w, WP(Q) ¢s sepanatte,



L) Si1 £ p <o Mm’p(Q) es neflexivo y uniformemente convexo,

L) Sip =2, wm’Z(Q) es un espacio de Hillbent:s
(2) (U,V)m = ) 6% u,%y) = ) J 0%u.3%y dx.
Q

DEMOSTRACION. Para demostrarlo recurriremos al siguiente resultado del analisis

funcional:

TEOREMA 3. Sea N enteno positivo, y Lp

o) =

.:Z

P
@5 ol p = ity -

t N

il

N
ST PP i1 s <y = sup fuL, sip - .
1 P 3 J

Entonces Lﬁ es un espacio de Banach y separable 5i 1 £ p< o, Si1 <p < Lﬁ

es neflexivo y uniformemente convexo.

Sea ahora N = ) {1: 0 < |o| < m}. Ordenemos los N indices o y definamos:

. fMeP a p
P: W’H(Q) 3 u~> (5 ulg <la| smE Ly
Entonces |u = | (3%);sLP y P define una isometria entre W™*P y un subespa-
Myp N

cio P(W™P) de LE.

Como las propiedades mencionadas en el tearema son hereditarias sigue que las

. - m
mismas valen para nuestro espacio W ’D, ged..

2. COMENTARIOS SOBRE LOS REQUISITOS. Recordemos algunas propiedades:

a) lLos espacios vectoriales considerados lo seran sobre el cuerpo de los comple-
Jjos. Para un espacio normado X valen las siguientes propiedades:

i) X es reflexivo si y s6lo si su dual X' lo es; ii) es separable si X' es sepa-
rable; iii) X es separable y reflexivo si y sOlo si X' es separable y reflexivo;
iv) 5i X es un espacio de Banach, X es reflexivo si y s6lo si la esfera unita-
ria 81(0) = {x e Xt ||¥|

b) Un espacio normado X se dice uniformemente convexo si admite una norma equi-

IA

1 es débilmente secuencialmente ocmpacta, (ver [3,8]).

valente ||.

tal que para todo € > 0, 0 <€ £ 2, existe un 6 = 8§(€) > 0 para el



X+ Yy
2

reemplazarse los = por s). Esto equivale a decir gue si dos sucesiones cuales-

cual si x,y € X, ||x]} =1, Ivl =1y I x-y]l = € entonces <1 - §(e). (Pueden

guiera {xn}, {yn}, verifican "xn” = “yn” = 1 para todo n entonces
X+ yn“
— > = “Xn - yn” + 0.

Todo espacio de Hilbert es uniformemente convexo (ley del paralelogramo)
c) Si X es un espacio de Banach y M un subespacio (cerrado) entonces M hereda

las propiedades de separablidad, reflexividad o uniforme convexidad si X las

pcsee.
Estas propiedades pasan de los factores al producto: sea Xj un espacio de Banach,

j=1,2, «..y n. Entonces X = {(x1,..., xn): x; € Xj} es un espacio de Banach

con cualquiera de las siguientes normas equivalentes:

o P\1/p
I, = (1 D'

A

p < IIIXIIL,f1 max x50

jJsn

A

X es separable, reflexivo o uniformemente convexo si respectivamente, lo es

cada Xj' En el caso 1 < p < » ya la norma o €s uniformemente convexa, ([1]).

d) Si {xn} © X € Banach es una sucesion de Cauchy débil entonces es uniformemen-—

te acotada y la norma de su limite débil, si existe, no supera a lim X

3

Recordemos también que los conjuntos convexos en X, son débilmente cerrados si

y s0lo si son fuertemente cerrados.

e) La medida de Lebesgue en R" es regular: sea £ medible acotado, dado ¢ > O

existe K compacto, K< E, tal que m(EN\K) < g,
f) T. DE RADON Y NIKODYM. Sea A una medida compleja sobre los conjuntos medibles

Lebesgue tal que m(A) = O implica A(A) = 0. Entonces, existe f ¢ L1(Rn) tal que
sobre todo conjunto E medible vale (cf. [3, 9, 10])

g) T. DE HAHN. Sea XA una medida real con signo sobre una o-algebra I de con-

juntos medibles de un espacio de medida X. Entonces, existen B, C ¢ Y,
BNC=@, CUB = X, tales que B es un conjunto positivo para A (A < 8,
A e Z=>ARA)z0)yCesun conjunto negativo para A (cf. [3, 9, 10]).

h) Lp(Rn) es la familia de clases de funciones medibles equivalentes tales gque



”f"p = (J |f(x)|p dx)1/D <oy, 1 £ P < oy, 0bien, si p = oy ”f”w = sup es |f| < o
Rn

LD(Q), Q abierto de Rn, se define analogamente y es un espacio de

Banach. Si m(Q) < o se tiene LY(g) <= LP(Q) = L1(Q), 1 < P< g < o COMO SE VE

aplicando la desigualdad de Holder, y en este caso "u”p > ull,si p » = Luego,

cualquiera sea p se tiene LP(Q) <! Q) (f ¢ L (Q) sii || dx < = para
loc loc K

todo compacto K < Q).
Obsérvese gue no hay inclusiones si Q = Rn, vg. L1(Rn)3b L23b L1.

. o p . p .
i) CD(Q) es denso en L7 (Q) si 1 = p < «®, En este caso L” es un espacio separable.

(e o)

L (Q) no lo es.

j) Sea 1 < p < @, LP(Q) con la norma definida es uniformemente convexo. Un teo-

rema debido a D.P. Milman (ver [B8]) asegura que todo espacio de Banach unifor-

memente convexo es reflexivo. 0 sea, cada LP(Q) es reflexivo si 1 < p < w, PEro

esto no es cierto para p =1 y p = », Ademéds si 1 s p < o, (LD(Q))* = LD'(Q)

con 1/p + 1/p' = 1. Si F(f) es una funcional lineal continua sobre LP(Q),

1 s p < o, existe exactamente una g ¢ Lp' tal que F(f) = J f.g dx, (F. Riesz),
Q

([3,9]). Ademés, |F| = HQHD,.

k) Toda sucesién de Cauchy en LP tieme una subsucesidn convergente en casi todo

punto a su limite en norma.

1) CS(Q) es un conjunto determinante para LP(Q), 1 < p g », en el sentido que

IFll. = sup {| fg dx : Jofl., =1, g e C7}.
8 p 0

m) La uniforme convexidad de [l -

o’ 1 < p < », se demuestra por ejemplo usando

las siguientes desigualdades debidas a Clarkson: sean u,v ¢ LP(Q),

1 1
s Uy + 5 IvD, 2 sp <o

- |P
I

P
U - v
2

' '
U+\Ip P

A

1 D 1 '
CE G ST 12,



con 1/p + 1/p' =1, es decir, p' = p/(p - 1), ([1,11]).

3. LA FORMULA DE LEIBNITZ. Si o y B son n-multiindices designaremos con [a] al

ndmero combinatorio:

También convendremos en escribir D. = i ' §. = l__é_ s ™ =D .o D n. Sean
N J 1 ij 1 n

a(x), u(x) € Cc™(Q), Q abierto de R". Vale entonces la formula

8a(au) =

B

IA T~13

[g] 3Ba(x) 3% Bu(x),
¢4

donde B £ o significa Bi b a; para todo i. Esta férmula sigue siendo valida si

a a

a € E“)y u e D(Q). Si M(x) designa el monomio ><11 - xnn denotaremas con M{D)

al operador diferencial D% = (1/i)la!8u. Para a ¢ C°, u € Dy P(x) un polino-

mio vale entonces que
p(0)(au) =1 Pa (P®)(D)usp)
B

dgonde P8 (%) = 8Bp(x), (s, 8]).

4. REGULARTZADORES. Sea J(x) 2 0, e CO(R'), J(x) = 0 si |x| z 1 tal que

J J(x) dx = 1. Si € € (0,1] definimos: JE(x) = £ "I(x/e). La familia {JE} de-

fine un reqularizador por convolucidn: u > J * .
€

. 1 n ® N
TEDREMA 4. () u e L, (R') =J_*ueC(R)y

DOL(JE ¥ u) = (DQJE) * rara todo o,



1

i) ue LlOC(Rn), sopucCcQ (*) ye < dist (sop u, 30Q) = I %ue CE(Q)

’

i) o e PR, 1 s p <o 3% s ol |3 % - o) —— D,
€ P p € 0
£ >
w) Si b e ClQ) y K = R-C:CIQ entonces J€¢ = & s0bne K,

DEMOSTRACION. Veamos iii). Como | JE(x - y) dy =1, de una aplicacién de la de-

sigualdad de Holder se obtiene

|u€*mung<j%u-y>wwnpmﬂm, 1 $p < o

A

Luego, J |(JE * u)(x)|D dx J !u(y)|p dy. Sea ahora ¢ ¢ Ez tal que

llu - ¢"p < g£. Entonces ”JE * 4 - Je * ¢”p

IA

fu - ¢”p < g¢. Ademas

(3) |%*¢u>-amlgjku-y>mw>-aw|m§

s sup |¢(Y) - ¢(X)’ >0 para g- 0.
ly - x| <e

0 sea ”JE * ¢ - ¢"p <gsigcx €,0 Y POr tanto, ||JE u-uy < 3 osigc< €4

iv) sigue de (3) tomando ¢ < dist (K, 30), ged..

5. ESPACIOS DE FUNCIONES CONTINUAS. c™(q), €*(Q) = n c™q), c,(2), Ez(Q) denotan
m

espacios de Banach ya familiares, (ver la lista de simbolos). Definimos

c™@) = {6 e C"(Q): 3% es acotada y uniformemente continua en @ si la| < m}.

La norma |3 Cm(ﬁjﬂ i= max

”8a¢"m hace de este espacio vectorial un es-
0= el sm

pacic de Banach.

51 Q es acotado, vale que

(¥) sop u := soporte de u; diremos que G © & F si G es un compacto contenido en

el interior de F.



c™@) = {¢ e C™(Q): 3% puede extenderse continuamente hasta el borde de Q,

(En efecto, ¢ puede identificarse con su (nica extensidn continua a Q si es uni-
formemente continua en Q. ).

En este caso un conjunto A < C(R) es precompacto si es acotado y equiuniforme-
mente continuo (T. de Arzeld - Ascoli), También, si S < C(Q) es un 4lgebra ce-
cerrada por conjugacidn, que separa puntos de ﬁ-y que no se anula en un punto

de Q entonces S = C(Q) (T. de Stone - Weierstrass). De aqui se deduce que los

polinomios en Xpo eees X 5 @ coeficientes racionales forman una familia densa

en C(ﬁ).

Sea 0 < ) g 1. Definimos

Cm’x(ﬁj = {¢ ¢ c™(q): 3% satisface una condicién de Holder AenQ, la| = m,

A

es decir, para toda g, |a| m, y toda ¢ ¢ Cm’x existe una constante K tal que

[6%(x)

3% (y)| s K|x - ylkf X3Y € Q.

Si A = 1 diremos que 3% satisface una condicidn de Lipschitz. C™M(@) deviene

un espacio de Banach si lo munimos con la norma:

— _ a 0
”¢;Cm’x(9)" = ”¢;Cm(Q)” + max sup 1870 (x) 3X¢(Y)l
0s ol smx,yeQ |x - v
X zy

A

Sea ahora @ acotado, vy 0 <y < ) £ 1. Vale

@) S ™MD e V@) o ) = c™ ().

z z P4

EIERCICTOS. 1) |x|'/2 ¢ 00 1/2(g),
2) £ e VMRY), 11, - - cte.,
3) ¢ (lo]) ¢ <™ ([0,1)),

4) Cm+1(§) en general no estd contenido en Cm’1(§) (vg. = U (2_2k_1,2-k)),
K

. . 2
5) sen xy no es uniformemente continua en RZ.



6. DERIVADAS DEBILES. Supongamos, para fijar las ideas, gue () es un paralele-

1

plpedo de lados paralelos a los ejes. Sea f € LlOC(Q), es decir, f ¢ L1(K) sobre

todo compacto K contenido en el abierto Q. Diremos que v € Lloc es la derivada

débil de u seqgin X si para toda ¢ € CZ(Q) vale

J u(x) .~%%—(x) dx = - J vix) ¢(x) dx.
Q J Q

1

— 1
Luego, v = aju en D'(Q) y v e Liges

Sea u absolutamente continua en @ = (0,1).
Entonces gﬁ-existe casi doquier y vale J u'(x) ¢(x) dx = - J ulx). ¢'(x) dx

para todo ¢ € C:((O,1)). Es decir, u' es la derivada débil de u aunque %% no

exista necesariamente en todo punto. (La funcidén de Cantor c(x) tiene derivada
nula c.d. pero ésta no es su derivada débil (c(x) ¢ AC)). Lo dicho puede enun-

ciarse de la siguiente manera.

1

TEOREMA 5. Sea f € LlOC(Q), x!' = (xz,...,xn). S f(x1,x') es alsolutumente con-
: - ' of . 1
tinua nespecto de Xy para todo x' y Yl g(x1,x ) € Ll s entonces
1
81f = g(D').

TEOREMA 6 (Lema de Du Bois - Reymond). Sean U y f en C(Q) g aju = f (D'(Q)).

Entonces %%—(x) = f(x) para todo x £ Q.

DEMOSTRACION. Basta suponer que tanto u como f tienen soporte compacto. Luego,

siu =J_ *u, tenemos
€ € i

= * = * =
ajUE Jg (Bju) Je f fE.

Como u€-$-u, f€-4 f resulta que

X . X . X .
U= lim u_ = lim J J 9.0 dx. = lim J Jf ox. = [ JF dx..
£ JE J € J J



Por tanto, %E— = f, qed..

Como complemento de los dos teoremas anteriores enunciamaos el

1

TEOREMA 7. Sea f e Ly (R), 3,7 = (D), g e L}OC(Q). Entonces F(x1,x") puede

ddentificanse con una funcién absolutamente continua en X1 cualquiena sea x',

y gi—(x ox') = g{x,sx') cods en el sentido clésico.
Bx1 1 1

, . R 1 . 1
Ademds, »4 T € D' y BjT £ Lloc' J=1s vevy Ny, entonces T =Ff ¢ Lloc'

La (ltima afirmacién asegura que si Q es un abierto de R" vy BjT e U"P(Q) para

m+1 ,D(

todo j entonces T e U Q') si 'cc Q.

7. €L eSPACID W™P(Q). Sea Q un abierto y sea

5(Q) = {¢ e C"(Q): lolly,, < =t

Evidentemente, S & mm’p(n) isométricamente. Sea S la clausura de S en W™P.

Luego S es un subespacio de W™ P, mas aln, vale el

TEOREMA 8 (Meyers, Serrin). See 1 £ p < o. Entonces 5 = W™P.
Para la demostracion de este teorema necesitamos dos resultados auxiliares.

TEOREMA O (Particién de la unidad). Sea O una colecceién de alieatos en Q tal

que U V= Q. &ntonces existe una coleccién numeralle de funciones de CE(Q),
Veo

{¢j}, tal que ({) 0 s ¢j(x), (ii) sop (% cV =V(j) € 0, ({ii) 5i K es un compac-

to en Q, #{J: Sop d)Jﬂ K = @} <o, (i) z (DJ(X) =1 en §.

DEMOSTRACION. Para probar este teorema basta observar que Q es un espacio de

Lindeloff y recurrir al teorema hombnimo demostrado en [5,6] que dice que si

U1, coes UN es un cubrimiento por abiertos de un compacto K< R" existe una



familia ¢i(x) € C:(Ui), i=1, ..., N, tal que 0 < ¢;» J ¢; =1 sobre K, ged..

TEOREMA 10, Sean 1

iIA

P < o, UelM“WQ),Q'C Q. Entonces I * U » u y
£ + o

Ba(JE * y) = JE * 3%, la] < m, en W™P(Q").
DEMOSTRACION. Designaremos con U a la funcidn
(4) U=uenqQ, U=0encC=R"Q

Sea ¢ € CZ(Q'). Entonces, si ¢ es bastante pequedio,

JQ' Jé * u.o% dx = J 2% dx J U(x - y) Jé(y) dy =
R R"

%000 30x - y) 3 = (DI 3.6 oy [ o006 - ) ox =

Rﬂ

= (] 600 1) 8%tk - ) e gy - Colelf % 8% 60 60 o,

Q'

~ Como ”JE *y - V"DIQ' < ||J€ * v - 7| —— 0 resulta que

p|Rn e+ 0

"aa(Je * u) - a“unp|9. + 0 para € » 0, qed..

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 8. Sean @, = {xe Q: |x| < k y dist (x,3Q) > 1/k},

QD = 9_1 f B. Definamos

ncy

s 0=1(U

k}'

Sea ¥ una particidén de la unidad para () subordinada a (. Sea y, la suma (finita)

Kk

< < * —.
Sea 0 < g, < 1/(k +1)(k + 2). Entonces sap (JEk (W) eg,Nee 5 =:v

Obviamente ch:c: 2. Elijamos Ek tan peqguefio como para que valga

de todas las funciones en ¥ con soporte en U . Lueqgo, Z wk =lenqQy soplkaZUk.

K*

- 10 -



k
”Je *'(wku) - lpkullm’pm = ”Jek * (wku) - wkU”m, <g/2",

k Pl
y definamos ¢ = ) I * (wku) € C(R). Si x e O se tiene
1 & 5
k+2 k+2
ulx) = ) wj(x)u(x), o(x) = T (3 * (wju))(X).
J=1 J=1 J
k+2
Entonces, |u - ¢"m,p|9k s % "Jej * (wju) - ij”m,plﬂ < g implica

u - ¢”m,p s g, ged..

Sea @ = (-1,1), u(x) = |x|. Entonces u ¢ w1’”(9) pero no es aproximable por

funciones C° en m1’m. 0 sea, el teorema no vale si p = .
8. EL ESPACIO ME’D(Q). Este es, por definicién, el subespacio de W"’P(Q) para
el cual C:(Q) es una familia densa. 5i u ¢ mm’D(Q) entonces u (cf. (4)) no per-

tenece necesariamente a W™P(R™). Sin embargo, esto es cierto en wZ’D(Q).

TEOREMA 11. Sea u e W'P(Q). 5S¢ |a| = m entonces

3% = (3*W)™MD' (RM)).

DEMOSTRACION. Sea {¢ } < c:(gz) tal que ¢_ + u en ufg’p(gz). Sea y ¢ CZ’(R”) y

|a| = m. Entonces

(-1)|°‘|J VoM dx = (-1)|°‘|J u.9% dx

lim (_1)|G|J o) .aaw dx =
Q N

= 1lim Ja%n.w dx = J 3%u.y dx = J - (3%0)V.yp dx, qed. .
, Q R

Es interesante observar que, como veremos mas adelante vale el

- 11 -



TEOREMA 12. W™P(R") = mg’p(R”) 501 5 p < o,

Definamos la seminorma I.lm D|Q por
: . NTe 1/p
(5) g ol = € F 15 07,

TEOREMA 13. Sean Q acotado y 1 £ p < », Entonces |.|m 5 define una noamu equ.i-

valente «a | en UQ’D(Q).

g
DEMOSTRACION. Sean V = {x: D < x_ <d <a} y ¢ ¢ C2(V) N cz(R”). Entonces de

X
o(x) = J n EE(¢(X',t)) dt sique, por una aplicacibén de la desigualdad de Holder,
0

d d d
- P -1
(6) "¢”8,D = JRn—1 dx ! JD |¢(x',xn)| dx s JRD'1 dx ! JO <P dx JU |an¢(x|,t)|pdt

s (/o) Jol}

(6) es la llamada desigualdad de Poincaré.

En consecuencia tenemos ||

A

p p
C'(d ,
1,p ( )I¢|2’D y por tanto

") 912, = cto).lol? .

Un pasaje al limite permite demostrar (7) para toda u € ME’D(Q), si Q es acota-

do, lo cual prueba el teorema 13.

TEOREMA 14, Sea Q acotado, 1 £ p < o, m > 0. Entonces

WE’D(Q) z mm’D(Q)_

DEMOSTRACION. Bastard demostrar que 1 € W™P(Q) y 1 ¢ MZ’D(Q). Y para esto es

suficiente ver que 1 ¢ wg’1(9):3 ME’D(Q). Sea ¢ € C?(Q). Entonces

- 12 -
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<ol = | - olaxe | loras ol g larad 0l = T 19.0l.
’ 0 0 J
Pero, de la desigualdad de Poincaré obtenemos

||<1>||1 < C| grad ol,» € = diam Q.

Luego,

I - ol y 2 12 - [ le] ox + [ lorad o] ax

v

Q| - (C - 1) Jlgrad o| dx =
2 iﬂl - ([: - 1)”1 - ¢II1’1'

Por tanto, ”1 - cb“1,1 z l%l > 0, ged..

9. TRANSFORMACION DE COORDENADAS. Sea ¢: Q3 x »y € G una transformacidn bi-

univoca y sobre de un abierto Q = R" en otro abierto G < R". Supondremos que

y; = @i(x) e C™(®), i=1, ..., n, 1o mismo que su inversa Y = ¢T1i

Wj(y) e C"(G)y =1, «vup Ny con m 2 1. Diremos entonces que ¢ es m-reqular.

Entonces, si

a(Y»]’ -’Y )
o' (x) = 8(x1, .,x:7 ?

resulta que

0 <r =inf |det o' (x)| ssup |det @' (x)| = R < =,
x X

. *
y por tanto que, si u ¢ LD(Q), 1T £p <o, (Yu)ly) 1= u(¥(y)) Lp(g) y valen

m

IA

[ - JG lu(¥(y))|P dy = JQ U6 [P gzt 0 (x)] ox = Ao,

1/ * 1
(®) o Pl s 19l g = RTPp

- 13 -



TEOREMA 15. Sea ®: Q + G m-regulan, ¥ = <I>—1 Entonces

*
v u™P(Q) - W™P(0),
define un isomorfismo entre es0s espacios.

DEMOSTRACION. De (8) sigue gue basta probar que existe K tal que

“W*u"m’p < K”u"m’p. Sea {un}fi C(Q) N uW™P(R) tal que U, > uen w™P, oy la| = m.

a _ A0 a-1,_"n 1 n_"2 _
() 20 = Bl ) =TGR R ) -
2 2
5 9 U 09X, OX du_ 9 x x
R o T T T NN (7 RO CLTR TR

donde MQB es un polinomio de grado = |B| en las derivadas de orden s lal = m

de las componentes de Y. Sea ¢ ¢ C:(G):

(- el

G

(o) (0:3%0) oy < T [ ¥ @m0 0.

En consecuencia,

(-1)""]Q 6 (x) (%) (@(x)). | det 0" (x)] o

-y JQVSBUH(X).MQB(¢(X)) 6(0(x)) |det @' (x)| ox.

Como aBun > BBU(LD) se deduce que (9) vale para u en lugar de u:

XY W(y) = T v B ()M s0)s (27(8)).
18|s|a| *

Entonces,

- 14 -



J Iao‘(\P*u)lp dy < K?-suo IMOLB(Y)ID'SUD J | Pu) NP dy <
G Byy 8 G

< Kg.sup J IBBU(X)|D.|det ¢'(x)' dx < KP J |3Bulp dx,
B ‘Q

*
implica ¥ u K.

s ged..

m,p|G * U"m,DIQ

10. CONJUNTOS PRECOMPACTOS EN LP(Q). En esta seccidn queremos caracterizar los

conjuntos en LP de clausura compacta, aungue mas que el resultado nos interesa

exhibir el uso de los regulizadores en la demostracidn escogida para ese fin.

TEOREMA 16. Sea 1 = p < o, y K un conjunto acotado en LD(Q). K es precompacto
4Ly s64o si para todo € >0 existe 8§ >0 y existe G CQ tal que para toda
ueKy todoh, |h| 6, vale (cf. (4))

(A) — JQ |G(x + h) - D(x)lp dx < P,

|u]? ax < €°.

(8) jQ\G

DEMOSTRACION. (A) y (B) son necesarias: de la lhipétesis sigue que existe una

e-red finita {¢.: 1 =1, ..., N} de funciones en Cs(Q). Sea (Thv)(x) = v(x + h).

~

Luego, si G =
i

[ =

sop ¢;, Tesulta (B), y en R":
;

lepd - Olg s Bep@ - o sl + Ieds - il + 18; -8, = 2A8; - T, g - 85,

y se obtiene (A).

(A) y (B) son suficientes: sea ¢ ¢ Cz(Q).

* B(x) - 3(x)|P =
3, % 8(x) = 3(x))| |j

o Jn(y)(ib(x - y) -3(x)) dy|P < J Jn(y)lT_yé(X) -8 (x)|P ay

implica

- 15 -



|pn *§ - 6"p s sup {7, 8 - $Hp: |h| = n}.
Sea ahora

éZ(Q) :){@n}, ¢ > uen LP(Q).

~

Entonces "Jﬂ * 4 - G"p

A
A

sup {HThG - G”p: |[h| <n}. Luego, de (A), y (B), si

|h| es bastante pequefio, obtenemos Jn * 0 >0 en LP(R™), uniformemente sobre K.

Ademas

n

3, * 5001 = Csup 3 6P oy xe R

n
xe R

0 sea, si h ¢ Bn(D),

A

30 % G0+ h) = 3% B00] 5 (sup 3, GNP, - i,

Luego, sobre G = G, J = {JnG: U € K} es precompacta en C(G). Entonces existe

L = {w1,...,wm} < C(G) tal que L es una ¢'-red alli para J. En consecuencia, si

n, |h] s8vye'-= e/|511/p tenemaos:

fel)
I

~ e P 1P AT
[R” |5 - 5,0P ox = JR”\G 15]° ox + JG o= w|P ox s

seP + 29[ |G - 3 % §|P ox + 2pj |3 % u - . |P dx s
G n L ]
seP + 2P sup It 8- TP + 2PePlig] = P+ 2P, qed..
ne B P

h

- 16 -



IT. ESPACIOS DE SOBOLEV EN DOMINIOS ESPECIALES.

1. DOMINIOS CON LA PROPIEDAD DEL SEGMENTO O DEL CONO. £1 dominio de definicidn

de los elementos del espacio de Sobolev W™'P(Q), m

v

0, 1 £p = », serad siempre

. . n . .
un abierto Q contenido en R, Dominios que yacen a ambos lados de su frontera

presentan algunas caracteristicas indeseables. Por ejemplo, sea Q = 91 U 92

= (-1,0) x (0,1) y(0,1) x (0,1)c Rz. Sabemos que C(Q) N W™P(Q), si p < =,

es denso en WP, 4Qué ocurre con C¥(R)? Sea u la funcién igual a 1 en Qv a

0 en {),. En este caso no existe ¢ ¢ C1(§) tal que |ju - @”1 p < € parae > 0 ar-
?

bitrario. Por eso introducimos los abiertos Q con la propiedad del segmento (PS).

DEFINICION 1. Q tiene la propiedad del segmento si para todo x € 3 existe un

entonrno Ux de x y un vecton Y, * 0 Z2af que

(1) ze QN Ux = 7 4+ ty>< € Q para todo t e (0,1).

[¢ 0]
Si denotamos caon Cz q @ las restricciones a Q de las funciones del espacio CO(Rn)

tenemos el

TEOREMA 1. Sea Q e PS, &ntonces Cz q ¢ denso en wm’p(Q) 501 £ p < oo,

(Como R ¢ PS del T.1 se deduce el T.12 del Cap. 1: wg’D(R”) = uw™PRM.)
Con excepcidn de los dominios con la propiedad PS todos los otros dominios

especiales que consideraremos seradn acotados. El abjerto 91 X 92 citado arriba

aunque no posee la propiedad PS si posee la propiedad del cono (PC).

DEFINICION 2. Q € PC 54 existe un cono finito C tal que todo punto x g Q es

véatice de un cono Cx congruente a C y contenido en Q.

Por un cono finito entendemos la interseccidn con una esfera Br(D) de la pro-

yeccidn desde el origen de una esfera abierta contenida en Rn\D.

- 17 -



DEFINICION 3 (Propiedad del cono uniforme (PCU)). Sea Q acotado y
{Uj: j =1y eees N} un cubrimiento finito de 3% {Cj: 3 =1y vees N} wuna Lamilia

Zinita de conos congruentes a uno dado C y con vértices en {0}, Sea

(2) uj=u{x+Cj:ernuj}.

Q e PCU 54 Qj(: Q0 para todo j.

2. DEMOSTRACION DEL TEOREMA 1. Sea f(x) ¢ C;(B2(D)), f(x) =1 en 83/2(0) y

M = sup “aaf"w; 0<e <1, fF8(x) := fex). Luego, F&(x) =1 si Ix| < 3/2¢
la] = m

y |3%5(x)]| = me |

HA

M. Por tanto, u e W™ P(Q) implica que u® := f& u ¢ W™ P (o)
1a%E(x) | = | [g} 2Bu(x). 5% BrE(x) ) sm ¥ [g]|aﬁu<x)
R sa B =a

QE = {x g @ |x| > 1/¢} entonces

. Si

€ €
"U - u "m,p‘Q "U -u "m,p‘Q s "U"m’DIQ t "UEHm,plQ =
) € € €

A

K'"U"m,p|Q + 0 para ¢ » 0.
>

Con esto hemos probado el siguiente

LEMA 1. Cualquiena sea Qb fLa familia de funciones en wm’p(Q), 1 £p < oo

soporte acotado es densa en el espacio.

con

Sea ahora u £ W"*P(Q) de soporte acotado K en Q. Sea F = K\U{ U ... u U, donde

B k
UB es un entorno de un punto de 30 con la propiedad (1) y y U' es un cubrimien-

1

to de 3N N clausura de K en R". Sea Ué un abierto tal que Q o o Ué D F  com-
pacto. Luego Ué Useo U U& D K. Existen abiertas Uo’ e Uk tales que U, c c U

k
pero todavia y U

U 3 DK, Sea {wo, oo wk}, sop wj(: Uj’ una particion de la uni-

dad para K. Definamos uj = wju. £l resto de la demostracion consiste en encon-

- 18 -



o

J

El caso j = O se obtiene por regularizacidn pues sop u_ < c Q. Veamos el caso

oo
trar, dado € > O, ¢j € CD(Rn) tal que “uj LN I PO PR

j=1.5eal = UH n 3q, Ft =T - ty1, 0<t s t0 <1 con t_ tan pequefio como

8]
para que thz Ul para todo t. Sea z = Y - ty, € I - ty, = Ft‘ Entonces z € Q

equivale a Y - ty1 e QN U{, 0 sea, si y sblo si Y =2z + ty1 e Q (PS). Pero

Y € T =Q\2, contradiccién. Luego I', ¢ (N, Sea E, = U U U r . F
t t 1 ' Tt
0 0<tst 0
0
es un abierto que prolonga a U1. Sea
( ) ( ) ///’ _"'\-\'\~\
v x) =ux +1Tvy,), - —— -
T 1 1 '/,/ IaQ // — \3«\ \\\
/ AN
D<Tst, ST | / oo® \

o / 0,\\ .
Q \
/ |7 e T \

/[ r——= Vo
pero de manera que sop v CE, / ' | \ \
0
l :
| !
\

Entonces en ET vale

NN )/
(0% )(x) = (%0, )(x + 1y). \ \ .
. '1 T \\Ll-"k U / 7

1
\ ERNAN >4
. o a N /S
En consecuencia, 3%v_ » 3% N ayd
T 1 ~N \\ — e
\\I — -
~ -
en Lp(Et ) para T + 0. Pero | '_UT
o : 1
Ft es acotado y ¥ { para I o Y1
)
t, ¥ 0. Luego, si la] < m, Figura 1

3%y — 3%y en LP(U,).
T U1 T >0 1 1

Sea n tal que "Uﬂ - U1”m,p|U1 < g/2. Sea dg = Jg ¥ v, con § suficientemente

pequefio de manera que o5 € Cz(Et ). Del T. 10, Cap. I, sigue ahora que
0

"¢6 - Vn”m,D|U1 < ¢/2. Por tanto, H@5 - U1”m’p|Q < g, ged..

3. NORMAS EQUIVALENTES. En el teorema 13 del capitulo I vimos que para dominios

- 19 -



N acotados ”'"m Vale aln el

- m,|.|m’p.

. p p \1/p
TEOREMA 2. Sea ((u))m,p 1= (|u|D’p + |u]m p) s 1 sp<o,mz 1. ((L)) es una

noama equivalente a

m,p 2 los siguientes casos

(L) en WE’D(Q)s Qc R,

(il) en Wm’p(Q), Qe PC y acotado.
DEMOSTRACION. SOlo probaremos (i). Extendiendo trivialmente los elementos de
WE’D(Q) obtenemos un isomorfismo isométrico entre este espacio y un subespacio

de W"P(R"). Basta entonces considerar el caso Q = R. Sea d e C:(Rn)- El siguien-

te teorema 3 nos dice que

+o0 D 4o > D 4o
(3) i dx. s Ke 99 ox . + K |<I>|p gx .,
9 J ax% J € ]
Eee] J -0 J -0

para £ £ (0,o) K - K(p). Tomando ¢ = 1 en (3) resulta

8] 8] 8
y también
p
(5) |®|p < Kn(tELlLE +elo Py
2,p = £ € '3’9 )

Reemplazando en (4) y eligiendo € adecuadamente obtenemos

(5) (017, =k (oIS e Jolf )+ [off /2.

y por tanto, |®|$’p < 2K"'(J®|§’p + |®|8,p). Siguiendo asi logramos
p P P
(7 912, s k(o2 s Tolp ).

De (7) sigue enseguida la tesis, ged..
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TEOREMA 3. Seq - 2@ <b 0o, 1 sp <o, 0 < €5 < oo, Existe K = K(go,p,b - aj,

que depende continuamente de b - a g (0,0], tal que para todo es:(D,ED) Yy para

toda T € Cz(a,b):

b b K b
(8) [T1er)® ot s e 1) ot + [ 1P ot
a a € Ja
Sib -a=ow K=K(p)y puede tomarnse €, = ©.
DEMOSTRACION. Basta demostrarlo para f real, y sblo probaremos el caso a = —c0,

b= +o Sea £ € (0,1/3), n e (2/3,1), x ¢ (0,1). Tenemos, para cierto ) e (&n):

)] = ”(TQ :55” < 3([F0)] + [FE)]),

1

X
H%w|=H%M+JA“&)d|gﬂﬂ@|+ﬂﬂﬂ|+[[”&Hdm
]

1/3 1

1
1 1 < + 1— " <
g I} s JD | f&)| ot J2/3 [f(n)| on + 5 JD |[f"(t)]| ot =

< J1 | F(t)] ot + 1—J1|F"(t)| dt
0 g '

1
Por tanto, |F'(x)| s jD (BIF(E) | + [Fn(e)]) o, v

1 1
| £1(x)| P < 2PT P J || P gt + 29'1[ len P g
0 0
Integrando la dltima desiqualdad resulta
1 1 1
(9) J |£1]P dt < K [J |17 dt + J |£[P dt].
0 PJo 0

El cambio de variables x = A + (B - A)t, F(x) := f((x - A)/(B - A)) da lugar a



la siquiente relacion:

B B 5 B
(10) (8 - A)DJA IF (x)|P dx s KDJA FOOIP ox + K (B - A) DJA|F"<X)|F’ dx,

valida para toda F ¢ C2(R). Sea ¢ = (B - A)D, tenemos ahora, para toda f ¢ CZ(R):
B B B

K
(11) J |f'|D dx < £ J |f|p dx + K J lf"lp dx.
A € Jp P

Es decir, (11) vale sobre todo intervalo (A,B) de longitud igual a g1/p. Suman-
do sobre intervalos consecutivos obtenemos la desiqualdad buscada, ged..

Valen las siguientes estimaciones (Ehrling, Nirenberg, Gagliardo):

TEOREMA 4. Sea Q € PC, 0 € PS y acotado, y O < £, < @ Existe K = K(go,m,p,Q)

BA

tal que parna todo € € (D,eo] y para todo j, O Jsm-1, se tiene

(12)

<

K
|U|j’p = KE'UIm’p + W IUIO,D’

para toda u g WP(Q).

4, EXTENSIONES. Es ya clasico el problema de extender funciones con ciertas pro-
piedades de un dominio a otro que lo inculuya manteniendo esas propiedades. Re-

cordemos, por ejemplo, al teorema de Tietze, los resultados de Whitney, etc..
Sea Q — R". Por una extensidn simple de W"P(Q) en w™PR™M), o me jor, m-exten-

sion simple, entenderemos una aplicacidn lineal £: W™'P(Q) » W™ P(R™) tal que

1) Eu(x) = ulx), c.d. ,
2) ”Eu”m’p < K”u"m’p, K = K(m,p).

La extension se dird fuerte si la aplicacidn E es una k-extensidn simple para

todo k, k =0, 1, ..., my vy todo p, 1 < p < w. (En este caso E debe estar defi-

nida sobre U LP(Q).)
1 p < o

IA
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DEFINICION 4. Sea Q acotado. Dizemos que Q es CM-tegular (Q e PC") 5¢ existe un
cubrnimiento findito U1, cens UN de 3y una familia equiindexada de transforma-

ciones m-requlanes, m 21, (cf. 89, Cap.I) tal que, para todo j, Qj: Uj > 81(0),

-1, - . .- gt
oy B,(0) > U Ui 2) = {y e B (0):y >0 :=8".

TEOREMA 5. Sea § € PC". Entonces existe una m-extensién Luerte para Q.

No demostraremos en detalle este teorema. El nlcleo central de su demostracidn

se encuentra en el siguiente

TEOREMA 6. Sean 9 = R'; = {x e R": x >0, m

v

1. Exdste una m-extensién fuente E.
DEMOSTRACION, Sea u medible definida en Rz. Entonces

u(x) si xn > 0,
Eu(x) :=
m+1

j{1 Aju(x1,...,xn_1,—3xn) si x_< 0.

Analogamente definimos un operador semejante a E:

u{x), ><n > 0,

Eau(x) i=

m+1 )

;o3 " Aj.u(x1,...,xn_1,-jxn), x < 0,
J=1

donde los coeficientes Aj se eligen de manera que

(13) DG AP

Q = (a',an) = (u1,...,an_1,an) es un multiindice con |a| < m. La matriz

ij = (—j)k tiene determinante distinto de cero (Vandermonde) lo que asegura

la existencia (nica de los coeficientes Aj' (Notese que la definicidn de gu
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s6lo depende del indice an.)

Como R: tiene la propiedad del segmento, la restriccidn a R: de las funciones
C:(Rn) es densa en mm’p(R:). Sea u un elemento de esa familia C'. Veremos a

continuacidn que Eu € CE(RH) y Eu € CE—‘Q|(RD).

En Rn\{xn = 0} tenemos, si Ial s m, x!' = (x1,...,xn_1),
Bau, x >0
o n
(14) 0 Eu =
m+1 @ (a',an)
Y A(-3) .(0 u){{x',-jx ), x_ <0,
=1 3 N n

0 sea, alli

(15) 3% (EW (%) = £, (3%)(x).

De (13) se deduce ahora gue si X, F 0, — 0, 3%u(x) converge a 3% en {xn = 0}.

o : . . n
0 sea, 9 Eu puede prolongarse a una funcidn continua en R, que denotaremos con

el mismo simbolo. Sea ¢ € C:(Rn). Integrando por partes obtenemos

J ) Eu(x). (<) 12138 0x) ax = J (8%0) (x) . 0(x) dx.
R R

Es decir, 3%u es la a-ésima derivada de Eu en D'y y del lema de Du Bois Reymond

se concluye que es también su a-ésima derivada en el sentido usual. Ademas, de
(14) obtenemos

(16) JRn |E0L80Lu|p dx = K(m,p,a) JR“ |3%0|P dx,  |a| = m.

+

Supongamos que ct s u, > Vv en mk’p(Ri), mz kz |a|. Como a“un + 3%y en LD(RS),
de (16) sigue que {Eaéaun} converge en LP(R™); en particular Eu_ converge en

LP(R™). Como 3%u_ = £ 8% resulta que
n a® n
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*(1im Eu ) = lim £ (3%u ).
n s} n

Pero lim Eu_ = Ev y lim Ea(aaun) = Ea(aav), o sea, (15) vale para toda u ¢ mk’p(R:),

n

c.d. R'. De (16) se concluye entonces que

(17) J |3%u|P dx < K(m,p,u)J |3%|P ox,
R" R

+

siue WPRY), |a| sk, ged..

5. DESIGUALDADES QUE INVOLUCRAN SUBDOMINIOS COMPACTOS. La desigualdad (12) del

T.4 puede mejorarse asi:

TEOREMA 7. Sea Q € PC o PS y acotado. Sean O < g, <= 1 £p<<owyDsjsm-~-1.

Existen una constante K = K(eo,m,p,Q) y para cada € € (U,eo] un dominio QE tal

que Q€c:\: Qy para toda v e WPQ):

K
(18) Wlp.0 = K€l 0,0 * 7Y 1Wlo,p,0 -

No demostraremos este interesante resultado. Asi como el teorema 4 depende de

la estimacion (8) del teorema 3, el teorema 7 puede demostrarse con el siguien-

te refinamiento de esa desigualdad (8).

TEOREMA 8. Sean - <a <b < 4w, 1 2p < g > 0. Entonces existen K = K(p,b-a)
y 6= 8(esb-a), 0<8< (b - a)/2, tat que parna toda f ¢ Cq(a,b) vale

b b
J | F(t)| P ot < KEJ [Fr(£)]P ot + KJ |F(£)|P dt.
a a a+§

DEMOSTRACION. Sean a = 0, b = 1,-% <y <-%, 0 < x <1. Entonces

X 1
[fly) + J Frit) dt| < |F(y)] + J |f'(t)] dt.
y 0

[P0

IA
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Integrando y entre 1/3 y 2/3 obtenemos

2/3 1
(19) IF(x)] = 3J1/3 [f(y)| dy + J [Fr(t)| odt.
0

Sea p > 1. Entonces

2/3 1
17 (x)|P s 29'1.3D<j 1F(E)] at)P + 29'1(J 1F1(t)] gt)P
1/3 0
implica
1 2/3 1]
(20) 1F(x)|P < 2P .3J 1F(£)]P ot + 2P" J 1F1()|P o,
1/3 0

que contiene como caso particular a (19)., Integrando x entre O y 1 obtenemos

1 2/3 1
JD 10| P ox = KD(J1/3 RO JD 11| P ox).

Seat =a+ x(b-a), x=_(t-a)l-a), F(t) = f((t - a)/(b - a)). Entonces

b - b-a
b 5 3 b
J [F(t)]" dt/(b - a) < Kpj IF(t)]P at/(b - a) + K J IF () [P(b - a)P dt/(b - a).
8 a + 222 Pa
3
Lueqo,
b b-a
b b - 3
(21) j |17 dt < K, (b - a)pJ |F1P dt + K J 1£]P ot.
a a P b-a
et T3

Dado € > 0, sean n un entero tal que n™® < ¢, a. = a + (b - a)j/n y § un ndmero

J
en (0,(b - a)/3n). Entonces
b n .a. n pra. a.-(b-a)/3n
b
J |F|P ot = § J JOFIP dt < ) (=) f JoeP gt « J J |F(t)|P at =
j=1 . j=1 .
a =8y J 851 ®3-1+(b-a)/3n
b b-8
s K0+ (b - a)p){ej [Fr]P at + J |17 ot}, qed. .
a a+d
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IIT. TEOREMAS DE INMERSION.

1. INMERSIONES CONTINUAS. En este capitulo presentaremos teoremas en los cuales
un espacio de Sobolev se sumerge continuamente en otro, y comunmente llamados
teoremas de inmersion de Sobolev, aunque algunos son el resultado de refinamien-
tos debidos a Morrey, Gagliardo y otros, de proposiciones que si son debidas
justamente a Sobolev. También consideraremos la situacidn en la cual la inmersidn

es compacta y que hecha raices en trabajos originales de Rellich y Kondrachov.

TEOREMA 1. Sean R € PC y 1 £ p <®, j y m enteros no negativos?

iIn
0
IN

(1) mp <nyposq s =50 = wP) o w)h(g),

(2) mp=n,psg<o= Uj+m’p(Q) S Wj’q(ﬂ),
(3) mp>n=wMPQ) c3(@),

(3') m=n, p=1=uwN Cé(n),

(4) si se reemplaza W por W (1), (2), (3) y (3') valen sin restricciones

sabre ,

(5) si Q es ademés acotado (1), (2), (3) vy (3') valen aln para 1 £ g < p.

COMENTARIOS. (a) Eé(Q) ={ue C)Q): 3%u acotada para la] = j}. La inclusién

en (3) significa gue en cada clase de equivalencia de wt™P(q) hay una funcidn

de CJ (y que Kful . 2 sup [3%u]). Con sélo la propiedad del cono
B " "J+m,p la £j+m x | ' prop

para §) no debe esperarse que Cé(Q) pueda reemplazarse por Cj(ﬁd (C:Cé(Q)).

(b) Las constantes K que se logran obtener en las inmersiones (1) - (3'") depen-

’ 3 - .
den de parametros del cono, de j, m y n, pero no de Q. 51 no se pretendiera esa
3 « 7 3 . - s - . .« 7
precision las inmersiones se reducirian a la simple inclusidon. En efecto, sea

W™P (@) = wFr Y (). Sigue inmediatamente que la aplicacidén identidad es un opera-

dor lineal cerrado, y por tanto continuo.

(c) Las inmersiones mencionadas en el teorema quedaran probadas si se demuestra

el caso j = 0 de ellas. Por ejemplo, supongamos gue

W™ PR) o wP9q) = L),
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m+j!p(Q)

Sea u e W . Luego 3™ ¢ wm’p(Q) si |a| £ j, y por tanto %u e LY. En
consecuencia u € wj’q(Q). Ademas |ull, = ( y naaunq)q/q < K( ) ”BOLHD )1/D <
JsQ < : g < 3 msp
al £ al <]
= Kl

(d) Supongamos m(Q) < », esto ocurre en particular si § es acotado. Sea f ¢ Lq,

entonces |f| = C(m(Q)).

|f”q si 1 £t <q. Aplicando esta desigualdad a aau,
|a| < j, por ejemplo en el caso (2), obtenemos

lul,q < KEm@) ol s

para todo g € [1,p]. Y esto prueba (5). Las inmersiones con g < p no deben espe-

rarse si m(Q) = o,

(e) Veamos la demostracion de (4). Supongamos demostrada, por ejemplo, la propo-
sicién (1). Como R e PC, vale entonces mj+m,p(Rn) Cé-wj’q(Rn). La extensidn
trivial asegura que mm+j’p(9) C#—mm+j’p(Rn) isométricamente. Luego

wm+j,p(Q) s wj’q(Rn). Como las funciones en el primer espacio "se anulan en

Rn\Q" tenemos

W™ P () o i 9(g).

(F) DEFINICION 1. Sea 9 acotado. Diremos que QU tiene un contorno flocalmente
Lipschitz (Q € L) sd existe un cubrimiento finito de 39 pron abientos U, , u

,] s ey n
tal que en cada Ui hay un sistema ontogonal de coordenadas en el cual 30 0 Uo
es nepresentable por una funcidn fi(g1""’€n—1) Lipschitz-continua y Q N Ui

puede defininse pon En < fi(gi,...,gn_1), (cf. 85, Cap., I),

Obsérvese que Q ¢ L = Q ¢ PC.

Cuvando Q e L se presentan inclusiones del tipo

WP () < I N@), 0< <.

(g) Si el par p,q en las inmersiones del tecrema 1 lo representamos por el
punto (1/p,1/q) en el cuadrado [0,1] x [0,1] las relaciones (1) - (5) se pueden

. . ’ Id .
visualizar y recordar mas facilmente en el caso que m £ n.
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Nl g

ﬂ
m
1,1 "
a P J{
(1)
N f?o
P R
€ NVEV
T /A (3') 1
Figura 2 p

S

2. INMERSIONES COMPACTAS. Importantes aplicaciones tienen los resultados prece-

dentes en el caso que ademas de continuas las inmersiones en cuestidn sean com-

pactas.

TEOREMA 2. Sean Q acotado € PC, 1 £ p <oy, j 20, m> 0.

(<) mp < n, 1

A

(ii) mp =n, 1 59 <w= wWMPQ) o c w9 ),

(iii) Qely, n <mp = mj””’p(sz) s> Cy Cj(ﬁ).

Las relaciones se escriben también como

(i) D<1E—§<-15§1,
. 1 m_1

(11)D<qs1,n—p,
caay ] m

(iii) 5 <=

y pueden visualizarse en el cuadrado de los tipos de la siguiente manera (si

[1L]
F]—<1).
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4r-3|5 —dk

101
p

Figura 4

COMENTARIOS. (a) De (iii) sigue que W™ P(Q) Sy L9Q) para 1 £ q < @ pues

ul = c(m(Q)).|ull. Estas inmersiones corresponden al caso (iv) de la figura 4.
q (o]

(b) Las immersiones (i) - (iv) son compactas también si reemplazamos W'’* (%)
por mg"(Q) y sin hipltesis adicionales fuera de la acotacién del dominio. En
efecto, Q < esfera € L, (cf. (d), §1).

(c) Basta demostrar el caso j = O del teorema 2. En efecto, supongamos

W™ P(Q) S wU’q(Q), y sea {ui} acotada en W™ 3'P(Q). Entonces {3aui} es una
sucesidn acotada en mm’p(Q) para |a| £ j, y por la hip4tesis, es precompacta en
LHQ). Sea {ui} C:{ui} tal que {Baui} converge en LY para todo a, |a| s j.

Luego {ui} converge en W'H(Q). qed..

3. DEMOSTRACION DE ALGUNAS DE LAS PROPOSICIGONES DE LOS TEOREMAS 1 Y 2. Supon-
dremos ya demostradas las proposiciones (1) y (2) del T.1. De (c) §1 y el siguien-
te lema se obtiene (3) T.1, pues las constantes de immersidn gue se logran para

aguellos casos son de la misma naturaleza que la indicada en el lema.

LEMA 1. Sean 1 £ p <, mp > n, Q con La propiedad del cono. Entonces
MyP Q (i Q) s . ., ’
WE(R) CB( )2 La constante de inmensién K depende solamente de pardmetaos

del cono invariantes por movimientos rigidos y de m, n y p.
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DEMOSTRACION. Si probaramos que para ¢ e C (Q) vale

(6) sup |¢(x)]
Q

A

K16l 5,

podriamos costruir para cada u e W"’P(Q) una sucesién {o )} = W™ P N c®(Q) tal
m’p .« &

que ¢n >uenl . De (B) seguiria que

u e CB(Q), y que (6) valdria para toda !

u ¢ W"P(Q). Para demostrar (6) suponga-
1.

mos provisoriamente que m = Tenemos,

(ver figura 5),

Ty
o(x) = ¢(0,8) = ¢(r,8) - Jo Trolt,e) dt,

h
6 ()] = [6(r,8) + JD|grad 5(t,8)| dt,

m(Q) |o(x)]| =

Figura 5

h n-1
< J [6 (y)] dy +—J [J lgrad ¢(t,8)| ot] w(e) r dr dg.
CX Cx 0

Agui y = (t,8)s t = |x - y|. Por tanto el Gltimo sumando es igual a
h" d
——-J |grad ¢(y)| —————X—E:T-y en consecuencia
" |x - |
X
(7) m(Q) |o(x)]| =
1
1/p! " dy /P
s ()P ol g e+ T Noxas ol - ||
X p|c, © N p|C c, |x - yl(n—1)p'|

n -

Como %-> %—equiuale a 37 > 1, o sea, a p'(n - 1) <n, resulta
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(8) Id)(x)l < K,!||d)||1’p|cx = K1I|¢”1’D’Q.

Sea ahora m > 1 y 1/n > 1/p. Entonces

(9) |o(x) | = K||¢"1,D|Cx s K"(b”m,plcx = K||¢"m,p,§2'

< %-entonces existe k, 1 =k £m -1, tal que

(10) 5_5_1 ck+1
n-p n
Si-& <1 elegimos r de manera que-l :=-l - E} si L. l,
n p T p N n_ p
(11) 0<Lcine (LY
r p’n’’

De (10) y (11) sigue que r'(n - 1) < n, o lo que es lo mismo, que n < r. Usando
(7) y (1) y (2) obtenemos

(12) |6 (x)]

A

K1||¢"1,r| Cx = K2"¢|Im_k’rl[:x = K"‘b"m,plcx s K"(b"m,p|Q’ qed. .

LEMA 2. SeanQeL,%>

w
o3

) 1 £ p <o, ntonces

T |-

U™ PR) = VA @),

(i) O0<Xxsm-n/pasin>{(m-1)p,
(ii) 0 < A <1 sin=(m-1)p, p> 1,
(iie) 0D < X =21 simn =m -1, p=1,

La constante de inmersidén depende solamente de m, p, N, diam Q y las constantes

de Lipschitz de las representaciones del contorno.

DEMOSTRACION. Si Q satisface la propiedad de Lipschitz entonces satisface la

propiedad del cono, luego, por el lema 1 sabemos que u g mm’p(g) implica

u e CB(Q) y que vale
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(13) sup  Ju(x) |

<K .
o By, 0

Veamos que para X adecuado y cierto r

(14) sup L= 0L ey
Xy € Q |x - y| » 540
X Zy

Supongamos por un momento que Q es el cubo unitario.Si 0 < t < 1, Qt designaré

a un cubo de lado t paralelo a  tal que §£ Q. Sean u e C(Q), X,y € Q,

|x - y| = 0 <1. Entonces existe QO tal que §6<: Qs X,y € ﬁé, Sea 7z ¢ QO'
! d
ulx) = u(z) - [ —ulx+ t(z - x)) dt=
g dt

1
lu(x) - u(z)]| = CoJDI(grad u)(x+t(z—x))| dt =

|u(x) "%T[ u(z) dz| =
o Q Figura 6

1
< —= J dz J |grad ulx + t(z - x))| gt =
Q 0

O

1

C
= J dt J lgrad u(x + t(z - x))| dz =
n-1 0 Q
o o
C ! -n
= —= J t  dt J |grad u(x{1 - t) + m)] du = A.
o 0 "
o]
1 1
Supongamos ahora 0 < T <% - Entonces

1 C||grad ul| 1
C 1/r' | -n _ iy dt
A < —o'M lgrad ull . o JD m(g, | tT dt = n JD o/t
r
a
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(15) ubx) -uly) | = K|x-y] t. larad u|

Esta féormula vale aln para un paralelepipedo P como

1.0

formacidén lineal no singular. Elegimos r:

sin>(m- 1)p

(18) sin={(m-1)p

sin=m-1ynp

Sea § _ tal que si \Ij = {x ¢ Uj: dist (x, 3U.) > 8} adn {J Vj S 30

1,

J

Q0

m-D‘<1’
p

1,

A= 1

J

(3 =15 25, «eus N), vy podemos eleqgir 50 tan pequefio como para que si x ¢ Q vy

se demuestra via una trans-

dist (x, 3Q) < 60 entonces x ¢ \Ij para cierto j. Sea ahora P un paralelepipedo

de diam 62 < 260 tal gue para todo j

congruente con P, para el cual vale

x +P.cCU.
J J

La existencia de un tal P esté

Sea x € \Ij N Q, pPara cierto S,
D<§ < 62, si Ix - y| < §

entonces

z:(x+Pj)n(y+Pj)zw,

y existe z ¢ Z,

(17) x-z| + |y-z| <8, |x-v],

con §, = 61(P). (Esto es fécil

verlo cuando P es un cubo. Una
transformacidn lineal no singu-

lar da cuenta de la desigualdad
final (17)). Luego, si

ue C°nu™P):

Sng\/an.

=1, «..y N, existe un paralelepipedo Pj

asegurada por poseer { la propiedad de Lipschitz.

P.
J

- 34 -
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(18) [u(x) - u(y)] = Ju(x) - u(z2)| + Julz) - uly)]| s (por (15)) =

A A
e R L M ) 1Y B ) PR L Ty
J

Aplicando en los tres casos (16), (1), (2) y (3') del T.1 respectivamente, obte-

neoms
lgrad U"r B |"l||grad||u||m_1’p’Q £ M'“U“m,p,g'

En consecuencia,

(19) lu(x) - uly)]| =K. |x - ylxnu“m,p,g.

Sean ahora x,y € €, |x - y| < 8. Si dist (x,30) < 62 entonces x € V. para cier-
to j y puede usarse (19). Si dist (x,89)2>62 < dist (y,oR), nuevamente es apli-

cable (19) (cualquier paralelepipedo congruente con P sirve para la demostra-

cibén de esa desigualdad).

Sea ahora |x - y| z 8. Entonces

lu(x) = uly)| = Julx)] + July)]

IA

(por (13))

A

K A
T R L T,

Sea u £ W™P(R) arbitraria. De (13) y la densidad de C:(Rn)lQ en W"P(Q) obte-

nemos (19), y por tanto el lema para los valores extremos de A en los casos (i)
y (iii) y para X € (0,1) en el caso (ii). Puesto que Q € L, © es un dominio

acotado, y por tanto (i) e (iii) se deducen de los resultados ya obtenidos, qed..

COROLARIO 1. Sean m, N, Py, Ay Q como en el lema 2. Entonces

(20) W™ P(Q) = I M@,

DEMOSTRACION. Véase §5, Cap. I, qed..

DEMOSTRACION DE (iii) DEL TEOREMA 2. Sea % > 15 >0
n

2=

y, O <A <m - n/p. Del

lema 2 y el teorema de Arzelad-Ascoli obtenemos

WP o M@ e o oy,
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Sea ahora M— . De (3) T.1 obtenemos

|-

utmPg) & clig) & (@) o o c@.

Luego, si n < mp, W™P(Q) & < c(Q), y (iii) sigue de (c) §2, qged..

4. CONTRAEJEMPLOS. En esta seccidn queremos exhibir un par de ejemplos que su-

gieren, como es cierto, que los resultados del T.1 son los mefones posilles,
Supongamos 0 € { :JBzRiDi, f e C:(Rn), f=17ent R, =0ent 2 2R,
11

mel <l _m _ A n
EJEMPLO 1. Sean — T 5w u(x) = |x|”. Entocnes, en R™\D,
l

A— 3 . 14
aau(x) = Pa(x).|x| 2|a ’ Pa polinomio homogéneao de grado lu

. Lueqo,

Iaau(x)l < Ka|x|xﬂlul. Supongamos (A - m)p + n > 0. en este caso,

R
10% [P ox s m.j o-lal)p+n-1

do < », |a] = m,
0

JBR\D

R Ag+n-1
lul? dx = C.J pd dp =, Ag + n < 0.
0

J&}D

-A

< — - D existe A tal que lez2e
n q n

1 1
Como 3°p - %3 y por tanto satisface las con-

1
p
diciones exigidas a este parametro. Vimos entonces que u € mm’p(Q\D)\\Lq(Q\D).

El T.5 del Cap. I nos asequra ahora que u € W"P(Q)\ L9(q).

EJEMPLD 2. Sea 1 < p = n/m < o, Construimos u e wm’p(BR) y u ¢ Lw(BR):

En R™\0 vale (por induccidn) que

Q
aalJ(x) = )

Py +(x) x| 721el (g 4R )5
=1 %

Ix[=
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con Pa i polinomio homogéneo de grado |a|. Entonces
: |

o] i y
3127191 (arypx )P,
3=

|a%u| P <

ol (R pcde - e a
(21) J |3%|P ox s m 'y J (g — 0 dp <
Bo\D =170 P

si |a] <m. Si |a| = m, haciendo t = 1g %?-, la (ltima integral en (21) coinci-

{oe]

de con ARJ t™IP gt <opues j z1, p>1. Como en el ejemplo anterior
lg 4

m’p
uel (BR).
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Iv. DUALIDAD.

1. TOPOLOGIAS DEBILES. Antes de comenzar con el estudio de los duales de los

espacios de Sobolev recordaremos aqui algunos resultados importantes sobre las

topologias débiles en espacios de Banach.

TEOREMA 1. Sea X un espacio vectorial con dos topologias Localmente convexas,

Tyr Toe Si los ENT (X,T1) 7 (X,T2) admiten las mismas funcionales Lineales con-

tinuas entonces tienen Los mismo convexos cerrados, (cf. [3]7).

TEOREMA 2. Sea X un espacio de Banach y w su topologia débil. Entonces (X,u) es

* *
un espacio vectornial topolégico localmente convexo Y (X,".") = (Xow) , (¢t [3]).

TEOREMA 3 (Eberlein - Smulian). Seq A < X € Banach, Las siguientes proposicio-

nes son equivalentes:

(L) R es déb.ilmente secuencialmente compacto,

(ti) todo subconjunto infinito de A tiene un runto limite débil en X,

(Lid) Y es délilmente compacto, (cf. [3]).

*
TEOREMA 4 (Alaoglu). La esfera unitaria (cerrada) de X , X gBanach, es compac-
ta en la X-topologia, (cf. [3]).

*%
TEOREMA 5 (Goldstine). Sea ®: X » X » X de Banach, ¢ la inyeccidn candnica.,

* *%
Entonces ®(B1(D)) es X -denso en B,I (0), (cf. [3]).
TEOREMA 6. X ¢ Banach., X es neflexivo si y 800 s 81(0) es w-compacta, (cf. [3]1).

TEOREMA 7. X ¢ Banach. X ¢ neflexivo s4ii 81(0) es délilmente secuencialmente

compacita,

Veamos la (ltima proposicién. Si X es reflexivo entonces 81305 = 81(0) (T.1)

es w-compacta (T.6), luego B1(U) es débilmente secuencialmente compacta (T.3),

luego es débilmente compacta (T.3), y por tanto X es reflexivo (T.8).
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2. REPRESENTACION DE LAS FUNCIONALES LINEALES. Sabemos que existe un isomorfis-

mo isométrico P tal que

P: W™P(Q) »w CLE(Q),

donde N = #{a: |af

IA

m}. Para determinar el espacio de funcionales lineales
*

continuas sabre W™P, (W"P(Q))", es preciso conocer el dual de Lﬁ.

*

)

1
TEOREMA 8. 1 s p < . Sea L ¢ (LE . Entones existe exactamente un v ¢ Lﬁ tal

que pana todo u g Lﬁ se tiene

(1) L(u) =

<uj,v >
J

It~ 2

* ! * 1
Ademds, L3 (LR || = [JvsLl | €5 decin, (L) 2 Lp .

Dejamos al lector la demostracidn de este resultado, (cf,[1]).

TEOREMA 9. Sea 1 = p < o, Para todo L ¢ (mm’p(g))* existe v g Lﬁ'(Q) tal que
(2) L(u) = ) <8ulJ,Ua>, v o= {Va}'

Ademd s,

(3) LI = min (lu): v e (2)).

*
DEMOSTRACION. Primero trasplantamos la funcional L a W: L (Pu) = L(u). Luego,

¥ .
extendemos L de W a LE(Q) sin cambiar de norma. Sea L' la extensidn, luego,

Il

It

1
. Existe v ¢ Lﬁ tal que L'(u) = y <uy vy siue WMP(Q):
m

(]
IA
X
72}

L(u)

) <aau,va>, ged. .

’ 3 m
NB. En general v no es dnica. Sea u = ¢ ¢ CO(Q) no es denso en W"'P(Q). Enton-

ces
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L) = T <o, (-0l > - 1p),

con T =17 (_1)la|a“ua € D'(Q). Luego, L es una extensidn de T.
Es claro que el teorema 9 vale también para wg’p(n) pero en este caso T «»> L
pues C: es denso en mg’p y T =1L

*
C
0

* ' '
TEGREMA 10 , 1 £ p<o, (ME’D(Q)) es 1sométnicamente (somonfo al espacio de

Banach de fas distriluciones T de Za Lorma

(4) T = ) (-1)8%Tv_,
0= |al sm @
1
donde Tva nepresenta a fa funcién Vo e LP (Q), nomada POR "T" = inf {"V: LE'”:

!
V= (heey Vi eed)s vy € P, Ve (4)).
NB. Recuérdese que no necesariamente la representacién es (nica y que por tanto

existird v tal que ) (—1)|a]8avu =0 (D).

_ '
3. EL ESPACIO W™™P (Q). Queremos probar el siquiente resultado

1
TEOREMA 11. Sea 1 < p < o, Existe un dnico elemento v € Lﬁ () que satisface
(2)y (3).

Para demostrarlo veamos el siguiente

LEMA 1. Sea X un espacio de Banach con nowma uniformemente convexa. Si

*
0 2L € X entonces existe un unico elemento w € 81(0) C X tal que L{w) = "L".

DEMOSTRACION. Sea {w_} < B,(0), ”mn“ > 1, L{w ) > L. {‘”n} es de Cauchy. Si no

fuera asi existiria un € > 0 y pares n,m tan grandes como se quiera para los

W+ w
n m

cuales ”mn - wm” 2 g, 5

v

1 - §(g) > 0. Entonces
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+ w

(5) e Ly

2

1 1 1
2 W)_ . —2-|L(lun) +L(u1m)| > 3 3 "L" ,

contradiccidn. Luego, {un} es de Cauchy vy W >, L(wn) = |4l - Si existieran
w y w tales que L(wn) = L(wm) = Ll Ju, - w | z e > 0, entonces, nuevamente

‘ 1 1 1 . e
por (5) obtendriamos |L| z T35 Qe + ) = T3 Ll > ||t » contradiccidn,
qed..

LEMA 2. 7oda funcional lineal continua . s08re un subespacio W de LE(Q),

1 <p < o se extiende a LE(Q) en foama Unica si preserva noama.

DEMOSTRACION. Si existieran dos, L;, L,, tendriamos ||L,| = Tl = il = Llw),

lwll =1, wew, (cf.Cap. 1, 82, c)). Luego, |u| = w(L/|L]) = w(b, /L), 1= 1, 2.
D\*
0 sea, w como elemento de (LN)

lema 1 sigue inmediatamente que L1 = L2, ged..

t
= Lﬁ , toma su norma en Li/”Li"’ i=1, 2. Del

El teorema 11 se deduce ahora del lema 1.

DEFINICION 1. W™P'(Q) := {T e ' (Q): T = ¥ (-1)|“|a“ua},
=

HT;w—m’p'” = inf {"V;Lﬁ'(Q)": V=(eee b v 5 ved), (1 p<w).

! 1
Sea F := {(Vq,...) £ Lﬁ : Z (—1)|a|8ava = 0}. F es un subespacio de Lﬁ .
TEOREMA 12, Sea 1 < p < o, Entonces

!

LR (@)/F = w™P () = WMP))”

es un espacio separable y reflexivo, fo mismo que wg’p(g).

DEMOSTRACION. Resulta del T. 10, y de c) y a), §2, Cap. I, qged..
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EJERCICIOS,. Sea 1 < p < o,

t
a) Sean v ¢ LP (Q), Lv(u) 1= <U,U>, U g mg’p(g). Entonces
L0 = ol -l

.o . (1 MsP *
0) g, pr 2= Ly s " P@NT = ] 1

c) fwsv>] s ol ] I
1 _ '
d) LP (@) o w™P (q), (v =0siaq=0).

e) U™P () = 0’ (q).
)*

p' : : * m,p
TEOREMA 13, V := {LU: Ve L} es una variedad lineal densa en W 2= (WO (Q)

DEMOSTRACION. Sea F ¢ W** tal que F(Lv) = 0 para todo Lv e V. (Suponemos

Lv <> (v,0,0,...)). Como mg’p es reflexivo existe f ¢ mg’p tal gue

1
<fou>=L (F) =F(L ) =0 para todo v ¢ LP .

Pero f ¢ LD(Q), y por tanto f = 0 c.d.. Luego 3%f = 0O para todo g v ”f"m b= c.
H

En consecuencia f = 0 en wg’p y F = 0, qed..

4. CONJUNTOS POLARES. Sea T una distribucidn concentrada en {0}. Entonces es de

- B8 oo
la forma T = § cBa §. Supongamos CY =0y ¢ ¢ CO(Bz(D)), d20, =1 en 81(0),

Si jeNy ¢j(x) := x'$(jx) entonces T(¢j) = (—1)'YICY. Sea |a| = m. Luego
13% P 0 para j+wsimp-n<0, 1 s p <o, 0sea, |¢.]] ——— 0. En con-
3P Jm’pj+oo

* R
secuencia, T ¢ (mg’p(R”)) = w P (RM),

DEFINICION 2. Sea F un subiconjunto cearado de Rn. F 42 dice (m,p')—po[aa A4 0

_ 1
es La dnica distribucién T e w™P (R™) con soporte contenido en F,
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Hemos visto entonces que si mp <ny 1 < P < o un punto de R" es (

Vale el siguiente resultado

m,p')-polar.

TEOREMA 14. <) Sea 2 sp <o WP(Q) = U""P(Q) 47y 5600 54 CR = R™\Q s

0
(m,p')—poéaa.

il) Sea 1 < p <o, CE(Q) es denso en wm,p(Rn) 84y 5600 54 CRes (m
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V. LOS ESPACIOS HZ(R™), se R.

1. LA TRANSFORMADA DE FOURIER. Si u € L1(Rn),

(Fu)(e) = 8(g) := (2m)™/2 j u(x) e FE> gy
Rﬂ

n
con <x,E> = ] x,E. = x.E. Vale |[{] = (2ﬂ)-n/2“u"1. Ademés G e C(R") y tiende

—

a cero con [g] »w. Sea (F70)(x) = (Fu)(x) = uME) :- (2n)_n/2j Culg) ot e
R

En los dos teoremas que siguen inmediatamente reunimos algunas de las propie-

dades de la transformada de Fourier y del operador de convolucidn.

TEOREMA 1. <) u e S(R™) = G ¢ S(R™).

L) EBDZG(E) = (ZN)_D/Z(-1)|QI+|BIJ n DE(xuu)e—ix'g dx, u g S,
R
* *

Lii) en S, F F=1=FF,

{v) definiendo para T ¢ S'(R"), f((b) = T(§) para todo b e S(R™"), se tiene
*

P

_ K
F o F=F =1endS',

2

v) en LY(R™), 0, = ul 5 (Plancheret).

TEOREMA 2. £) § * S < §,
1

)Lt UM L,
JJJL)C;O*SCS,
[eo] (s0] oo
w)C L ccC,
0
\Y . ., . v v
v) sea W(x) 1= w(-x) ¢ w es una funcién, y siw g D': W(d) = w(o) para todo
b € C:‘ Definimos (w * u)(d):= W(u * ¢). Con esta definicién, s¢i we D'(RV),
u € C:(Rn), etc., valen las siguientes nelaciones: D' * C;cz c%, & * C;W: Eg;
[e e} (s o]
E*¥C cCc, & *Scy,
i) §" xS <8,

Valen Las siguientes inclusiones para la convolucién entre distailuciones:
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L),L'J;) £row D re P "
ULI/L) é:’ i SI CS,;

i) & F e,
TECREMA 3. (<) én S tenemos
(w*v) (e) = em™2.06) e,
(W) (x) = 027" (0 * 9)(x).
(ii) P(D)u = 7-1P(g)7u, 54 P es un polinomio a coeficientes constantes y u e S.
DEMOSTRACION DE (ii). Recordemos que D% = i_|a|3u; diferenciando bajo el signo

integral, o integrando por partes, obtenemos las siguientes relaciones (obsér-

-ix.g - (_1 ) |B|DBxe—iX.€.):

vese que EBe

(1) DXu(x) = (2ﬂ)—n/2j ) £%(£) .65 6 g,
R
(2) (0B = (ZW)'”/ZJRn DSO(E).eiX'g dg.
Luego,
(3) 0% = 7%, P - 7T (0)fr,

y de aqui: P(D) = 7_1P(€)7, ged..
2. ESPACIOS H®. Sea k entero mo negativo. H(R) 1= WX*2(R") = {u e L2(R"):
0% e LZ, la] £ k}. Es facil ver que
2 (.Y.A A
HYRM) = fu e L% €% e L%, o] sk = fuel?: (1 + €D e L9,

DEFINICION 1. Sea s € R, H(R™) := {ue S'(R™): G ¢ LfDC(R”) y (1 + 181N € L9,

con

- 45 -



o2 = | e 1895 o) ? e
R

Si s = k entero no negativo, entonces Hu"i ~ ”u;wk’z(Rn)”. En efecto, para

la] =k,
n
L N [0 A OIS 2 LR S I
j 1
1 la] £ k
2 o 2 a2
nD“un2 = J D%u.0% = cijn 144 |0 ¢ «.
Lueqgo,
2 N
o L IO = [ O e o)) qed.
al =

TEOREMA 4. ) HS(RH) es un espacio de Hillent,

L) La transformada de Founien define una isometria entre H> y L2(Rn;k) (X es

La medida (1 + ]EIZ)Sdi)f
Fr H3(R™) 5 L2(R™;0).

LiL) S es denso en HS(RH).

) Sea P(E) un polinomio de grado m:

P(D): H3(R) » HETM(R™)Y continuamente.,

v)aedS, uce H® = au £ H> y "au"s < K"U”s con K independiente de u,

DEMOSTRACION. iii) sigue de ii) y la densidad de § en LZ(RD;A);
-
JlP(D)u|2

iv) (14 1] ae s e (1w g7+ (g% ™51 o <

< C'J (1 + [g|2)S|G]2 ds;
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v) Si demostramos que ||au||S < KHu"S para todo u € § de iii) sequiré que la mis-
ma desigualdad vale para todo u ¢ H®. En efecto, basta observar que si u, > u

s
en H entonces u, > uen $’. Supongamos entonces que u £ S:

Ay A2 1/2 A 2 1/2
(oo 187017 0xten? < (] | || o oenaty) av[? oxen'’? 5

A

[ 121 oy ([ 10t 7 oren'/? - [ 186011720 ay.

Pero: 1 + |& - y|

IA

(1 + |g]) 1+|y|,1+|£|§ 1+|g-y|)(1+|y|)

implican (1 + |g§ - y|2)S < M (1 + |g| (1 + |y| si s z 0.
Si s <0, 1 + |€|2 sc(1 + g - y|2)(1 + |y|2) y por tanto
2's
C1(1_1;J§J§) > (1 + & - y|2)s. Luego, para s < 0,
T+ |yl
2
(1 + Je-y|9)% sm O+ |y°) sl s 1£]%)°
En consecuencia,'
J|0(£>12.(1 s e - y]9)% s m(1 o+ |y lslj 10(6)12(1 + |£]D)° e =

=+ )l y2
y por tanto,

CJ1a0 o0 self g x 012 are'? s mpup [ a0 e D012 oy,
ged..

LEMA 1. Seq ¢ € C‘;’(R”), O s¢ =1, ¢(x) =1 s0lre B,(0). Siue L®(R™) ¢

0s0e¢e L1 (Rn) entonces

loc

laly = 180y -0l
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DEMOSTRACION. Sea ¢ (x) := ¢(x/m). Entonces fa¢m dx - uouq. Ademéas
(8,) (6) = a"8(m) v [ 16,(£)] 6 = [ ()] €. Coma uy G & §': 86 ) = (b ),

m m

y por tanto, |f 0o oe| = [ wb ce| £ ful /Il qeo..

TEOREMA 5. 4) Si s > n/2 y u e H° entonces u es acotada, continua y tiende ¢ O

para X + o, Ademds “u"oo s K."u”S con K independiente de u.

ii) Si s >k + n/2 entonces H> C:CE(R”).

L) Los elementos de Hn/Z(Rn) no son necesarniamenite acotados,

DEMOSTRACION. i) extiende la proposicién (3) del T.1, Cap. III. Sigue de
1@ a5 ([ 1012 02 (e 1)1 L

1) [ 1) ][.(1 + |E]) e <wsiue H(RY) y s > k + n/2 (des. de Schuars).

De (1) obtenemos ahora: D*u ¢ CB(RH) si Ja| s k.

1i1) 8(8) 1= (1 + [€D™/1n (2 + |g]) implica v e HY2 y u ¢ U1, Luego, por

el lema 1, u ¢ L”, qed..

) *
COROLARIOD. Las medidas finitas pertenecen a (HS(RH)) 548 > n/2; en panti-

*
culan, 6 € (HSRH)) .

En consecuencia, si m es entero y m > n/2 entonces un punto de R" no es
(m,2)-polar (cf. §4 Cap. IV). Recordemos que si m < n/2 un punto es (m,2)-polar.

La proposicién (1) del T.1, Cap. III para j = 0 puede generalizarse de la siguien-

te manera

TEOREMA 6. Sean 0 = s < n/2, q = 2n/((n - 23). Entonces
H3(R™) < L9(RM).

3. LA TRAZA. Consideremos el operador linmeal t1: S(R") » S(Rn_1) tal que

(tu){(x') = u(0,x'), donde x = (x1,x'), x' = (x2, cees xn).
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TEOREMA 7, T: HS(Rn) > HS_1/2(RD_1) continuamente s¢{ s>1/2.

DEMOSTRACION, Demostraremos que si f = U, U g S, vale

con K independiente de u, y definimos la traza 1 sobre H3(R™) por extensidén.

Por una parte tenemos (u ¢ §):

A

(5) JR u(g,,8") dg, = JR dg, (JR dx, {JR”'1 U(x1,X')e-ix"g' dx'} e

{...} €¢ para cadat'. Luego, el miembro derecho es la antitransformada calcu-
lada en 0 de su transformada de Fourier. En consecuencia, el miembro izquierdo

de (5) es igual, salvo por un factor constante, a

(6) J - u(D,x')e-ix"g‘ dx',
R

A

que es la transformada de Fourier de f = Tu, f(&'), otra vez salvo por un fac-

tor constante. Luego
Flen s co| 1o e+ e ae) 2 e ae )2,
R R

Por otra parte tenemos

A

.C(’l + 'g' |2)—S+1/2.

1

(7) J(w + g% ok, C1J (1 + |gr]? + g9)S de, = C,
R R

En consecuencia

o 115208 12 s o) Jae)P00 4 1eD)° e, v
R

JR”-1 (4 1e 152 R e o s szRn 8(e) 2. (1 + 1£]2)° o -

2
AT ce..
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TEOREMA 8. La aplicacién traza 1t del teoremu 7 es suagectiva,
DEMOSTRACION. Sea g ¢ S(Rn_1). Definamos

s e P>/

8 () = 4(g") = 6(g").n(g),  A(g) ¢ L™
(8) o § o |g|2)5 4(g g £) e
Sabemos que ((7))
(9) J (1 + 67 dg, = ¢+ e P2, o2 (s,
R

y por tanto que I A(g) dg, = C > 0. De (B) obtenemos

R
(10) (1 + 12195 60 2 = [8le)]%. 0+ €119 2 ace).

Entonces, (1 + |g|2)5.|¢(g)|2 € LW(RD_1). 0 sea, u := ¢A/(G = ¢) pertenece a
H3(R™). De (8) y (9) se concluye que también ole) € L1(Rn), y paor tanto que

u e C(R™M). Ademas

u(0,x") = (ZTr)—n/ZJ Cole) et gg (zn)‘“/zjﬂn_1 de! [ a(e) e 8 ace) ag, =

Entonces, para cierta u ¢ H2(R™) N c(r™),

(11) u(0,x") = CZQ(X'), C, = Cy(s,n).

Pero, como U = ¢, de (10) resulta
I+ 122011 = [ e+ 1617)° o = 2 s

<23 18 PO+ (e D372 aer - gt 20 2.
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0 sea, la aplicacidn lineal E, E(g) =u (= ¢N), es continua., Podemos ahora ex-

tender E por continuidad de HS_1/2(Rn_1) en H>(R"). Luego, si g » f ¢ HS—”2

entonces Eg » Ef ¢ HS, y tEg » tEf. Supongamos por un momento que

. -1
(12) geS(R") = 1Eg = g.

Entonces f = tEf, y T es sobre. QED.

4. EJERCICIOS. A) Sea u € H (R™). Entonces es posible definir una traza de u

sobre Rn-k, la "restriccién" de u a RVK = {x ¢ R": Xp = eee =X = 0}, de
manera - que sea continua de H> en HS_k/Z(Rn—k), (cf. Ts. 7y 8).
B) Sea (1 - A)S/2 definido por 7°1(1 + |£|2)S/2F. Entonces
HS(RMY = (1 - a)™S/22(rMy,
(vi=7 O+ 15D uelZ=> 0 1592 e L2 >
= 1+ 6% e 2= ve BBERY) = (1 + £]12)%% ¢ 12 —
= u=70 + 181992 € 12).
C) Sea s > 0. D := dominiao de (1 - A)S/2 = H3(R™).
(PR 50 = wel’ (1 -0 el® = el 710 + £ 1Y) -
S ue (14 112 e (D) s,

D) Cz(Rn) es denso en H(R™).

[se]

(€7 50 »uen §=8 »0ens— J 6. - 017,01 + [€]9)° 0g > 0).

E) Demostracién de (12). Sea x(x) € Cm(R+), igual a 1 en (0,1/2), a 0 en (1,)
y no negativa; Xe(x) := x(ex). Demostrar las proposiciones 1) - 7).

NueH =>uweny (U)(e)*31/n+u)(E en H°

’

(31/m(x) = "I(x/m) = 31/m(€) = J(g/m) = 1 sobre compactos y acotadamente.

En consecuencia,
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JR” |o(g) 3(g/m) - @(g)|2 (1 + |g|2)5 dg —— 0)).
2) uXE >Uu en HS,

(Por el T.4 sabemos que a £ 5, U ¢ H® = "au"s < m_"U"S_J . la(y) | (1 + |y|2)|8|/2dy.
R

Sea aR(x) := X(x/R). Luego éR(i) =R ER).R" y

[ I e A O TR LIRS L

R

independiente de R * «, Luego, si ¢ € Cs)y R >>1:

||aRu - u"S = "aR(¢ -u) - (¢ - u)"sé (M + 1)]o - u"S).

€.
3) uy t ¥ J1/i >uenH, ic {n1, n

1

2, 03 .

€.
4) yecn HS = uX tox 31/1 ~» U sobre compactos.

€.
5) u e CNH = 1(ux & * 31/1) - u(0,x') sobre compactas.

6) ( ei * s-1 /2 n-1 .
t(ux J1/i) — Tu en H (R™) si s>1/2.

€.
7) tlox P * 3,0 > wen LF, (8) = 7).

Entonces 5) y 7) = u(0,x') = tu c.d. x' € rRM1.
5. LLOS DUALES, Para todo s € R tenemos el

TEOREMA 9. (HS(R™M)™ = HS(RM).

*
DEMOSTRACION. Sea 1 € (H®) . Debido a la isometria existente entre

2

S;ony PN
H(R') = {ue S': b€ Loc?

JRHIGIZ(w +1E]9)° & <@}y LR (1 + 1E]%)° o)

- . 2\*
podemos escribir, para cierta L en (L°)

1m)=Lm)=f3541+|q%5da
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Sea V' = W.(1 + |€|2)S. Como w € H>(R") tenemos

2
® > JIGIZ-U + [5[2)5 dg = J S ') dg.

Sea v definida por U = V. Entonces v € H>(R") y

(14) Vo) = [ 0T ass k= e, = ol = s ..
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ESPACIOS.
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