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1 . En el estudio de ecuaciones diferenciales se presentan, ha- §
B!

blando vagamente, dos tipos de problemas: el directo, en el que

se da una ecuacidn diferencial, condiciones iniciales, o de bor

T T et

de, etc., y se buscan propiedades de las soluciones, autovalo-

TR LR

res, modos normales,... , y el inverso, en el que se trata de
determinar los coeficientes de la ecuacidén a partir de propieda

des de las soluciones, espectros, etc. .

e

Veamos un ejemplo elemental. Dada la ecuacién

3

(1) y" + q(xly = 0 en I = la,b]l , -woca¢b<+m

sabemos que si g(x) es una constante positiva hay dos solucio-

nes linealmente independientes, yl(x),yz(x), tales que y?(m)+

+y§(x) es igual a una constante no nula. El siguiente teorema

resuelve un problema inverso.

Teorema 1. Supongamos ql(x) real y éontinua, y sean A,B y C
nimeros reales e Y1599 soluciones de (1) tales que Ay§+3y1y2+

+Cy§ = J = constante no nula. Entonces ql(x) =—(B%-gacC) (W/2d)%=

= constante, donde W=W(y1,y2) es el wronskiano de v, € Y, (D.E.

Seminar, [11). En particular, 'si B=0, A=C=1, entonces q(x)=(W/J)2
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(L.Lorch y P.Szego, (13963)).

2 . El1 profesor R.G.Newton al presentar el reciente libro de Chadan
y Sabatier [ 2] sobre problemas inversos en la teoria cudntica de dis
persidén (scattering) dice: "E1l asunto del cual normalmente se ocupan
los fisicos es, esquemdticamente, la prediccién del movimiento de
particulas sobre la base del conocimiento de las fuerzas actuantes,
o la propagacién de radiacidn supuesta conocida la constitucidn de
la materia. El problema inverso consiste en deducir cudles son las
fuerzas, o cuil es la constitucidn de la materia, sobre 1la base de
los movimientos observados. Una gran parte de nuestro contacto sen-
sorial con el mundo que nos rodea depende de una resolucién intuiti-
va de un problema inverso: inferimos la forma, el tamafio y la textu-
ra de objetos externos de las propiedades de scattering y absorcidén
de la luz detectada por nuestros ojos. Cuando usamos los experimen-
tos de scattering para reconocer el tamafio o forma de particulas o
las fuerzas que ejercen unas sobre otras, la naturaleza del problema
es semejante. La cinemdtica, las ecuaciones de movimiento, usualmen-
te se suponen conocidas. Las fuerzas son las incdgnitas, y coémo ellas
varian de pu;to a punto.

Asi como con otras muchas ideas fisicas, el primero del cual sabe
mos que ha tocado problemas inversos como los de este libro fue Lord
Rayleigh, [3]. Tratando de describif las vibraciones de cuerdas de
densidad variable, &€l brevemente discute la posibilidaa de inferir

la densidad partiendo de las frecuencias de vibracidn. Este pasaje

puede ser considerado como un precursor del estudio matemiticc del
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problema espectral inverso planteado unos setenta afios después. Su
andlogo moderno y generalizacién fue dado en una famosa conferen-

cia de M.Kac (1966) titulada ";Puede uno oir la forma de un tambor?V

3 . El1 problema directo del tambor puede formularse de la siguien-
te manera. Dada una membrana plana que ocupa la regidén acotada Z de
Rz, simplemente conexa y de contorno Y, es natural preguntarse por
los modos normales de vibracién que corresponden a los tonos puros
que la misma es capaz de producir. Aquellos son las soluciones de

la ecuacidn de ondas:
2 2 .2 } _ |
e“AF - 0°F/0t” = 0 , F = F(x;t) = F(xl,x2;t) >

que se anulan en Y y son de la forma F(x;t)= U(x).exp iwt. Separan-

do variables y suponiendo 02: 1/2, el problema se reduce a encontrar
los autovalores y autofunciones de la ecuacidn de Helmholtz:(1/2)Au+
+E.U = 0 sujeta a la condicidén de contorno U=0 en Y. Para una amplia

clase de recintos Z los autovalores Ejz mj, j=1,2,..., que definen

el espectro & satisfacen las desigualdades 0<E1<E2sES< ... Yy estan

asociados a"un sistema ortonormal completo de autofunciones.
H.A.ﬁorentz en 1910 conjeturé que & determina el drea |Z| de la
regién Z. Esto fue probado en 1913 por H.Weyl quien demostrd que
Ej.|2|m2nj. En 1954 A.Pleijel mostré que si la regién es suficiente-
mente regular & determina el perimetro de Z; por ejemplo, cuando Z

€s convexa € Y=(x1(t),x2(t)), ogtgl , xi(t)Ecz,i=1,2 y &§+é§>0 para

todo t. .

eI . B g R ¢ ety L RRad o e s

3

H
¥
%
%
|
§
1
&
:
&
®

s

-

. P2 T P

U

o



s o= e X L R s s £ SRR MU e oL L 2 R SR TR S o

2
]
¥
¥
13
¥,
f
sl L B R e

El problema inverso plantea la cuestidén de si & determina Z com-

=
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pletamente. Bajo ciertas hipdtesis se puede. "oir'" el gradc de co-
nexidén de la membrana ({4]), es decir, el nimero de agujeros en caso

de ser miltiplemente conexa.

4 . Sigue diciendo el profesor Newton en su presentacidon:'"Con el in-

o naelhe a

vento de la ecuacién de Schroedinger el dmbito de aplicaciones fisi-

e

cas de las nociones matemidticas conectadas con el espectro de ecua-
ciones diferenciales con condiciones de borde prescriptas crecid ﬁ
enormemente. E1 tipo de ecuacién que previamente s6lo tenia aplica-
ciones a vibraciones mecdnicas comenzd a ser usado para la descrip-
cidén de 4dtomos y moléculas. Se necesitaron solamente tres afios para ;
que el mismo tipo de problema que Lord Rayleigh planted medio siglo
anies se propusiera en el nuevo contexto. En 1929 el problema inver-
so de Schroedinger estimuld a Ambarzumian a estudiar un problema de
unicidad para autovalores de una ecuacién diferencial ordinaria de
segundo orden

El problema especifico de reconstruir las funciones, o las condi

ciones de borde, de un sistema de Sturm-Liouville a partir de datos
espectrales fue atacado seriamente por primera vez por Borg (1946).
Luego fue continuado en detalle y profundidad por Levinson (1949),

y los matemdticos rusos Chudov (1949,1956), Marchenko (1950, 52, 53,
55), Krein (1951, 53, 54, 55), Gelfand y Levitan (1951), Levitan
(1949, 56, 63, 64), Berezanskii (1955, 58), y Levitan y Gasimov (1964)

1"
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Me permito agregar a esta lista muy incompleta a H.@ochstadt
(1965, 66, 67, ...) quien ha trabajado‘mucho en este tipo de proble
mas.

La secretaria de la Recherche Coopérative sur Programme N°264,
Univ. de Montpellier, "Etudes interdisciplinaires des problémes in-
verses' contaba en 1975 con una bibliografia de aproximadamente
1200 titulos. La lista de referencias de la tesis [ 6] menciona bas-
tante mids de 400 trabajos sobre problemas inversos solamente para
ecuaciones diferenciales ordinarias, y el libro de Chadan y Sabatier

cita 430 titulos aproximadamente donde la mayor parte versa sobre

. problemas inversos.

El teorema de Ambarzumian ([ 7]) mencionado dice asi:
Teorema 2. Sea q(zx)EC([0,7]), real. Consideremos el problema de
autovalores:

(¥) -y"+q(z)y = Xy , y'(0)=y'(7)=0 , O<z<w , .

2
y supongamos que los autovalores son de la forma Anzkn » n=0,1,2,

«ves k una constante. Entonces, qlx) suficientemente pequeia tmpli-

ea k=1 y q=0.
T
De la hip6tesis se deduce que fg(x)dx = 0 por lo que el siguien-

te resultado debido a Borg ([8]) mejora notablemente el resultado

precedente.

Teorema 3. Si en el problema de autovalores (*) del T.2 se suponen

R fﬂq de = 0 y No=0 entonces q=0 (y por lo tanto k=1).

e I
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5 . Definicidén de problema inverso (segdn P.Sabatier). Una ley fisi-

ca tiene, en general, una expresién matemdtica la cual es una regla

que define una aplicacién M que va de un conjunto § de elementos, que
llamaremos los pardmetros, en un conjunto de resultados &. Como el
fendmeno fisico se traduce por un cierto nimero de mediciones, uno
de los trabajos del fisico es construir el modelo M que permite reen
contrar esos resultados y prever otros. Resolver el problema directo

es, dado CE€§ , hallar M(C)E&. Resolver el problema inverso es, dado

E€E (6 un subconjunto &' de &), hallar M'1(E) (M'1(&')). Por ejemplo,

en el caso de la ecuacién de Schrodinger

BT e U e S R N e R, s o e, RN Lo

(2) AF + (E-V(x))F = 0
55
el pardmetro es el potencial V y el resultado experimental podria @
3
ser el espectro de un operador diferencial definido por medio de é
2

A-v.

iy

. . . 4 .
Como bien afirma Sabatier en su tercera conferencia en [ 9], 1los

e
50,

WESRELAGS TR

problemas inversos son, en gran medida, de naturaleza interdiscipli

A
e R 4

naria, por lo que no es fdcil indicar con toda generalidad qué debe

rd entenderse por '"solucidn'" en cada caso. Pero desde el aséptico

Lighg
e

punto de vista del matemdtico uno puede investigar: 1) la existencia

de solucién (iexiste CEe@ tal que M(C)=E=dato?); 2) la unicidad (si g
C existe ¢es Unica?); 3) la estabilidad (si E' es "préxima" a E y %
existen C y C' tales que M(C')=E', M(C)=E ¢(es C' prdéxima a C?). %

Si agregamos a estas preguntas“otras relativas a'la constructibi- 5

lidad de la solucién, esencial para el problema fisico, o a la aproxi

o
MR

macién de la misma, el cuestionario se hace interesante y dificil.
Es de destacar la importancia de la cuestién de la estabilidad pues
un resultado experimental s6lo en rarisimas ocasiones puede se exac-

to. Observemos finalmente que en el estudio de la existencia y esta-
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bilidad de soluciones de un problema inverso real, interrogantes muy

b -

serios piantea el procedimiento para definir & de manera que satisfa

ga las necesidades del cientifico.

R adns SRR SR LR RO oor AR, g

6 . Uno de los problemas mids estudiados por los matemdticos es el de

e AR
ENRREY

1a unicidad cuando & es una o mids sucesiones de autovalores. De él

ERLILE L Q-

nos ocuparemos a continuacién y en el marco de referencia de las e-

g e

" cuaciones diferenciales ordinarias.

oy

Si no se dice nada en contrario, en todo lo que sigue los coefi-

o
e S

cientes y las constantes datos se suponen reales.

Un resultado bdsico de G.Borg,[ 8], fue parcialmente mejorado por

s

g

Levinson)[10],'y Chudov,[11], de tal suerte que puede enunciarse

R
b

g

1%
B e

asi (cf. también [13])

g

Teonrema 4. Sea la ecuacidn de autovalores

(3) -y" + q(z)y = Ay , O<x<m q(zserl(o,m)

con las condiciones de contorno

I
o

0 y(0)cosaty'(0)sena

s (a,7)
0 y(m)cosy+y'(mw)seny

y(0)cosa+ty'(0)sena
(o, )

|
(&)

y(m)cosP+y'(m)senp

donde 0¢B,v<m , B#y.

Sean &;=8;(a,B) y & =8 (a,Y) las sucesiones de autovalores corres-
pondientes. Entonces q(z) es la pnica funcidn en Ll(o,ﬂ) que posee

e€sos espectros para las condiciones de borde indicadas.

i ST T e £ VO A S i SN N N U S AN RS T (TR i




L R I 2 R A A ANV

Borg muestra que un espectro no es suficiente para determinar el -

potencial q. M4s precisamente, un resultado de Gelifand.y Levitan
([12]) implica que (3) con las condiciones de contorno: y'(0) = ¢ =
=y (m) + b.y(n) , b una eierta constante no nula, admite dos po-
tenciales distintos que tienen el mismo conjunto de autovalores &,

&= { ln: n? n=0,1,2,...}, (cf. T.2 y prop.2).

Sin embargo valen los siguientes resultados que complementan al

T.4 .

Teorema 5. S% q(x) = q(n-z) y a=7=f entonces &, determina q,([13]).

Teorema 6. Si q(x)

q, ([81).

q(m-x) y a=p= n/2 entonces & \{Ao} determina

Este Gltimo teorema muestra que el primer autovalor es, en esta

situacidn, funcidén de los siguientes.

7 . Wilma Mothwurf en 1932 1lamd la atencidén sobre el hecho que Leo-
nardo Euler (1707-1783) ya habia observado que la propiedad de que

cada secciéﬁ de longitud 2 de la cuerda vibrante tenga infinitos so-
bretonos arménicos no sdlo es poseida por las de seccidn transversal
constante -con tensidén y densidad constantes y extremos fijos- sino

también por aquellas cuya seccién transversal varia segiin la ley:

(4) (b+ax)-4 s a y b constantes,

y cita dos trabajos del ilustre Euler: [15] y [16]. Del primero de
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ellos titulado "Sobre el movimiento vibratorio de cuerdas de dife-
rente seccidén'", que es bastante extenso, extraemos 1os-siguientes
sugestivos pdrrafos: "...Pienso que se evitard sobreestimar los re
sultados de los fendémenos que sdlo son propios de cuerdas de sec-
cidén uniforme si examino, cuanto me lo permiten los limites del
Andlisis, el movimiento de cuerdas de diferente seccidén y emprendo
una investigacidén completa del mismo ... Por lo tanto no debe bus-
carse aqui tanto la utilidad de esta investigacidn, como admito que
deberia ser estudiada, sino mids bien una ocasién oportuna para sope
sar algunos acontecimientos notables que prometen un fecundo fruto
para la totalidad del Anadlisis, y que quizids traiga a luz no pocas
nuevas sobre la vibracidén de las cuerdas ...".

De todo esto se desprende que Euler ya en ese entonces, ca.l1770,
habia estudiado la cuesti6én de unicidad de un problema de autovalo-
res inverso relacionado con la cuerda vibrante de seccidn cualquie-

3

ra. .

8 . Utilizando las ideas y métodos de Mothwurf demostramos a conti-
nuacién el siguiente teorema que es esencialmente el citado resulta

do de Euler. )

Teorema 7. 1) Consideremos una cuerda de longitud % con extremos
fijos en =0 y xz=% tal que su masa por unidad de longitud se rija
por la ley

(§) 0.Q = Py(ax+b)4
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donde 0.9 es la densidad lineal, @ la seccidn transversal de la cuer-
da y P la tensién constante que la extiende. Si b y al+d son positi-
vos entonces esta cuerda tiene todos sus sobretonos arménicos y los
autovalores de la ecuacidn diferencial del perfil de onda son

(b(af+b)n/2)%. 0% |, n=1,2,...

ii) 8% ademds =m y b(am+b)=1, los autovalores de la

ecuacidén del perfil de onda son kn: n2, n=l,2,...

En el curso de la demostracidn aparecerd la siguiente ecuacidn

3 d°c

dx?

(6) 3 v fiz).ef -1 =0
La proposicién que sigue, y que no demostraremos, describe el com-
portamiento de las soluciones de esta ecuacidén diferencial no lineal.

1

Proposicibn 1. Sea 0Ogx<e y fl(x) continua y positiva. Si J>0 entonces

toda solucidn &E(x) de (6) tal que §(0)=J existe y es positiva en

[0,).

Demostracién del T.7 . Nos limitaremos a probar el caso particu-

-

lar ii). La misma demostracién sirve para el caso general. Sea &(z)=

=gQ/P = (ax+b)—4. Esta es una funcidn positiva en [0,7]. Separando
32, _ a2y

variables en la ecuacidén del movimiento: @.——% = ——%, obtenemos las
3t °ox

ecuaciones : T"(t)+AT(t) = 0 ,

(7) g"(x)+¥\b(x)glx) = 0 , g(0)=0 , g(m)=0

donde y=g.T. Los autovalores dellproblema de Sturm-Liouville (7) son
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positivos. Sea X uno de ellos y denotemos con f ait. Sean B y 8

constantes, BZ0, y definamos

3

(8) glx) = B.E(x).sen( fxE-Zdt + B)
x
1
donde E£(x) es una solucién positiva cualquiera de (6). Diferencian-
do (8) se ve que g(x) resuelve la ecuacién en (7), y la g asi escri
ta se dice que se encuentra en la forma de Madelung.

Pongamos x1=6:0 para que valga g(0)=0. Luego, g(x) satisface (7)

si y s6lo si

(9) { E ° dt = mm con m€{1,2,3,...}

La funcién &(z) = (ax+b)A" /% es una solucidn de (6) en [0,n].

Reemplazando en (9) y recordando que b(am+b)=1 resulta:

T -2

(10) fos dt = /A 5 mm.

Eligiendo R:mg vemos de (8) y (9) que g(x) tiene m-1I ceros en

(0,m). Sigue entonces del teorema de oscilacién de Sturm que Xn =

= nz, n=1,2,..., es el conjunto completo de autovalores del siste-

ma (7). QED.

De la demostracidn precedente puede extraerse todavia el si-

guiente complemento al T.7.

Proposdicibn 2. Consideremos el problema de contorno (7) pero con

la segunda condicidn de borde reemplazada por:

(11) g(r) - w.g'(n) =0 .

- 11 - .-
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3

Entonces, los problemas de Sturm-Liouville con &=1 y ¢=(ax+b)-4
b>0, a#0, b(amn+b)=1, poseen los mismos auteovalores. Estos son Llos
cuadrados de los ceros de la ecuacidn trascendente

gen 8mM = T.8.Cc08 §ST.

Demostracidén. Ambos problemas tienen a A=0 por autovalor y los

autovalores son reales no negativos. Si A>0 podemos definir £(x) =

= (ax+b)):1/4 y usar (8), (11) y la primera igualdad de (10) para-

hallar la ecuacidn caracteristica. QED.

9 . Hemos visto que el estudio del movimiento ondulatorio producido
por cuerdas vibrantes se reduce finalmente al de un operador dife-

rencial del tipo - ,

(12) Lu = (-1/k(x))u" R 0gx<l s

sujeto a condiciones de contorno de la forma:

(13) u(0)cosa+ yu'(0)sena = 0 , ufl)cosB +‘u'(1)senﬁ =0,

con k(x) positiva y continua en [0,1]. Denotaremos al problema (12),
(13) con (L;a,B) y a su espectro con &&(a,B) . Supongamos definido

un segundo operador
(14) Mu = (-1/r(x))u" ,

con r(x) positiva y continua, y espectro &= &(«,8) respecto a las

condiciones de contorno (13). Nosotros nos limitaremos aqui a consi-
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derar operadores como L y M donde k y » son absclutamente continuas

lo mismo que sus derivadas primeras.
Hochstadt en [17] (cf. también [18]) enuncia los siguientes re-

sultados:

Teornema §. Sea sen{B-y) # 0. Supongamos &(a,B) = ®(a,f) ,

&(a,y) =‘9(Ol,‘7), y que vale:

(15) kK(0)/k(1) = »(0)/r(1).
Entonces k(x) = r(x).
Teorema 9. St k(x)=k(1l-z), r(x)=r(l-z) y &(a;-a) = &a;-a) en-

tonces k(x)=r(x).

El teorema 4 sugiere que sdlo un espectro no bastaria para demos
trar la tesis del teorema 8. Veamos ahora que la condicién (15) no
puede omitirse. E1 teorema 7 y la proposicién 2 exhiben infinitos
operadores diferencia_les distintos del tipo (L;«,f) con espectros
coincidentes para dos sistemas de condiciones de borde no equivalen

tes que no satisfacen esa relacidén. Tenemos entonces la

Proposicibn 3. La hipbtesis (15) del T.8 no es superflua.

10 . Suponiendo r(x) como en el pirrafo precedente obtenemos la
siguiente:

Proposicién 4. Consideremos la ecuacidn diferencial

-
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(16) y" + Ar(z)y = 0 , Ogx<7w ,

y supongamos que bajo las condiciones de contorno

(17) y(o) = y(n) = 0

ella tenga por autovalores los cuadrados de los ceros de

(18) (tg em)/sm = 0

y sujeta a las condiciones de contorno
(19) y(0) = 0 = y(m) - w.y'(m)
tenga por a;tovalores los cﬁadrados de los ceros de
(20) (tg sm)/sm = 1.
Entonces r(x) es igual a exactamente una funcidn de la forma:

(21) kK(z)=(az+b)™?  con b>0 y b(an+b)=1

la cual queda determinada por el cociente r(0)/r(m).

Demostracién. Definamos b:= q\/r(ﬂ)/r(o) y a= (b_l- bl/m.

Entonces k(0)/k(m) = p~8= r{0)/r(w). La tesis sigue de los teore-

mas 7 y 8, y la proposicién 2. QED.

11 . Como se desprende de los resultados ya mencionados hay situa-
ciones en que el problema inverso espectral de unicidad es resuel-
to con un Gnico espectro como dato y otras en las que necesariamen
te se debe recurrir a dos. El siguiente enunciado contiene un par

de teoremas debidos a Y.Li en los que un solo espectro basta, (cf.

[19]).
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Teorema 10. Supongamos que q(x)GLl(O,w) Yy que a es una constante

no nula (real):

i) El espectro del problema de contorno
(22) y" + [A= g(z)]ly =0 , X = g? s Ogzgm
(23) y(o0) =0 , a.y'(m) + s.y(m) = 0 ,
determina untvocamente a q(x)(e.d.).

ii) El espectro de (22) sujeta a las condiciones

de borde
(24) y(o) =0 , y'(n) - 2.8.y(n) =0 ,

determina univocamente a ql(x).

La hipdtesis a#0 es esencial. Este téorema puede generalizarse

reemplazando la condicidén en 7 por una de la forma
(25) R(s).y(m) + S(s).y'(mn) = 0

donde R y S son polinomios primos entre si, no simultineamente

pares (cf. [20]).

12 . E1 objetivo de esta seccidn es demostrar la siguiente proposi-
cién 5 que no es otra cosa que un nuevo enunciado del teorema de

Euler. .

il fus

3
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Sea
(26) u" + Apu = 0, O<z€l , wu(0) = u(f) = 0

con » y r' absolutamente continuas en ese intervalo, r positiva e

f Yr dez = m. La Gltima hipStesis no restringe la generalidad, y co

mo veremos enseguida, normaliza la familia de autovalores. Sea

(27) £ = %f/p(t) dt ,  a2(E) = ¥r(x(E)).

La transformacién x-f lleva el intervalo [0,2] en [0,7]. Defina
mos y(&) = z2(&).u(x(g)). Esos cambios de las variables dependiente
e independiente dan lugar a la llamada transformacién de Liouville

que reduce el problema (26) a otro equivalente:

2

y(g) + [N - 27he) S ace)] yeg) =0, y(0) = y(m) =0
dg
Proposicidn 5. i) Las funciones numéricas r(x) definidas en
[0,2] de la forma:
(28) r(z) = —i— ,  blaR+b) = /7

(ax+b)4

son exactamente aquellas para las cuales § varta entre 0 y m y

a"(E)=0 en ese intervalo.

ii) Para ellas el problema de contorno (26) tiene

por autovalores a:

(29) A = (n+1)2 , n=0,1,2,... .

- 16 -
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Demostracidn. Es suficiente demostrar i). Supongamos r tal que

L
L Yr de = 7 y z2"(E)=0.Entonces =z = Af + B y B>0. De (27) sigue

que dg = Vr(x) dx = zg(E)dx. O sea, en este caso

€ x
(30) [ ——g-t—g = [Tdt = x |, O0gx< .
0 (at+B) 0 -
Llamemos a = -A , b = 1/B. Si A=0, la tesis se verifica con

r(z) = b~ 4.8 4#0, (30) equivale a

(31) (ax+b) (AE+B) = 1.

Luego r(x) = 34(5) = (az+b)™?. Del hecho que £ recorre [0,m] cuando

x recorre [0,%] y de (31) resulta
(32) b(al+b) = /7.

3
Reciprocamente, sea r(x) como en (28). Entonces cuando x recorre

{0,2], & recorre [0,7] y ademds vale (31). Luego z"(§) = 0.QED.

13 . Esta seccidén y la siguiente contienen resultadog que fueron
elaborados con la colaboracién de A.Benedek. El primero de ellos
muestra que las funciones de la forma (28) no agotan la familia

de las r para las cuales el problema de contorno (26) tiene al con

junto (29) por espectro puntual.’

- 17 -
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Proposicidn 6. Dado 2>0 existe una funcidén r(x) positiva en [0,Q]

e indefinidamente diferenciable que no es de la forma (28) y para la

cual la familia de autovalores del problema (26) es el conjunto (29).

Demostracidén. Y.Li en su trabajo citado anteriormente demostrd

que el espectro puntual del problema de contorno:

(33) y" + (N - L(z))y = 0 , y(0) = y(m) =0

coincide con (29) si

B PR DA R S TR SR T GRS SN, 20 e MR CGRNINRewR . dwRen pHESNL. EAh 4 &

¢ %

(34) L(z) = 2sen’x _ 4 sen x cos x é
x x 1

(1 + L sen®t de)? 1+ L sen®t dt- §

3

Veamos que existe z>0 en [0,7], zE€C", tal que

(35) 2" = L.z

>

P T T T

La solucidén z(g) de (35) tal que z(0)=0, 2'(0)=1,no se anula‘en

e
pias

(0,7]. En efecto, esto sigue del hecho que los autovalores de (33)

il
S

son todos positivos, por lo cual ninguna solucién de (35) tiene mis ?
de un cero en [0,m7]. Recurriendo a la dependencia continua de las
soluciones de las condiciones iniciales encontramos una z(f) que re-
suelve (35) tal que z2(0)>0, z(w)>0. Por lo dicho arriba resulta

2(g)>0 en [0,7].

Definamos ahora %o y la transformacién x-f de la siguiente manera:

- T _
(36) z = (2/20)£fz 2 44 , 2, = % 2" 234qt;

La funcién r buscada es entonces r(x) = (/(20/2).z(€(x)))4.QED.
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Nota. Obsérvese que min L(x) = -1,569 L(0,591). También qﬁe

) _ . ; - -y
dado 2, el numero de funciones r(z) que satisfacen la proposicién y
' 3
6 es infinito, (cf. §16). 5
)
§
-
|
d
4
i
4
14 . A continuacidn demostramos dos teoremas, el primero de los ;
cuales es debido a W.Mothwurf, [14], y el segundo a G.Borg, [8]. j
En este Gltimo caso seguimos la demostracidén de su autor. J
Teonrema 11. Sea r(x) positiva en [0,x), absolutamente continua
en todo intervalo finito lo mismo que su derivada primera. Si para
todo >0 el problema de contorno
b
(37) u" + Aruw = 0, u(0)=u()=0 |,
tiene infinitos sobretonos arménicos, t.e. dado % existe co=co (%) >;
. ‘e . i
tal que para infinitos enteros no negativos n vale anco(ﬂ).(n+1)2, ;
entonces r es de la forma !
| A
(38) - r(z) = (az+b)™® , (b>0). ;
. 2 ;
Demostracidn. Pongamos L = % Vr dx. Cuando % crece de 0 a =, L @
. i
1o hace de 0 a A. La transformacidn de Liouville utilizada en la ;
i

seccién 12 reemplaza el problema (37) por el problema{

(39) yP(E) + (N = q(E))y(E) = 0 , y(0) = y(L) =0 , ]
(40) q(E) = 2~ 1(g).ame) . a(E) =-r(x(E))1/4. :
- 19 - :
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Por hipdtesis, para cada L€(0, A) hay infinitos n tales que:

(41) A, = e(L).(n+1)% , o(L) = co(R).

De [8], p.11, se deduce que

L 2
L,2 _ ,0,2 1 q(E) d§ + (n+1)” + o(1).
(42) Rn(;) = (). A L

De (41) y (42) sigue entonces que c(L) = (w/L)Z y luego que

L
4 q(&) d& = 0 para todo L. En consecuencia ¢=0 c.d.. E1 argumento

de la demostracidén de la proposicidén 5 se aplica ahora para demos

trar que r es de la forma buscada. QED.

Teorema 12. Sea r(x) positiva en [0,%] y absolutamente continua

alli lo mismo que sus dos primeras derivadas. Supongamos que L y q

estén definidas como en el teorema precedente y que valga
(43) q'(0) = q'(L).

81 para infinitos valores de n : Lln = c.(n+1)2, e una constante

positiva, entonces r(x) es una funcidn como en (28).

Demostracién. De la demostracién del teorema 11 obtenemos:

- L
=(W/L)2, f q(g) dg = 0. Como %%— z 2.resu1ta de la definicidn

de z que %%— r'(x)/4zs. De esto sigue que z” y 2"' son absoluta-

mente continuas. Es decir, g y q' son absolutamente continuas en

1

{0o,L]1. En esta situacidn puede demostrarse la siguiente férmula

asintética para los autovalores del problema (39), (cf.[8],p.11):

() A Ba2zen)?e 1 (B2 [aa AETA: RACES PPy
" 4(n+1)° n

- 20 -
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En consecuencia, el corchete de (44) se anula, y usando (43) obte-

L 3 :
nemos £(q dg = 0. O sea, g=0, y la tesis sigue como antes. QED.

Borg compara en la pidgina 86 de su trabajo [8] el teorema de
Mothwurf (T.11) con su resultado (T.12) y dice: " ... Es kann im
allgemeinen auch nicht ein so einfaches Ergebnis mehr gelten, wenn
wir im obigen Satz die Voraussetzung 'jede beliebige Lange' durch
'konstante Linge' ersetzen. Wenn wir aber Regularitidsbedingungen
hinzufligen, kOonnen wir ein analoges Ergebnis auch in diesem letzten
Fall erhalten. ..." La proposicién 6 confirma aquella sospecha, y

podemos leerla de la siguiente manera:

Proposicién 7. La hipdtesis (43) del T.12 no es superflua.

15 . Elijamos %=m. Las funciones (28) del pdrrafo 12 quedan determi-
nadas univocamente por el pardmetro positivo b pues en esta situacidn
a = (1/b - b)/m. Entonces, para r(x) = (ax+b)_4 la autofuncién n-€ési-

ma -salvo por un factor constante no nulo- es igual a

-

(45) un(x) = (ax+b)senl (n+1)x/blax+b)] , n=0,1,2,...

Comparando los resultados obtenidos, por ejemplo con.»=0.5 y b=0.8,
se vé la tendencia de los ceros y extremos a acercarse mids a 0 junto
con b, y la de estos dGltimos a crecer en valor absoluto -en una misma

autofuncidn- cuando x pasa de 0 a 7.

- 21 -
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16 . Para obtener los resultados numéricos que permitan grafidar una
funcidén r(x) del pdrrafo 13 y algunas autofunciones del problema (26)

con esa r y #=v, es conveniente preparar el cilculo de 1la siguiente

-
Lo MR R s MR SEBReasy RS BRM W 0 2 LSS

manera. La solucién de la ecuacidén diferencial en (33) con R=32#0 y

tal que y(0)=0, y'(0)=1 es (cf. [19]):

LR

sen x &

prbatl 532

(46) y(x,s) = é{sen sx - sen t sen st dt}.

x .

1 + f senzt dt 4

o "

4

Por lo tanto, la solucién con esos valores iniciales cuando A=0.es i
. 4

ﬁ

x A

(47) flz) = =z - Sen [ t.semn t dt . i

. 2 0 i

x
1+ £ sen t dt

P

e

La funcién f(x) es positiva en (0,7] y resuelve la ecuacién f"-L.f=0,

la cual admite la siguiente solucién linealmente independiente de

L owara

f(x) y nula en x=v : g(x) = f(x)fﬂf—z(t),dt. Como f(x)=x en x=0, re-
, z .

sulta g(0+) = 1, y por lo tanto g es positiva en [0,7). Definamos para

e>0

P i e B

(48)  a(z) = e.f(z) + glz) = flz).F(z) , F(z) = ¢ + [ f2(tidt .
! x

A
BT SRR T L

Cualquiera de estas funciones z es positiva en todo el intervalo y

00 s KB4,

sirve para efectuar el cambio de variables (36). Recordemos que

T
2o = [ = 24t. De (36) y (48), para 2=m y 0<n<fgm, obtenemos
0

2(E) - m(n) = (-1/%) [ F 20s) arce) = alr"icg) = P°L(n)1 /2.
n

Haciendo tender n a 0 resulta

1

(49) z(E) = (n/R)F L(e).

- 22 -




2t
3
é
g
£
S
b4
]
¥
3
4
4
F
G TR

B 9@ .

.
-

o R

Para esta transformacién : r(x) = (QO/W)2(2(5)24, y la n-€ésima auto-

funcibén es (cf. (27))

A SLasl ol

(50) u (z) = p(z) V' yE,mr1)  ,  n=0,1,2,... .

i SR

.

1

™
Si e= 1/m entonces f2o=r y F puede escribirse asi:F(g)=g "+ | (f-z-t_z)dg
£ :

La funcidn r(x) correspondiente es igual a I en x=0 y x=7, presenta
una joroba entre x=0 y x=1 con miximo en 0.44 igual a 4.38, es menor
que 1 en el intervalo (1.02,3.14) y alcanza su minimo igual a 0.4

en x=2.0 .

2]

- 23 -
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Fig. 3 (§15)

T |
5.66
e = 1/T ﬂf-]
1.41 1
0.71
0.36 7
0 , 2.1 1r

Fig. 4 (8§ 16)
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T ?
9.86 ¢
e = 1
1.37 ¢
.77 ¢
0.1 ¢ ° . Al
0 1.21 2.14 T X
Fig 7 (§ 16)
ul
0.19¢
0.16 ¢
0 PN —fi—
0.78
-0.2 ¢

Fig 8 (§ 16)
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