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SOBRE LOGICAS FUZZY BASADAS EN T-NORMAS Y LOS RESULTADOS DE
MONTEIRO SOBRE LAS ALGEBRAS DE HEYTING SIMETRICAS

FRANCESC ESTEVA AND LLUIS GODO

RESUMEN. In the setting of logical systems associated to residuated lattices, Ono defined
in [20]] (see also [7]) the weak contractive systems corresponding to pseudo-complemented
residuated lattices. Intuitionistic logic (associated to Heyting algebras) and the infinitely-
valued Godel logic (associated to linear Heyting algebras) are remarkable examples of weak
contractive systems. In these systems, the definable negation —¢ as ¢ — 0 is not involutive
(it is in fact Godel negation over linearly ordered algebras). In this setting, it makes sense to
study the issue of adding an involutive negation to weak contractive systems. This is in fact
what Monteiro did in his excellent monograph [18] for the case of Heyting algebras, the
resulting structures being called Symmetric Heyting algebras, and paying special attention
to the linear case. In this short paper, after a general presentation of the t-norm based (fuzzy)
logics as pre-linear extensions of Hohle’s Monoidal logic [15] or Ono’s FL,,,, we will study
similar expansions for any (prelinear) weak contractive fuzzy logic, following the line of
the paper [9] where the authors studied the expansions obtained by adding an involutive
negation to SBL, Godel and Product logics. This line has been further investigated in [4]
and [[L1]]. We show that some of Monteiro’s results are also valid in the general setting of
prelinear pseudocomplemented residuated lattices and lead to new axiomatic presentations.

1. LOGICAS MULTIVALUADAS RESIDUADAS FUZZY (BASADAS EN T-NORMAS)

Tal como dice Hédjek en su monografia [[12]] las 16gicas multivaluadas constituyen el nd-
cleo de lo que se conoce como légica fuzzy en sentido estricto siguiendo la distincién que
hizo Zadeh en [24]] y que transcribimos a continuacion:

The term Fuzzy Logic has two different meanings: wide and narrow. In a narrow sense it
is a logical system which aims a formalization of approximate reasoning. In this sense it is
an extension of multi-valued logic.However the agenda of Fuzzy logic is quite different from
that of traditional multi-valued logic. Such key concepts in FL as the concept of linguistic
variable, fuzzy if-then rule, fuzzy quantification and defuzzification, truth qualification, the
extension principle, the compositional rule of inference and interpolative reasoning, among
others, are not adressed in traditional systems. In its wide sense, FL, is fuzzily synonimous
with the fuzzy set theory of classes of unsharp boundaries. FST is much broader than FL
and includes the later as one of its branches.

Pero, ;cuéles son estas 16gicas multivaluadas? En los trabajos semdnticos realizados en la
década de 1980-90 (véase, por ejemplo, [1, 23]]) se habian estudiado las operaciones sobre
el intervalo real [0, 1] que eran candidatas idéneas para ser funciones de verdad asociadas
a las conectivas conjuncién y disyuncién aditivas y multiplicativas asi como a las implica-
ciones y negaciones. Si las conectivas de conjuncién y disyuncién aditivas es evidente que
tienen asociadas el maximo y el minimo de forma natural, como operacién asociada a la
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24 Francesc Esteva y Lluis Godo

conjuncién multiplicativa se eligié una t-norma cualquiera lo que ya conlleva una diversi-
dad de légicas fuzzy dependiendo de cudl sea la t-norma elegida.

Recordemos que las normas triangulares (t-normas) fueron introducidas por Schweizer y
Sklar en [22] en el marco de los espacios métricos probabilisticos y se definen como opera-
ciones sobre [0, 1] que son commutativas, asociativas, no decrecientes en las dos variables
y que tienen 1 como neutro y 0 como absorbente. Sus propiedades, no cabe duda, casan
bien con las que parece razonable que cumpla una conjuncién. De ahi que su uso se gen-
eralizara sin demasiados problemas. Ademads, las 16gicas infinito-valuadas de Lukasiewicz
y Godel tienen como funciones de verdad de la conjuncién multiplicativa las t-normas de
Lukasiewicz (x*y = max(0,x+y— 1)) y del minimo (x*y = min(x,y)) respectivamente.

La eleccién de la funcién correspondiente a la implicacién llevé un cierto debate pero
fundamentalmente se han utilizado dos generalizaciones de la implicacién clédsica. La primera
viene dada como la generalizacién de la ley cldsica p — g = —pV ¢, es conocida como
S-implicacién y requiere la definicidn previa de una negacioén involutiv y la disyuncién
multiplicativa (de hecho se puede decir que viene definida por la negacién ya que la disyun-
cién multiplicativa se suele definir por dualidad a partir de la conjuncién multiplicativa y la
negacidn cuando ésta es involutiva). La segunda generalizacion de implicacién es la residua-
da, definida por la extension de la propiedad de residuacion clésica a partir de la conjuncién
multiplicativa mediante la equivalencia

x<y=,zsi,ysolosixxy<z

y que equivale a que la implicacién se defina a partir de la conjuncién multiplicativa de la
forma

x=,y=max{z|zxx <y}

Esta es la implicacién que usa Hdjek en [12] y justifica su preferencia a la S-implicacién
debido a sus propiedades l6gicas: su comportamiento relacionado con el orden (x =,y =1
si y s6lo si x <y) y su buena relacién con el Modus Ponens que la propiedad de resid-
uacion expresa (x* (x =, y) <y). De ahi que Hdjek proponga como cdlculo asociado a la
l6gica fuzzy el definido sobre el intervalo [0, 1] por una t-norma (x), su residuo (=) , la
negacion asociada (—x = x =, 0) y las operaciones max, min definidas por el orden usual
de los reales. De hecho Héjek lo define para las t-normas continuas para las que siempre
existe el residuo. Recordamos aqui las propiedades que cumplen las t-normas continuas y
su residuo que guiaron la definicién de la 16gica BL en [12],

(relacién con el orden): x <yifandonlyifx=,y=1

(Transitividad): =) *x(y=u2) <x=.2

(Prelinealidad): (x=y)V=x)=1

(definibilidad del mdx): max(x,y) = min(((x =, y) =4 y), (y =« x) = x)))
(divisibilidad) XAy =x%(x=,y).

El lenguaje proposicional de la 16gica BL viene definido por un conjunto numerable de
variables proposicionales, las constantes 0y 1 y las conectivas binarias & y —. Los axiomas
originales de Hajek para BL son,

Lo que se conoce como una funcion de negacion fuerte en la literatura fuzzy.
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AD (o—=y)—=(v—x)—(9—2))

(A2) o&y—o

(A3) o&y—vy&o

Ad) o0& (p—Vy)—y&(y—0)

(ASa) (p—(y—x))—(9p&vw)—17)
(ASb) ((p&wy)—x)— (9o —(v—1x))

A6) (p—v)—x)—=(((v—0)—x)—x)

A7) 0—¢

y su Unica regla de inferencia es el Modus Ponens. Cintula demostré posteriormente [3|]
que el axioma (A3) era redundante.

Otros conectivos usualmente utilizados en estas 16gicas son =, A 'y V y son definibles en
estos sistemas de la forma:

@ es ¢—0
PAY es Q& (9 — V)
eVy es (p—=v) = y)A(V—9)—9)
Héjek defini6 las BL-dlgebras como reticulos residuados (acotados, conmutativos e inte-
grales) A = (A, A\, V,*,=,0, 1) que cumplen ademas las condiciones de:

(Prelinealidad): (x=y)V(y=x)=1
(Divisibilidad): xAy=xx(x=y)

Demostré que estas dlgebras forman una variedad generada por las linealmente ordenadas y
que constituyen la semdntica algebraica equivalente a la 16gica BL. Ademas conjeturd que
BL era la l6gica de las t-normas continuas, conjetura que fue demostrada en dos pasos en
los trabajos [[13}5]. Algebraicamente, lo que se demuestra es que la familia de las llamadas
BL-dlgebras estdndar, es decir, las BL-dlgebras sobre el intervalo real [0, 1], y que vienen
definidas univocamente por t-normas continuas y sus residuos, y que denotaremos como
[0,1], = ([0, 1],mdx, min,*,=>,,0,1) para cada t-norm continua * genera la variedad de las
BL-élgebras. Logicamente lo que dice es que las férmulas probables en BL coinciden con
las tautologias comunes a todas las dlgebras estandard (definidas por las t-normas contin-
uas y sus residuos). Ademads, el resultado conocido de que toda t-norma continua es suma
ordinal de las t-normas del producto, del minimo y de Lukasiewicz (véase [19,16]) da a las
l6gicas correspondientes a estas tres t-normas (estudiadas en [14, |6, 21] respectivamente)
un papel prominente en el marco de las 16gicas basadas en t-normas. De hecho sus corre-
spondientes 16gicas, que llamaremos respectivamente Producto, Gédel y Lukasiewicz, son
l6gicas que son completas respecto a una tnica dlgebra estdndar, la definida por la t-norma
producto, la t-norma minimo y la t-norma de Lukasiewicz respectivamente, y se pueden
definir a partir de BL como las extensiones axiomaticas siguientes:

(1) la légica Producto es la extensioén de BL con los axiomas,

¢ — ((p&y)— (&) — (¥ — 1)
oA —0

(i1) la légica de Godel es la extension de BL con el axioma

¢— (& o)
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26 Francesc Esteva y Lluis Godo

(iii) finalmente la 16gica de Lukasiewicz es la extension de BL con el axioma,
=0

Citemos para finalizar este repaso a las extesiones axiomdticas de BL que en [[10] se estudian
las l6gicas residuadas L, asociadas a cada t-norma continua * en particular, es decir, las
l6gica L. que son completas cada una con respecto a la dlgebra estdndar definida por * y
su residuo. Se demuestra que todas estas ldgicas son finitamente axiomatizables y se da
un algoritmo para hallar un sistema finito de axiomas que las caracteriza como extensiones
axiomaticas de BL.

Poco después de la introduccién de BL, la observacién de que una t-norma tiene residuo
si y sélo si es continua por la izquierda llevé a los autores a definir en [8] la 16gica que se
conoce como MTL (Monoidal t-norm based logic) cuyo lenguaje es el mismo que el de BL
con la diferencia de que en este caso el conectivo A no es definible puesto que las t-normas
continuas por la izquierda no satisfacen la divisibilidacﬂ Los axiomas de MTL son,

A (¢—y)—=(v—x)—(9—2))

(A2) o&y—o

(A3) o&y—vy&o

A orNy—0o

(AS) oAy —VYAQ

(A6) & (9—VY)— 0Ny

(ATa) (¢ —(yv—x))—(p&y—x)

(A7b) (@& y—2x)— (¢ — (v —x))

A8)  ((p—v)—x)— ((yv—9)—x)—x)
(A9 0—¢

y la dnica regla de inferencia continda siendo el Modus Ponens.

Comparando con BL, los nuevos axiomas son el (A4) y (A5) (de introduccién de A) y
se ha cambiado el (A6) dado que no se cumple la divisibilidad. Las conectivas definibles se
reducen a VV y — (que se definen igual que en BL). La contrapartida algebraica de esta 16gica
la constituyen las MTL-dlgebras, que son reticulos residuados (acotados, conmutativos e
integrales) prelineales, forman una variedad y son la semdntica algebraica equivalente a la
l6gica MTL. La completud de esta 16gica respecto a la clase de MTL-4lgebras estdndar, las
definidas sobre [0, 1] por las t-normas continuas por la izquierda y su residuo, fue demostra-
da por Jenei y Montagna en [17]. La demostracién pasa por ver que toda MTL-cadena
numerable es sumergible en una MTL-cadena estandar. Desde el punto de vista 16gico, ello
prueba la completud fuerte para cualquier teoria (sea o no finita), cosa que no es cierta para
BL y sus extensiones axiomaticas para las cuales solo vale la completitud fuerte para teorias
finitas (con la tinica excepcion de Godel que si tiene la completitud fuerte).

Es interesante observar que en general una légica L extensién de MTL (excepcion hecha
de Godel) sélo cumple el siguiente teorema local de la deduccién:

¢ - v siy solo si existe n € N tal que 7 (@)" — y

donde (¢)" es un abreviacién de @& .". &@ y el exponente n depende de @ y .
Como extensioén axiomdtica de MTL mediante el axioma de involucién (——¢@ — @) se
obtiene la 16gica IMTL (Involutive MTL) y como extensiéon de BL (resp. MTL) mediante

De hecho una t-norma continua por la izquierda es continua si y sélo si satisface la propiedad de la
divisibilidad.

Actas del IX Congreso Dr. Antonio A. R. Monteiro, 2007



Sobre 16gicas fuzzy basadas en t-normas y los resultados de Monteiro... 27

CLASSICAL LOGIC

GOIE sn UKASIEWICZ
Divisibilidad
(Div)
Prelinealidad
. Pseudocomplement: (Lin)
INTUITIONISTIC. Lin (Contraccion débil)
aMALL

(Contraccion)

MONOIDAL (FLey , aMAILL, Hpck)

FIGURA 1. Jerarquia de l6gicas.

el axioma de pseudo-complementacién (¢ A —¢ = 0) se obtiene la llamada 16gica SBL
(resp. SMTL). Es interesante observar que en toda cadena de la variedad SBL (o SMTL)
la negacion viene definida como la llamada negacién de Godel (n(x) = 0 para todox # 0y
n(0) = 1). El esquema de la Fig. nos muestra la jerarquia de estas l6gicas a las que hemos
afiadido la Monoidal o FL,,, correspondiente a la variedad de los reticulos residuados y la
Intuicionista correspondiente a las dlgebras de Heyting.

Observemos que en la Figura [1| se han destacado por una parte las légicas que tienen
negacién involutiva (Lukasiewicz y IMTL) y por otra las débilmente contractivas, es decir,
las que cumplen la pseudo-complementacién (SMTL, IIMTL, SBL, Producto y Gédel). En
la siguiente seccion trataremos de la expansidn de estas l6gicas introduciendo como nueva
conectiva una negacion involutiva.

Pero antes de ello, y para finalizar esta seccion, comentaremos las expansiones de MTL
y sus extensiones axiomadticas con el operador unario A. La semantica intuitiva de este oper-
ador sobre el intervalo real [0, 1] es que una férmula del tipo A@ es booleana, en el sentido
de que toma el valor 1 si ¢ toma también el valor 1, y toma el valor O en cualquier otro
caso (i.e. cuando el valor de ¢ es menor que 1). Este operador, que ya fue introducido por
Monteiro en el contexto de las dlgebras de Heyting [[18]], fue introducido en el marco de las
16gicas fuzzy por Baaz en el contexto de la 16gica de Godel [2]] y depués por Héjek en el
contexto de BL [[12]]. Si L es una extensién axiomdtica de MTL, entonces la lgica La se
obtiene al afadir al lenguaje de L el operador unario A junto con estos axiomas y regla de
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28 Francesc Esteva y Lluis Godo

inferencia adicionales:

1) ApV-Ag

2) AloVy)— (ApVAy)
3) A(p —Q

4) A(p — AAq)

A5) Alg — y) — (Ap — Ay)

Regla de necesitacion para A: de @ se deriva Ag.

Resulta que la 16gica expandida La preserva la completud de L respecto de sus L-dlgebras
y de sus L-cadenas (las correspondientes Lp-algebras siempre se pueden descomponer en
producto subdirecto de cadenas) y respecto de sus L-cadenas sobe [0, 1] en caso de que L
tuviera completud estdndar.

2. ALGEBRAS DE HEYTING SIMETRICAS Y LOGICAS RESIDUADAS CON INVOLUCION

La presente seccion se basa en resultados de Monteiro contenidos en su excelente mono-
grafia [18] y su comparacién con los resultados de [9, 4]. Se demuestra que muchos de
los resultados contenidos en los trabajos de 16gicas fuzzy citados no son mas que la gen-
eralizacion a MTL-dlgebras de los resultados de Monteiro sobre dlgebras de Heyting pre-
lineales. Para poderlo estudiar adecuadamente resumimos a continuacion los resultados de
estos dos trabajos.

2.1. Anadiendo una negacion involutiva a las SMTL. Las logicas que son extensiones
axiomadticas de SMTL, entre las que figuran las SBL, la Producto y la de Gddel, tienen
en comin como ya hemos dicho que la negacién asociada es una negacidn cldsica, en el
sentido de que sobre cadenas la funcién de verdad asociada es la negacién de Godel defini-
da por n(x) =0 si x # 0 y n(0) = 1, es decir, la imagen de n es {0,1}. En estos casos
esta negacién no sirve ni para definir por dualidad una disyuncién multiplicativa ni para
definir la S-implicacién. Por ello, en [9] los autores definen y estudian las 16gicas resul-
tantes de afiadir una negacion involutiva a las 16gicas SBL, Godel y Producto. Cintula et
al. extendieron en [4] esta linea de trabajo a SMTL y demostraron nuevos resultados sobre
estas légicas. Flaminio y Marchioni han estudiado [11]] la 16gica resultante de afiadir una
negacion involutiva a MTL y algunas de sus extensiones axiomaticas.

En el primer trabajo se define SBL.., la expansién de SBL con una nueva conectiva (la
negacion involutiva ~), de la siguiente forma. Los axiomas de SBL.. son los de SBL mds

(~1) (~~@)=0 (Involucion)

(~2) =@ —~@

(~3) A(p — y) — A(~y — ~¢@) (Inversion del orden)

(A1) ApV-Agp

(A2) A(eVy)— (ApVAy)

A5) Al¢ — y) — (Ap — Ay)
donde A significa —~ ¢. Las reglas de inferencia de SBL.. son el modus ponens y la
necesitacion para A (de @ se deduce A(@)).

Con esta definicion se puede probar que SBL.. y todas sus extensiones axiomadticas (por

ejemplo G.. y I1.) son algebrizables y que las correspondientes dlgebras son productos
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subdirectos de cadenas. Estos resultados permiten probar que SBL.. es completa respecto
a las cadenas de la variedad de las SBL..-dlgebras y que es fuertemente completa respecto
a las mismas cadenas para teorias finitas. En el caso de Godel y del Producto se puede
llegar mds lejos y probar que los resultados de completitud continuan siendo ciertos si nos
restringimos a las cadenas estdndar (las definidas sobre [0, 1] y [0, 1|1 respectivamente).
Finalmente se prueba que en el caso de Godel nos podemos restringir a una sola cadena, la
cadena estandar definida sobre [0, 1] al afiadirle la involucién ~x = 1 — x. Respecto a esta
cadena G.. es fuertemente completa incluso para teorfas infinitas. Para I1.. los resultados
son diferentes. Se prueba que son necesarias todas las cadenas estdndar (de hecho todas las
posibles negaciones involutivas sobre [0, 1] que dan estructuras [0, 1|1 no isomorfas) para
generar la variedad, y s6lo es fuertemente completa para la familia de las cadenas estdndar
para teorfas finitas.

Cintula et al. en [4] definen SMTL.. como la extensién axiomatica de SMTL con una
negacion involutiva de la misma forma y con los mismos axiomas y reglas de inferencia que
en el caso de SBL antes citado. Pero demuestran que sélo tres de los axiomas son necesar-
ios; en efecto, SMTL.. (resp. SBL..) se puede definir como la expansiéon de SMTL con una
negacion involutiva, con los axiomas de SMTL (resp. SBL) mas,

(~D) (~~p)=¢

(~3) Al@—y) = A~y —~0)
y con las mismas reglas de inferencia, es decir, el Modus Ponens y la necesitacion para
A

2.2. Las algebras de Heyting simétricas. Muchos afios antes, en 1980, Monteiro habia
publicado en [[18]] la magnifica monografia “Sur les algebres de Heyting symeétriquescon la
que habia ganado el premio Gulbenkian de Ciencia y Tecnologia el afio 1978. La mono-
grafia contiene un acurado estudio de las dlgebras de Heyting expandidas con una negacién
involutiva, a las que Monteiro llama dlgebras de Heyting simétricas. Las algebras de Heyt-
ing son las dlgebras asociadas a la légica intuicionista y son reticulos residuados pseudo-
complementados donde la conjuncién multiplicativa es idempotente (y colapsa con el infimo
reticular). Una édlgebra de Heyting simétrica es una estructura (H, A\, V,=,—,~,0, 1) donde
(H,A\,V,=,—,0,1) es una dlgebra de Heyting y tal que se satisfacen las dos condiciones
siguientes:

(dm) ~(xVy)=~xA~y (Ley de De Morgan)

El estudio de Monteiro se basa en el estudio de los filtros primos de las dos estructuras
que conviven en las dlgebras de Heyting simétricas. En efecto, si (H,A,V,—,—,~,0,1) es
una dlgebra de Heyting simétrica entonces (H, A, V,—,—,0, 1) es una dlgebra de Heyting y
(H,A,V,~,0,1) es una dlgebra de De Morgan. Los resultados que obtiene se basan en la
idea de compatibilidad entre estas dos estructuras a través del estudio de sus filtros primos,
realizado en la primera parte de la memoria. Monteiro define que las dos estructuras son
compatibles cuando la transformada de Bialiniki-Birula y Rasiowa (tal como se define sobre
las dlgebras de De Morgan) de los filtros primos del dlgebra de Heyting, ®(F) = C(~(F))
donde C es el complemento conjuntista, es comparable con el filtro inicial. Y esta propiedad
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la utiliza para ver en qué casos una 4lgebra de Heyting lineal simétrica es producto subdi-
recto de cadenas.

Monteiro demuestra que las dos condiciones de arriba (~ 1) y (dm) (incluso afiadiendo la
linealidad) no son suficientes para que la descomposicién en cadenas se preserve. Por ello
define las dlgebras de Heyting simétricas lineales afiadiendo la condicién de prelinealidad

(lin) x=y)Vih=x)=1

y las dlgebras de Heyting simétricas totalmente lineales afidiendo a las dlgebras de Heyting
simétricas lineales la condicién

(tlin) —x<~x

Estas dltimas dlgebras son las que contindan siendo producto subdirecto de cadenas como
lo eran las algebras de Heyting lineales EL es decir antes de introducir la negacién involu-
tiva. De hecho Monteiro demuestra este resultado pasando por la demostracion de que las
dlgebras de Heyting simétricas son totalmente lineales si y sélo si satisfacen la condicién
de Kleene

(Kleene) xN~x<yVn~y

y viendo que es cuando las dos estructuras, la de Heyting y la de De Morgan, son com-
patibles cuando esta descomposicién se da.

Para (ejemplificar) ver la sutileza de este resultado fijémonos en el dlgebra de Boole de 4
elementos (sobre {0,a,b,1} donde 0 <a <1y0<b < 1)y definamos sobre ella la negacion
involutiva ~ definida por ~a = a, ~b = b and ~0 = 1. Es evidente que esta dlgebra es
una algebra de Heyting simétrica que es lineal pero no totalmente lineal (ni, por tanto, de
Kleene). En ella los filtros primos de Boole y De Morgan no son compatibles. Si tomamos
por ejemplo, el filtro de Boole primo F = {a, 1} su transformado por la transformacién de
Bianiliky-Birula y Rasowa, ®(F) = C(~F) = C({0,a} = {1,b} (siendo C el complemento
conjuntista) no es comparable con F.

3. LOS RESULTADOS DE MONTEIRO Y LAS SMTL CON INVOLUCION

Los resultados de Monteiro descritos en la seccién precedente se pueden extender a las
expansiones de SMTL con una negacién involutiva. La variedad SMTL?, de las algebras que
se obtienen de las SMTL afiadiendo una negacién involutiva y cumpliendo las ecuaciones
de SMTL mas (~1), (dm) y (tlin) coincide con la variedad de las SMTL.., definida en [4]].
De hecho el Teorema 4.10 de la monografia de Monteiro demuestra la equivalencia entre
la condicién (~3) de la definicién de Cintula et al. y la propiedad (¢/in) de Monteiro, y la
demostracion continda siendo valida para toda SMTL con una negacidn involutiva satisfa-
ciendo (~ 1) y (dm). Obviamente en las dlgebras de la variedad SMTL’, se puede definir el
operador A como Ax = — ~ x y se puede ver que en las dlgebras de Heyting simétricas to-
talmente lineales y en las SMTL~ se cumplen las condiciones de Baaz (Al)...(AS) (véase
final de la Seccion 1). De hecho Monteiro las demuestra en su monografia en el Teorema
3.7 del Capitulo III, y la demostracion contintia siendo vélida para SMTL? . Un ejercicio

3Las llamadas algebras de Godel en el campo de la l6gica fuzzy
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interesante que dejamos para el lector es el de ver qué propiedades de la A se cumplen
en la dlgebras de Heyting simétricas lineales. Es intersante ver cémo las propiedades de
prelinealidad y la (¢lin) se reflejan en la propiedades de A.

Debemos confesar, como consecuencia de lo expuesto, que los trabajos [9} 4] se podrian
haber reescrito utilizando los resultados previamente obtenidos por Monteiro. De hecho
el estudio que presentamos en este articulo del trabajo de Monteiro demuestra que en las
SMTL éalgebras se puede introducir una negacién involutiva (manteniendo la descomposi-
cién en producto subdirecto de cadenas) afiadiendo una nueva operacién ~ que satisfaga las
propiedades

(dm) —=(xVy) < —xA-y
(tlin) —x<~ux.

Desde el punto de vista 16gico lo que nos dice es que la légica que obtenemos afiadien-
do los axiomas correspondientes a laas propiedades algebraicas expresadas por (~ 1), (dm)
y (tlin) a los de SMTL coincide con SMTL.... En esta 16gica, como hace Monteiro para las
dlgebras de Heyting simétricas, se puede definir el operador A y se puede demostrar que
satisface las propiedades de Baaz. Otra cosa son los resultados del trabajo [11] puesto que
cuando salimos del marco de las SMTL y pasamos al marco general de las MTL la nocién
de compatibilidad entre los filtros primos de las dlgebras iniciales (antes de introducir la in-
volucién) y los de las dlgebras de De Morgan que se obtienen con las operaciones reticulares
al introducir la involucién se complica considerablemente.
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