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GRAFICAS Y MATRICES DE ADYACENCIA

ELSA A. FERNANDEZ

1. INTRODUCCION

En muchas aplicaciones de la teoria de matrices aparecen matrices reales con entradas
no negativas. Esto es, matrices A = (a;j) de ordennxnconaj; >0,1<i,j<n,

Por ejemplo, en problemas de economia (modelo de Leontief), en problemas de proba-
bilidad (por medio de matrices estocasticas) y de nuestro interés sera el problema de gra-
ficas, que estudiaremos por medio de matrices de adyacencia. El resultado mas relevante
relativo a los valores propios (autovalores) de matrices no negativas es el Teorema de
Perron—Frobenius.

Teorema 1.0.1. Sea A = (&;;) una matriz n x n con coeficientes reales tal que ajj > 0.
Entonces el radio espectral

p(A) =max{|A]|: A es valor propio de A}

es un valor propio de la matriz A y existe un vector y con coordenadas no negativas tal
que Ay = py. Mas adln, si a;; > 0 para todo i, j entonces p > 0 es un valor propio simple
de Ay las coordenadas del vector y son positivas.

(Oskar Perron, matematico aleman, 1880-1975; Georg Frobenius, matematico aleman,
1849-1917).

Una matriz A es no negativa si y solo si el cono positivo VT = {x € R" : x > 0} es
invariante por A (esto es A(V ) CV ™).

Esta observacién da lugar a una generalizacion del Teorema de Perron—Frobenius debi-
da a Birkhoff y Vandergraft, quienes probaron que toda matriz que deja un cono sélido K
invariante tiene un vector propio (autovector) en K con valor propio p(A).

Tomando estos resultados como punto de partida se muestran algunas propiedades de
interés en teoria de representacion de algebras. Suponiendo que la grafica no tiene lazos se
clasifican las graficas A en tres tipos de acuerdo al comportamiento “geométrico” de cierta
matriz.

Se vera después que si la grafica no tiene ciclos orientados esta clasificacion corres-
ponde a los tipos de representacion del algebra de caminos k(A). Es decir, se tiene el
siguiente teorema:

Teorema 1.0.2. Sea A una grafica sin ciclos orientados. Entonces
a) A es eliptica si y solo si k(A) es de tipo de representacion finito.
b) A es parabolica si y sélo si k(A) es mansa.
c) A es hiperbolica si y solo si k(A) es salvaje.

Estos resultados clasicos en teoria de representaciones se obtienen usando diferentes
métodos. Se daran aqui utilizando basicamente el enfoque de M. Takane en su trabajo
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152 ELSA A. FERNANDEZ

“Conos en teoria de representaciones de algebras” [6]. Las presentes notas son introduc-
torias al tema. El desarrollo se basa en buena parte, y a veces textualmente, en el dado por
José Antonio de la Pefia en el libro “Algebra Lineal Avanzada” [4], y en el articulo antes
mencionado de Martha Takane.

2. EL POLINOMIO CARACTERISTICO DE UN GRAFO

Un grafo (o gréafica) esta formado por una coleccién finita de vértices, que denotaremos
Do, y por un conjunto finito de aristas A1 que conectan entre si algunos de estos vértices.
Podemos suponer que Ag ={1,2,--- ,n}.

Definimos la matriz de adyacencia A = (a;j) de tamafio n x n del siguiente modo:

a namero de aristas entre iy j, Sii# j
ij= , .
J dos veces el nimero de lazos en i.

Ejemplo 2.1. Consideremos el grafo A

Entonces la matriz de adyacencia es (g (2))

Ejemplo 2.2. Para la gréfica:

Ci—

la matriz de adyacencia es Ap = (i (1)>

Observacién: La traza de Ax es igual a dos veces el nimero de lazos en A. De manera que
A no tiene lazos si y solo si trAy = 0.

Notemos que Ap es una matriz simétrica. El polinomio caracteristico pa(t) = det(tl, —
Aa) se denomina el polinomio caracteristico del grafo A.
Como Ap es simétrica, las raices de pa(t) son ndmeros reales que podemos ordenar
como
MK <o <AR

(o bien A; en vez de A2, si la gréfica esta claramente especificada).
El espectro de la grafica A es por definicion el espectro de la matriz Aa. Escribiremos
Sp(A) = Sp(AA) = [)\la )\27 Tt a)\n]-

Ejemplo 2.3. Consideremos la grafica lineal
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GRAFICAS Y MATRICES DE ADYACENCIA 153

que llamaremos una grafica de tipo A,.
La matriz de adyacencia, que denotaremos A, €s

01 O 00
101 --- 00
A= .. oo
00 1 01
00 0 10

x -1 0 0 O
-1 x =1 0 0
pn(x) = det(xl, — An) = det 0 w0 o
0 0O -1 x -1
0 0 0 -1 x

x =1 0 0
-1 x -1 0
pr(X)=xdet|...... ... .. ..., +

o .-~ -1 x -1

0 o -~ =1 x
x =1 0 0 O
-1 x -1 0 0

—Ir(—l)(—l)”+”_1 det|................
0 O -1 x 0
0 O 0 -1 -1

= XPn-1(X) — Pn—2(X).

Una relacion de recurrencia similar aparece al considerar los polinomios de Chebyshev,
como veremos a continuacion. Luego aprovecharemos que las raices de tales polinomios
son conocidas, a efectos de hallar el espectro de Ap,.

Consideremos la funcion

_sen[(n+1)arccosx]

Un(X) = , XER, |x]<1,n=0,1,....
Entonces
sen(arccos x 1 — cos(arccos x)2 1—x2
Do — Enareeosx) _ v/I-cos(arccosx)? _ vI-X

V1-—x2 V1—x2 V1—x2

De modo analogo se puede ver que Uy (x) = 2x, Ux(x) = 4x% — 1, y que Uz(x) = 8x3 — 4x.
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154 ELSA A. FERNANDEZ

X X X
Notemos que Uj (5) =xU> (5) -U; (§> , Y en general mostraremos que

o () w0 (3) w2)

En efecto
sen(narccosz + arccosz)
Un(z) =
V1-7?
__sen(narccosz) cos(arccosz) N cos(narccosz) cos(arccosz) 1)
B V1-722 V1-722

=zUn_1(z) + cos(narccosz).
Analogamente se ve que
Un-1(z) = zUn—2(z)+cos[(n—1)arccosz]

= zUp 2(z) 4 cos(narccosz).cos(arccosz) +
sen(narccosz).sen(arccosz)

= zUp 2(z) +zcos(narccosz) +
Sl e

= zUp_2(2) +zcos(narccosz) +Un_1(2)(1 —2%)

= zUp_2(2) +zcos(narccosz) +Unp_1(z) —Un_1(2) 2°.

Por lo tanto
0 = 2zU, 2(z)+zcos(narccosz) —Up 1(z)z%, esto es,
0 = Up_2(z) +cos(narccosz) —Un_1(z)z, de donde
zUp-1(z2) —Un_2(z) = cos(narccosz).

De (1) resulta cos(narccosz) = Un(z) —Un-1(2) - z. Luego igualando se tiene
zUn_1(z2) —Un—2(z2) = Un(z) —Un-1(z)-z, o0 sea,
Un(z) = 2zUp-1(z) —Un_2(z). Sihacemos2z=y

Un(3) = YUri(3) Uzl

):

Ahora bien, teniamos que pp(X) = Xpn_1(X) — Pn_2(X), y cOmo ademas p1(X) = x = Ul(g)

X X
yp2(x) =x2—1= UZ(E)’ obtenemos que pn(X) = U”(i)'
t I
Es decir, arccos(i) =0T Pero arccos es funcion de [—1,1] — [0, 71 y por lo tanto
t cos(—”T ), 0sea, t Zcos(—”T )con0<—|7T <, loqueimplica0 <I<n+1
= = 1, lo que impli :
2 n+1”’ ’ n+1 “n+1- 7 q P sisn+

Pero | =0 implicat =2y |t| < 2 dado que 4 —t2 > 0.
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GRAFICAS Y MATRICES DE ADYACENCIA 155

I =n+1implicat = —2, lo que no es posible pues |t| < 2.

It
Luego el espectro esta dado por los nimeros 2cos(m) conl=1,2,...,n.

Nota 2.4. Las funciones
_sen[(n+1)arccosx|

Tn(x) = cos(narccosx), Un(x) =
V1—x2

para n = 0,1,..., son llamadas polinomios de Chebyshev de primera y segunda clase,
respectivamente.

Se tiene que:
To(x) =1, Ti(x) =%, To(x) =2x>—1, Ta(x) = 4x3—3x,
Uo(x) =1, Ui(x) =2x, Up(x) =4x2—1, Us(x) =8x3—4x.

Se sabe ademés que los polinomios T,(x) son ortogonales en el intervalo —1 <x <1
1

con respecto a la funcion peso p(x) = . Por otra parte, es conocido el hecho de

[ERN
|

>
N

que Tn(x) es solucion de la ecuacion diferencial
(1—X3) T —xT!+n?T, =0.

Pafnuti Chebyshev (1821-1894), matematico ruso, es conocido por su trabajo en teoria
de aproximacion y teoria de nimeros.

Ejemplo: De manera ilustrativa mostraremos que U, (x) tiene la expresion polinomial

(/2] n—i ,

Un(x) = Z) (-1)! ( i ) (2x)"2 paran=1,2,...
i=

La demostracion la hacemos por induccion en n.

Sin=1,U(x) =2x segln vimos previamente.

Por otra parte,

[1/2]=0 /1 _
Z) (=1) (l | ') @2x)t2 = (—1)0((1)> (2x)t = 2x.
Luego vale paran = 1.

Supongamos que el resultado es valido para k < n'y probémoslo para n. Sabemos que
Un(X) = 2xUnp_1(X) —Un—2(X) =

= (2x) Zi[glal)/zl (1) (nfil—i) (2x)n1-2 z[(naz)/ ] (—1) (nf‘2—i) (2x)n-2-2,

n 1 n
Si n es impar, n = 21 4 1, entonces §:I+§’ luego [5] =1, n—1=2I, con lo cual
n—1
=t
, n—2 1
Ademédsn—2=214+1-2=2(1-1)+1, de donde T:|_1+§’ por lo tanto

-
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156 ELSA A. FERNANDEZ

Tenemos entonces que

| -1 2

U = 3 (1) (" @2 5.0 (" e

Sear =1+ienlasegunda sumatoria,0seai=r—1,y

e = 3o (" e gl (e

= 1°("y ) @xn+unto
' —1—k o ' -1k o
- kzo(_l)k<” ; )(Zx) 2k+kzo(—1)k(nk_1 )(Zx) %

- @ g () (Ve

_ _ k(=K n—2—2k_[n/2]_ k(n—k n—2k
= @0+ 3 ( 1)( ) >(2x) =3 ( 1)( ) >(2x) .

k=0

De modo analogo se verifica para n par.

Consideremos ahora una grafica de tipo Dy, (n > 4).

1e

(00100 0 0
001 0 O 0 0
110 1 0 0 0
0010 1. 00
Dh=]0 00 1 0 1 0
000 01 0 1
000 00 1 O
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GRAFICAS Y MATRICES DE ADYACENCIA 157

Sea fq(t) el polinomio caracteristico, fy(t) = det(tl,—Dp) =

t 0 -1 0 0 -~ 0 O
o t -1.0 0 --- 0 O
-1 -1 t -1 0 0 0
o 0o -1t -1 .. 0 O
=det| 0O 0 O -1 t -1 0
0 0 O 0o -1 t -1
0O 0 O o 0 -1 t
Desarrollando por los elementos de la primera fila se tiene
t -1 0 0 0
-1 t -1 0 0
fa(t) = tdet 0 1t -1 0
0 0o -1 t -1
0 o 0 -1 t
0o t 0 0 0
-1 -1 -1 0 0
1+3 ....................
+(=1)(=1)"">det 1t 1o
0 o -1 t -1
0 0 0 -1 t

= tPn-1(t) + (=1)°t pa-3(t),

donde pn-1(t), pn—3(t) son los polinomios caracteristicos de An_1, An_3 respectivamente.

Luego fn(t) =t(pn-1(t) — pn-3(t)).
En consecuencia un elemento del espectro es el nimero O y los otros son raices de

Pn-1(t) — pn_3(t) =0.
t

t
O sea: U”_l(i) - Un_3(§) =0.

t t
sen(narccos 5) sen[(n—2)arccos 5]

- =0,
Va—12 Va—t2

Es decir,

t t
sen(narccos 5) —sen[(n—2)arccos E] =0, (|t|<?2).

1 1 t
Usando la relacion sen a —sen 3 =2 sen [i(a -B)] -cos[z(a+B)] , CON @ = Narceos -,

B = (n—2)arccos % tenemos: %(a—B) :arccos(%) y %(CH-B) = (n—l)arccos(%).
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158 ELSA A. FERNANDEZ

Nos queda asi:

t t
2 sen(arccos 5) -cos[(n—1)arccos 5] =0,

t t
de donde sen (arccos 5) = 0, 0 bien cos[(n — 1) arccos 5] =0.

Si sen(arccos E) = 0, entonces arccos ; =k, por lo tanto %: cos(km) = (—1)k, de
dondet = —2 06t =2, lo que es una contradiccion, pues |t| < 2.

En consecuencia debe ser
m
>

2k+1
y por lo tanto t = 2cos [%]

t t
cos[(n—1)arccos E} = 0,lo que implica (n — 1)arccos 5= (2k+1)

Entonces arccos - — (2k+1) m_ (2k+)m
2k+1)m

~ 2(n—-1
que ( )

< 7 Luego 0 € (2k+1) <2n—2, 0 sea, —1 < 2k < 2n — 3. De manera

A continuacidn daremos el polinomio caracteristico y el espectro de las gréficas Eg, E7
y Ee.

Dada la grafica de tipo Eg

el polinomio caracteristico esta dado por:
pe(t) =t8 —5t* +5t2 — 1 = (t+1)(t — 1)(t* — 4t + 1)
y el espectro por los valores

M =21++/3~1,932,

Ar=1,

A3=+2—+/3~0,518,
/\4:—)\3: - 2—\/§2—0,518,
As = —Ar=—1,
Ag=—A1=—V2++3~-1,932.

Para la grafica de tipo [E7

Actas del VIII Congreso Dr. Antonio A. R. Monteiro, 2005
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GRAFICAS Y MATRICES DE ADYACENCIA 159

el polinomio carcteristico es
p7(t) =t" —6t°49t3 — 3t =t (t® — 6t* + 9t> — 3)

y el espectro consta de los nimeros:

/\1 =~ 1,970,

/\2 >~ l, 286,

A3~ 0,684,

Ay =0,

As = —A3=—0,684,

Ae = —A2=—1,286,

A7 = —A1 = —1,970,

donde los tres dltimos se obtienen usando la relacion A7_j 11 = —A;.

Para la grafica de tipo Eg

el polinomio caracteristico es
pg(t) =t —7t6+14t* — 82+ 1
y sus raices son:

A1~ 1,989,
/\2 =~ 1,486,
A3~ 0,813,
/\4 =~ 0, 416,
/\5 = —/\4 >~ —0, 416,
A6 = —Az~ —0,813,
/\7 = —/\2 =~ —1,486,
/\8 = —/\1 >~ —1,989.

Observacion Las ecuaciones algebraicas p7(t) =0y pg(t) = 0 son resolubles por radi-
cales. En efecto, mediante la sustitucion z =t2 se obtienen respectivamente las ecua-
ciones z3—6z24+92—3=0,2*— 723+ 1422—-82+1 =0, las cuales por ser de grado a
lo sumo 4 pueden resolverse por radicales.

Nota 2.5. Los resultados previos relativos a las graficas de tipo Eg, E7 y Eg se obtu-
vieron utilizando las tablas del espectro de ciertos grafos incluidos en el Apéndice del
texto “Spectra of Graphs” de Cvetkovi¢, Doob y Sachs. La metodologia empleada tiene
como proposito mostrar que hay varias tablas en la literatura incluyendo datos numéricos
acerca del espectro de grafos y tdpicos similares. La razdn fundamental es que éstas y
otras cantidades resultan de interés en problemas de quimica, en relacion con las energias
totales de rr-electrones, ordenes de enlace, etc.

Por ejemplo para cierto tipo de moléculas se sabe que el hecho de que cero esté en el
espectro es sindnimo de inestabilidad quimica de la molécula.

Actas del VIII Congreso Dr. Antonio A. R. Monteiro, 2005
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160 ELSA A. FERNANDEZ

Como es bien conocido, a las gréaficas A, Dy, Eg, E7 y Eg se las conoce con el nombre
de diagramas de Dynkin. Asi pues, hemos estudiado béasicamente hasta el momento el
espectro de los diagramas de Dynkin.

Otros tipos de gréaficas o diagramas de interés en teoria de representaciones de algebras
y en otras areas, son los siguientes:

N %
AN

E7

conocidos como diagramas de Dynkin extendidos o diagramas euclideanos. Nos dedicare-
mos a continuacion a estudiar el espectro de este tipo de graficas. Para ello es necesario
dar previamente algunos conceptos y resultados.

Recordemos que si A = (Ag,A1) es una gréfica, entonces A’ = (Af,4A)) se dice una
subgréfica de Asi Ay C Agy A] CA;.

Hay varios procedimientos de reduccion para calcular el polinomio caracteristico de
una gréfica una vez que se conoce el de algunas subgraficas. Veremos aqui dos de estos
métodos y los aplicaremos en algunos ejemplos de interés.

a) Sea x; un vértice de una grafica A de modo que hay una Unica arista que lo contiene

y sea x» el vecino de x; en A. Sea A, la grafica obtenida de A quitando el vértice x, y Ay la
grafica obtenida quitando tanto x, como X, (ver el siguiente dibujo que ilustra la situacion).

—_—
X1 X3

Por ejemplo, sea A la grafica

Actas del VIII Congreso Dr. Antonio A. R. Monteiro, 2005
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X
. 1

Entonces Aq:
y Ay es la gréfica
Proposicién 2.6. Con las notaciones previas se tiene que

pa(t) =1t pa, (t) — pay(t)-

Demostracion. Sea el conjunto de vértices de A, Ag = {X1,X2,...,Xn}, entonces la matriz
de adyacencia es

0 1 O 0 O

1 ap axs ...... aon

0 ax

Ap =
An,
0 dzn
Luego

t -1 0 ... 0 O
-1 t—ay —A23 e —aon
0 —ap

pA(t) = det(tl —AA) = detAp =

0 —aon
Desarrollando por la primera fila, se tiene

Actas del VIII Congreso Dr. Antonio A. R. Monteiro, 2005
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t—ax» —axm .......... —3adon
pA(t) =tdet . thho — AAZ +
—adzn
-1 —ax .......... —3adon
0
+(—1)(—1)3det thh—2 — Aa,

0

-1 —ad23 s.iieaaaan —ad2n

0

= tpAl(t) + det . thh_o— AAZ =
0

= tpay (1) + (=1)(—1)?det(tln_2 — An,) = t pay (t) — Pa, (t).

Ejemplo 2.7. Si consideramos la grafica A previa, esto es

X
. 1

N
NS
RN

VRN

S
/N
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Un calculo simple muestra que pa, = t° — 4t3. Dado que A es de tipo Dy, resulta
Pa,(t) =t (pa(t) — pa(t)) =t (t3—2t —t) =t(t3 - 3t). En consecuencia,

pa(t) =t (t5—4t3) —t (13— 3t) =16 —5t* + 3t = t?(t* — 5%+ 3).
Como ejercicio el lector puede utilizar la Proposicion 2.6 para calcular el polinomio
caracteristico de una gréafica de tipo Dp,.

El otro procedimiento de reduccion que nos interesa es:

b) Sea A una gréfica sin lazos y con conjunto de vértices Ag = {1,...,n}. Para cada
i, definimos A; como la subgréfica de A obtenida al suprimir el vértice i de A. Se tiene
entonces que el polinomio derivado pj,(t) es igual a pj(t) = 3.4 pa; (t); una demostracion
de este resultado se puede ver en [4, p. 169].

Ejemplo 2.8. Consideremos el circuito con n vértices

AN

gue llamaremos una~gréfica de tipo An.
Sin=1setiene Ay

On

luego la matriz es A = [2]. El polinomio caracteristico es p1(t) =t —2.
Sin=2 setiene Ay

con Ay = (‘2’ (2)) Por lo tanto Pa(t) =t? — 4, y el espectro consta de valores 2y —2.
Para n > 2 la matriz de adyacencia de la grafica A, esta dada por

01 O 01
1 0 1 00
A = 01 O 00
00 1 01
10 0 10

Para n > 3 aplicaremos el método de reduccion previo. En efecto, todas las graficas
obtenidas al suprimir un vértice de la grafica de tipo Ay, resultan de tipo A, ;. Luego
PZ () =N pa, (1) Osea, pp(t) =n pn-1(t).
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sen [narccos = }
En consecuencia, () =n Un_1(

t2
1_ _
4
Por lo tanto
t
sen [narccos 5]
)= [ B +C= [0 ———24C=
1——
\/ 4
t -1 1
Sea z = arccos =, entonces dz = 7(—)dt.
2 t2\2
1— —
4
Resulta

() = /nsen(nz) (—2)dz4+C = (—2)/seny dy+C =

t
= (—2)(—cosy) +C =2cosy+C = 2cos(nz) + C = 2cos(narccos 5) +C.

L t :
Es decir fn(t) = 2 cos(narccos 5) + C. Resta determinar la constante C.
Ahora bien,

(=1)"-0=0, sinespar,n=4s
Pn(0) = (—1)"detAn =< (—=1)"-(—4) = —4, sinespar,n=4s+2
(=1)"-2= -2, sinesimpar

Por otra parte

pn(0) =2-cos(narccos0) +C

:2-cos(n§n)—|—c.

T
Sines impar, cos( 2) 0, por lo tanto C = pp(0) = —2. Para el caso n par, se obtiene
también C = —2.

En conclusion, pn(t) =2 cos(n arccos(g)) -2=2 (Tn(%) - 1). Por lo tanto, Pn(t) =

. . t t 2k t 2k T
0 implica cos [n arccos(i)] = 1. Esto es, arccos 7= — == cos(T>, con 0 <

n'?2
2kn 2Kk 7T
— S < 1. Entonces el espectro consta de los nimeros 2 - cos( - ) k=1,...,n Ob-

servemos que el valor absoluto de todo valor propio es menor o igual que 2, y que 2 es
valor propio de A,.
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Ejercicio: Probar que Tn(x) tiene la siguiente expresion polinomial
2 N /n—k
_ _1\k n—2k—1,n—2k
Tn(X)_kZ (-1) —n—k( ‘ )2 XK

Consideremos ahora una grafica de tipo Dy (n > 4):

Lle e n

N
/- N

2

o N+l

Entonces el espectro es la union de los espectros de las gréficas de tipo A4 y An_3.
llustramos con el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.9. Sea A la grafica Ds:

N

N
VA

001000

001000

) . 110100

Entonces la matriz de adyacencia es 0010 11
000100

000100

Un célculo no muy complicado, o bien e
polinomio caracteristico de A es

pa(t) =18 —5t* 4 4% =t?(1* — 512+ 4).
En consecuencia los valores propios son A1 = —1, Ao = -2, A3=A4=0, A5 =1, Ag = 2.

uso de tablas, permite determinar que el

Por otra parte, para una gréafica de tipo Aq

N\
NS

0101
. . ) 1010 . . e
la matriz de adyacencia esta dada por 010 11 el polinomio caracteristico es
1010

fa(t) =t4—4t% =t2(t2 - 4).
De aqui los valores propios son eneste caso Ay = —2, A, = A3 =0, A4 = 2.
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Finalmente, la gréfica ... tiene por matriz de adyacencia (2 é) y los valores

propios de la misma son Ay = —1, A, =1.
Luego Sp(Ds) =[-1,1]U[-2,0,0,2] = [-1,1,-2,0,0,2].

Consideremos ahora g

Ps =1t/ —6t°+9t3—4t =t (15— 6t*+9t2—4) =1 (1> — 1)%(t> — 4).
Las raices de pg(t) son:

A1 =2,
A =1,
Az =1,
Ay =0,
As = —Az = —1,
Ae = —Ar = —1,
A7=—A1=—2.

Para E7 se tiene

p7(t) =8 —7t8 + 14t% — 812
Sus raices son :

AL=2,

Ay =+/2~1414,

A3=1,

Ay =0,

As=—A3=0,

A= —Az=—1,

A7 =—Ar = —/2~ —1,414,
Ag=—A1=—2.

Finalmente, para Eg
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se tiene que el polinomio caracteristico esta dado por
Pa(t) =1° —8t" +20t° — 17t3 + 4t =t (t® — 8t° + 20t* — 17t 4 4)
=t(t2—4)(t?—1)(t* = 3t2+1).
Sus raices son:

A1 =2,
34 VB 172
,\2:( - ) ~ 1,618,
Az=1,
3—+/5\ 1/2
,\4:( > ) ~ 0,618,
As =0,
3-/B\1
Ao = g = ( 2‘[)/ 0,618,
A7=—-Az3=-1,
3465
g —/\2:—( "LZ‘[)/ —1,618,
Ao= A= —2.

Definicién 2.10. El radio espectral de una grafica es por definicion el radio espectral de
su matriz de adyacencia, es decir

P(B) := p(As) = max{|A|: A € Sp(An)}.

De los calculos previos concluimos que si A es una grafica:

a) de tipo Dynkin, entonces p(A) < 2
b) de tipo euclideano, entonces p(A) = 2.

Antes de enunciar y demostrar el resultado central de esta primera parte, vamos a recor-
dar algunas nociones.

Una grafica A se dice conexa si dos vértices cualesquiera de la misma estan unidos por
un camino.

Si una gréafica no es conexa, entonces consiste de dos o méas partes llamadas com-
ponentes; dos vértices estan en componentes diferentes si no pueden ser unidos por un
camino.

El siguiente resultado nos sera de utilidad en lo que sigue.

Proposicion 2.11. Sea A’ una subgréfica de A. Entonces p(A') < p(4).

No probaremos aqui esta proposicion. Referimos al lector a [4, p. 165].

Teorema 2.12. Sea A una gréfica con radio espectral p. Entonces p < 2 (respectivamente
p < 2) siy solo si cada componente conexa de A es una subgraflca (respectivamente una

subgréfica propia) de una de las gréficas An,Dn,Ee,E7,Eg.

Demaostracion. <:) Si cada componente conexa de A es una subgrafica A’ de una de las

gréaficas A, An, Dy, Eg, E7, Eg, entonces p(A") < p(A )y p(A ) = 2, seguin fue mostrado pre-
viamente. O sea, p(A) < 2.
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Luego, como p = p(A) = méax{radios espectrales de cada componente conexa} se tiene
que p < 2.

Consideremos ahora la prueba de la reciproca. Supongamos entonces que p = p(A) < 2
y supongamos que A tiene una componente conexa A’ que no es una subgrafica de las
gréficas de tipo euclideano. Luego podemos suponer que A’ es de la forma (A’ contiene
una subgréfica de la forma):

a)

Xz

O
~—
M

N%
N

(los casos
) ‘

K) ‘

que son agrandamientos de Er; y

N ‘ L
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n) . .

agrandamientos de [Eg, se pueden eliminar al analizar las mencionadas al comienzo).

Para el caso a) la matriz de adyacencia es (33), luego p = x?—9, y entonces el radio
espectral de A’ es igual a 3; absurdo.

Aplicamos el primer método de reduccion a los casos restantes.

En cada uno de ellos se indican los vértices x1, X a utilizar.

Notaremos en cada caso A la grafica que se obtiene de A’ quitando x;, y A la gréfica
obtenida de A’ quitando tanto x; como Xo.

Entonces pa (t) =t pa,(t) — pa,(t). Por lo tanto py(2) =2-0— pa,(2) (dado que A; es
de tipo euclideano).

Ahora bien, pa,(t) = [i_1(t —A ), de donde pa,(2) = [L1(2—A5).

Como A; es de tipo Dynkin, sabemos que [Aj| <2 parai=1,...,s. Luego A; < |Aj| <
2, lo que implica 2 — A; > 0, y en consecuencia pa,(2) > 0.

Por lo tanto, —pa,(2) <0 ()

Por otra parte, para m suficientemente grande se tiene que pa(m) > 0. (m

De (1) y (1) resulta que existe una raiz de p, que es mayor que 2.

Luego p(A') > 2y como p = pp = max{radios espectrales de cada componente conexa},
se concluye que p = pa > 2, contradiccion. O

Nota 2.13. El primer argumento en la demostracion de la reciproca es similar al utilizado
por 1. N. Bernstein, I. M. Gelfand y V. Ponomarev en el trabajo Coxeter functors and
Gabriel’s theorem [ver Prop. 2.1, p. 26]. El resto de la prueba fue sugerido por Maria Inés
Platzeck.

3. UNA CLASIFICACION DE GRAFICAS

En esta seccién daremos una clasificacion de gréficas (grafos) en tres grupos, de acuer-
do al comportamiento geométrico de cierta matriz. Esta clasificacion tiene un papel im-
portante en el estudio de la teoria de algebras de Lie y en la teoria de representaciones de
algebras.

Sea A una gréfica finita, conexa y sin lazos con conjunto de vértices Ag = {1,...,n}.

Definimos una matriz By = (bj;) de tamafio n x n, de forma que bjj =2y —bj; =
namero de aristas que unenia j parai# j. Notemos que By = 21, — Aa, donde Aa es la
matriz de adyacencia asociada a A.

Ejemplo 3.1. A:
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87 \ba bz -1 2 )

Ejemplo 3.2. A:

2 -2
- (2, 7).

La matriz Ba se llama matriz de Tits. (En algunas referencias Ba se llama matriz de
Cartan. Nosotros no adoptaremos esta terminologia debido a que “matriz de Cartan” se
utiliza de otra forma en el enfoque adoptado.)

Sea V el espacio vectorial R". En lo que sigue consideraremos a V como un espacio
topoldgico con la topologia inducida por la norma euclideana.

Definicién 3.3. Un cono K es un subconjunto cerrado de V que satisface:

(K1) K+ K C K (esto es, para todo v,w € K se tiene v+ w € K).
(K2) aK C K paratodo o € R, a > 0 (esto es, para todo v € K se tiene av € K, para a
real no negativo).

Ejemplo 3.4. El cono positivo VT ={v eV :v(i) > 0 paral < i< n}. Por ejemplo si
V = R?, entonces V* es como en la figura sombreada:

Ejemplo 3.5. K= {(x,y) € R* : 0 <y < x} es un cono.
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\

Ay

X

En efecto, si (x,y) € K, (X',y’) € K. Entonces (x+x',y+Y') € K puesto que 0 <y <X,
0<y <X, implica0 <y+Yy <x+x.Ademas,siA € R, A >0y el par (x,y) € K entonces
(Ax,Ay) e Kyaque 0 <AX<AY.

Por otra parte el conjunto es cerrado.

Ejemplo 3.6. Sea T :V — V una transformacion lineal y K un cono, entonces la imagen
completa inversa T ~1(K) es un cono. En efecto:
a) Sean z,z’ € T~1(K). Luego T(z),T(z') € K. En consecuencia T (z) + T (') € K. Es
decir T (z+2') € K. Por lo tanto z+2' € T1(K).
b) Sea A >0y ze T YK). Entonces T(z) € K. Ademas AT (z) = T(Az) ; de donde
AzeT7HK).
Recordemos ademas que como T es una transformacién lineal, entonces T es continua.
En consecuencia como K es cerrado T ~(K) es cerrado.

Ejemplo 3.7. Consideremos el espacio dual V* = Homg(V,R) = Homg (R",R). Sea K
un cono en V = R", entonces K+ = {f e V*: f(v) >0 Wv e K} es un cono enV*
llamado cono ortogonal.

El conjunto K+ es cerrado. En efecto, sea v € V; definimos la funcion &, : V* — R
por &(f) = f(v). & es lineal y continua y por lo tanto &,(R") es cerrado. Ahora bien,
K+ = Nvek & 1(R*), por consiguiente es un conjunto cerrado.

El lector puede verificar la validez de las condiciones (K1) y (K2) de la Definicién 3.3.
Luego K= es un cono.

La fronteradeV* es &V + = {ve V' :v(i) = 0paraalgini}. Por ejemplo, siV = R?,
OV T es el semieje positivo de las x unido al semieje positivo de las y.

Notacion: A menudo escribiremos u > 0 para indicar que u € V*. Por otra parte, si
ueVT u¢dVT,escribiremos u>> 0.

En lo que sigue denotamos B a la transformacion lineal B : R" — R" tal que la matriz
asociada a B en la base canénica de R" es Ba.

Lema3.8. B~1(V*)naov* ={0}.
Demostracion. Supongamos 0 #y € B~1(V+)n vV +. Como A es conexo encontramos
una arista
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tal que y(i) >0ey(j) =
Ahora bien, B(y) = B( ) [Zk— b|ky(k)]. En particular

S

B(Y')(J) :kZ bjky(k) = bjy(J) +bjiy(i) ; biky (k) (%)

Pero comoy € B~1(V+), B(y) €V, osea B(y) > 0.
Ahora bien, y(j) =0, luego bj;y(j) = 0. Por otra parte, como y(k) > 0y bj, <0 se
tiene bjky(k) > 0'y en consecuencia ¥y ; bjky(k) < 0.
Entonces (x) < bjiy(i) < 0 (dado que bji < 0, pues hay una arista entre iy j e y(i) > 0).
Se tiene entonces 0 < B(y)(j) <0, lo que es absurdo.
Luego B~1(V+)novt = {0}. O

La siguiente proposicion nos da una primera clasificacion de las gréaficas en familias.

Proposicién 3.9. La matriz B satisface una y solo una de las propiedades siguientes:
a) BT{(vFt)cvH.
b) B~1(V+) = Ru, para un vector u > 0. En este caso B(u) = 0.
¢) B~{vF)nv+ ={0}.
Demostracion. Consideremos la condicion

b') B-XVH) g V*tyB YVH)nVT £ {0}.
Se tiene que B satisface una de las condiciones a), b’) o c). Ademas no puede satisfacer
simultaneamente a) y b’) o b’) y c).

Supongamos que B satisface a) y c). Luego por a) B~1(V )NV =B~1(V1), y por c)
se deduce B~1(V+) = {0}.

Como KerB CB~1(V*+) yB~1(V*) = {0} se tiene KerB = {0}. Luego B es un isomor-
fismo. Sea u un vector tal que u>>0 (0 seau € V™, u> 0). Como B es un isomorfismo
existe v e V : B(v) = u. Luegov € B~1(V*) y como u= B(v) # 0 resulta v # 0.

Es decir 0 # v € B~1(V*+) NV *, contradiccion.

Asi, es suficiente probar que B satisface b) si y solo si satisface b’).

Supongamos que vale b) y probemos b’). Esto es, supongamos que B~1(V ) = Ru, con
u>0 (B(u)=0).LuegoueV*,u#£0yuecRu=B"1(V+).Porlotanto B~1(V )NV T #

{0}.
Ademas B~1(V*) ¢ V* dado que —u = (—1)u pertenece aRu =B~Y(V*H)y —u¢V+.

Supongamos que vale b'), esto es B=1(VT) ¢ VT y B=L(V )NV T £ {0}.

Seave B H(VT)talquevgV*yseau#0,ueB 1(VT)NV . Sededuce del Lema 3.8
que u> 0.

Probaremos que B—(V*) = Ru.

Seaz € B71(V*).Siz ¢V, entonces existe algun indice i tal que z(i) <

Sean iy, ..., iy todos los indices para los cuales z(ij) < 0 (esto es, z(k) >0 para toda otra
coordenada k ;é i)
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Sean Ag,..., A, tales que

{ Z(il) +)\1U(i1) =0

—2(ij)

- ui;)

positivos. Sea A = max(Ay,...,Ar), A > 0. Se cumple que z+Au € 8V .
Gréaficamente es claro pues

es decir, Aj = (recordar que u(ij) # 0, —z(ij) > 0). Luego Ay,---,A; son reales
i i i

En consecuencia z+Au € B-Y{(VT)NdV+ = {0}, es decir z= —Au, 0 seaz € Ru (en
particular como v satisface las condiciones de z se tiene —v € R*u). Seaahora0 #zeV ™.
Comove B i(VH)yvgV+;ademasze BL(VH) NVt z#£0 z>0.

Un argumento similar al anterior (cambiando u por z y z por v) muestra que existe
u > 0tal que v+ uz = 0. Entonces, v= —Lz, 0 sea, V€ RTz. Ademas como —v € R* u,

A
—V=AU,A>0 -Au=—-uz =z1= Eu, z € Ru. En consecuencia BT (V1) C Ru.

Por otra parte, Ru = Rv ¢ B~}(V*+). Como u,v € B-1(V*), entonces B(u), B(v) > 0. Por
otra parte, —v=au con a > 0. Luego —B(v) = aB(u) y si B(u) # 0 se tiene que existe un
indice i tal que B(u)(i) > 0. Luego aB(u)(i) > 0, pero —B(v)(i) < 0, absurdo. Se tiene
entonces que B(u) = 0. O

Definicidn 3.10. Diremos que la gréfica A es
1) eliptica si B satisface la condicién a) de la proposicién previa.
2) parabodlica si B satisface b).
3) hiperbdlica si B satisface c).

Proposicion 3.11.

i) Aeseliptica siysolosi Ju>>0conB(u) > 0.
ii) Aes parabdlica siysoélosi Ju>> 0con KerB = Ru.
iif) A es hiperbdlica siy sélosi Ju > 0 con B(u) < 0.
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Demostracion. i) Supongamos que A es eliptica. Luego KerB ¢ B=1(V+) c V+, pero co-
mo Ker B es subespacio, debe ser KerB = {0}. En consecuencia B:V — V es un isomorfis-
mo; en particular, para cualquier v > 0 existe u € V con B(u) =v. Luego u € B-1(V+) C
V.

Siu e 6(VT) entonces, como B~1(V+)N SV + =0 se tiene u = 0, pero entonces Bu =
0 =, absurdo pues v>> 0.

En consecuenciau € V*t, u¢ oV ™, 0seau>> 0y B(u) > 0, como queriamos probar.

Reciprocamente, supongamos que existe u >0 con B(u) > 0. SiB~1(V*) =Rz paraal-
ginz>> 0, B(z) = 0. Entonces comou € B~1(V*),u=Az,A € R Luego B(u) = A B(z) =
0, contradicccion pues B(u) > 0. Por lo tanto no se satisface b).

Ademasu eVt ,u¢dVTy0#£ueB I(VT). Oseanosecumple c).

i) Supongamos que A es parabolica. Como KerB C B=1(V+) y B=3(V*) = Ru para un

vector u > 0, entonces KerB C Ru para un vector u > 0. (A)
Ademas B(u) = 0 implica u € KerB. Luego Ru C KerB. (B)
De (A) y (B) se tiene KerB = Ru.

Reciprocamente supongamos que KerB = Ru, con u > 0. Entonces no se verifica la
condicion a) puesto que el vector —u € B=1(V+) ya que B(—u) = —B(u) =0 (dado que
u € KerB). Pero —u ¢ V* dado que u(i) > 0 de donde —u(i) < 0. No se verifica c) puesto
queueV*, B(u)=0implicaue B~X(V*)oseauec B (V) NV+yu#0.

i) Supongamos que A es hiperbdlica, esto es B~1(V+)NV* = 0. Consideremos la
In
B
los vectores fila de C.

SeaK = Zizzan+ ci el cono generado por los vectores c1,...,Con. Probaremos que K =

matrizC = de tamafio 2n x n, donde I, denota la matriz identidad. Sean cq,C»,...,Con

V.
En efecto, seaw = (Wy,...,Wy) € KL (W:V = R, W(Xg,...,Xn) = WiXq + - - + WpXp).
Ci,
Entonces 0 <w(ci) = (W1 -+ Wp) | . | =wc] =w;parai=1,....n. (dado que
Ci,
0
ci= | 1| con1eneli-ésimo lugar).
0
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Ademas T
W1 Cnp1W W(Cn+1)

Bw=8|.|=| . |=| . >0

Wn Conw' W(C2n)

(ya que w € K+ implica w(v) > 0 paratodo v € K,y Cny1,...,Con SON elementos de K).

Luego W = (Wy,...,Wp) > 0, es decir w e V* y B(w) > 0, de donde w € B~1(V+)n
V+ = {0} es decir w = 0. Esto muestra que K+ = {0}. Por lo tanto (K+)+ =K+ = {0} =
V** y como ¢ (K) =K+t (donde ¢ :V —V** es el isomorfismo natural de V enV **) se
tiene que K =V.

Tomemaos ahora cualquier vector w < 0. Existen ndmeros reales Aq, ..., Ao, > 0 tales
que w = Zizgl)\ici- Sea y= (AI’H-la cee a)\ZI’l)'

W= (W1,...,Wn) = A1(1,0,...,0) +--- + An(0,...,0,1) + Ant1Cnt1+ -+ + A2nCon =
= (A1,-.-,An) + B(Y).
Luego w — (Ag,...,An) =B(y) < 0,yaquew; <0, —A; <0, i=1,...,n.
Es decir y > 0 con B(y) < 0. Por continuidad, existe u>> 0 con B(u) < 0.

Para la reciproca se tiene que B no satisface a), pues si asi fuera, como —u € B~1(V )
(ya que B(—u) = —B(u) > 0), se tendria que —u € V T, contradiccién pues u > 0.

Tampoco satisface b) ya que si B~1(V*) = Rv para un vector v > 0 con B(v) =0
entonces —u = Avy luego B(—u) = AB(v) = A 0=0. Contradiccion, pues B(u) >0. O

Recordaremos algunos conceptos que seran de utilidad en lo que sigue.

Definicidn. Sea A una matriz real de tamafio n x n. Diremos que A es reducible si existe
B 0

una matriz de permutacion P tal que PAP! = (C D

) , donde B es una matriz cuadrada de

tamafio m x m, con m < n.
Una matriz que no es reducible se dice irreducible.

Ejemplo 3.12. Sean A, A' las gréficas siguientes:

s Oy N .

Las matrices de adyacencia son respectivamente Ax = (S 8) ,Ap = (i é) . Calcu-

los sencillos permiten concluir que Aa es una matriz reducible y Ax es irreducible.

El ejemplo anterior es generalizable, como muestra la siguiente proposicion.

Proposicion 3.13. Sea A una gréfica finita. Entonces A es conexa si y s6lo si la matriz A
es irreducible.

Para el caso particular de una matriz A = (a;;) no negativa (esto es, aj; > 0 para 1 <
i, j <n)eirreducible se tiene que: el radio espectral p(A) es un valor propio simple de A,y
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existe un vector y con coordenadas positivas tal que A.y = p(A).y. El resultado precedente
se debe a O. Perron y G. Frobenius. Una demostracion del mismo puede encontrarse en

[4]

A continuacién aplicaremos las nociones previas a efectos de obtener otra caracteri-
zacion de los tipos de graficas. Como veremos, dicha caracterizacién es en funcién del
radio espectral.

Sea A una gréfica con radio espectral p. Supongamos que p < 2. Entonces tenemos tres
casos.

Casol: p=2

Por el Teorema de Perron—Frobenius existe u > 0 tal que Aau = 2u (donde A, es la
matriz de adyacencia) y 2 es un autovalor simple de Aa. Luego 0 = (21 — Ap)u = Ba(u).

En consecuencia Ru C KerB = {z: (2| — Aa)z = 0}, y por ser z autovalor simple
dimKerB = 1. Luego Ru = KerB con u > 0, lo que implica que A es parabdlica.

Casoll: 0<p<?2

Entonces por el Teorema de Perron—Frobenius existe v > 0 tal que Aav = pv. Luego
Ba(V) =2v—Apv=2v—pv=(2—p)v>0. Esdecir, existe v>> 0 con B, > 0. Por lo
tanto A es eliptica.

Caso Ill: p=0.
Por el Teorema de Perron—Frobenius existe v > 0 tal que Aav=0v = 0. Luego Ba(v) =
2v—Apv=2v> 0. Osea, Aeseliptica.

Sea ahora A una gréfica y p el radio espectral de A, Ax la matriz de adyacencia. Por el
Teorema de Perron—Frobenius existe v > 0 tal que Aav = pv. Luego Bao(V) =2 v —Apv =
2v—pv=(2—p)v>0.

Como 2— p € R, se tienen tres casos:

a)2—p=0 by2—p>0 c)2—-p<0

En el caso a), p = 2 es un autovalor simple de Ax. Como Ba(v) = 0, se tiene Rv C KerB
y dimKerB = 1 (por ser p un autovalor simple).
OseaRv =KerB, v>>0implica A parabdlica.

Enelcasob), p < 2.
Sea v > 0 tal que Aa(v) = pv. Luego BAv=2v—pv=(2—p)v> 0.
O sea, existe v > 0 con BA(v) > 0. Es decir A es eliptica.

c) Supongamos que 2 < p. Luego por Perron—Frobenius existe v >> 0 con Ax(V) = pV.
Entonces Ba(v) =(2—p) <« 0.0sea, v>>0 y Ba(v) <0 significa que Aes hiperbdlico.

Hemos visto entonces que:

- Si p < 2 entonces A es eliptica,
- si p =2 entonces A es parabdlica,
- si p > 2 entonces A es hiperbélica.

Ahora bien, como una gréfica A es de uno y sélo uno de los tipos eliptico, parab6lico o
hiperbolico, se tiene facilmente la validez de la reciproca.
Es decir, hemos probado el siguiente teorema.
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Teorema 3.14. Sea A una gréfica con radio espectral p. Entonces
1) A es eliptica si y solo si p < 2,
2) A es parabdlica siy solo si p = 2,
3) A es hiperbolica si y sélo si p > 2.

A partir de este Gltimo resultado y de un teorema previo en el cual se prob6 que:

p = 2 si y sélo si la gréfica es de tipo euclideano,
p < 2 siy sblo si la gréfica es de tipo Dynkin,

concluimos que:

A es eliptica si y solo si A es de tipo Dynkin
A es parabdlica si y solo si A es de tipo euclideano.

Mas aln, de lo estudiado se sigue que si A es hiperbdlica entonces debe contener propia-
mente una gréfica de tipo euclideano.

1
Consideremos la forma cuadrética xa : Z" — Z definida por xa(v) = EV Ba V', donde

A es una gréfica sin lazos y con n vértices.
El siguiente corolario nos da una caracterizacién de los tipos de gréficas A, por medio
de la forma cuadrética xa.

Corolario 3.15. Sea A una gréfica sin lazos y con n vértices. Entonces

i) Aes eliptica si y solo si xa es positiva definida.
ii) A es parabdlica siy s6lo si xa es no negativa.
iii) A es hiperbdlica siy s6lo si xa es indefinida.

La demostracidn resulta facilmente a partir de la siguiente observacion, y queda a cargo
del lector.

Observacién: Sea A una gréfica sin lazos y con n veértices, sea Bo = 2 | — Ap, donde Aa
es la matriz de adyacencia. Entonces A es valor propio de Aa si y sélo si 2— A es valor
propio de Ba.

Corolario 3.16. A es eliptica si y solo si la forma cuadratica xa es débilmente positiva
(esto es, xa(z) > 0 para todo z # 0, z con todas las coordenadas positivas).

Demostracion. =) Sabemos que si A es eliptica entonces xa es positiva, y en particular
es débilmente positiva.

<) Para la reciproca supongamos que xa es débilmente positiva. Sea p = p(4), Aa la
matriz de adyacencia. Por Perron—Frobenius existe u > 0 con Ax(u) = pu.

Luego Ba(u) = (2—p)u.

Si p=2,Ba(u) =0y por lo tanto xa(u) = 0, absurdo.

1
Si p > 2 entonces 2 — p < 0, y en consecuencia Ba(u) < 0. Luego xa(u) = U Bau'

< 0, contradiccion (u>> 0, Ba(uT) < 0).
Se concluye asi que p < 2, lo que implica que A es eliptica. O
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Sea A un carcaj (quiver) finito (= grafo orientado), conexo y sin ciclos orientados, Ag
el conjunto de vértices y A; el conjunto de flechas de A, k un cuerpo algebraicamente
cerrado.

La categoria de representaciones repx(A) se define de la siguiente manera:
Una representacion (= objeto de repy(A)) es una familia
M= {(Mi)iEAo aM(a)a€A1}

donde M; es un k-espacio vectorial de dimension finita y M(i N j) - Mi = M;j es una
transformacion lineal.

Un morfismo f : M — N es una familia f = { f; : Mj — N;} de transformaciones lineales
talesque N(a) fi=f; M(a), a €Ay, a:i—|.

El estudio de la categoria repx(A) corresponde al estudio de modulos sobre algebras
hereditarias, esto es, algebras tales que los submodulos de médulos proyectivos son proyec-
tivos.

En efecto, toda k-algebra hereditaria de dimension finita, basica e indescomponible es
isomorfa al algebra de caminos k(A) para algun quiver A sin ciclos orientados.

Ademas, el &lgebra k(A) es siempre hereditaria. Es un resultado conocido que las cate-
gorias repk(A) y modk(A) (categoria de los k(A)-modulos a izquierda finitamente genera-
dos) son equivalentes.

Recordemos que un algebra A se dice de tipo de representacion finito, si y sélo si hay
un namero finito de mddulos indescomponibles, a menos de isomorfismo. En nuestro caso
A =Kk(A) es de tipo de representacion finito si existen s6lo un namero finito de reprsenta-
ciones indescomponibles no isomorfas en repy(4).

Diremos que el algebra A es de tipo de representacion infinito si no es de tipo de rep-
resentacion finito, es decir si existen infinitos A-mddulos indescomponibles no isomorfos.
Si A es un algebra de tipo de representacidn infinito se distinguen dos casos: tipo manso y
tipo salvaje.

Podemos ahora enunciar el siguiente teorema.

Teorema 3.17. Sea A un quiver sin ciclos orientados. Entonces
a) A es eliptico si y solo si k(A) es de tipo de representacion finito.
b) A es parabdlico siy sdlo si k(A) es de tipo manso.
c) A es hiperbdlico si y sélo si k(A) es de tipo salvaje.

Este es un importante resultado que no probaremos aqui por razones de espacio. Una
demostracion muy original del mismo, utilizando argumentos directos, puede verse en [6].
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