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CALCULO DE LA MULTIPLICIDAD DE FACTORES IRREDUCIBLES

JORGE VARGAS

RESUMEN. En esta nota presentamos una somera descripcion de resultados y métodos
utilizados en el area de representaciones de algebras de Lie para el calculo de la multipli-
cidad de un submdédulo irreducible.

1. NOTACION

k denota un cuerpo algebraicamente cerrado de caracteristica cero.

C,R,Q denota, respectivamente, el cuerpo de los nimeros complejos, reales, racionales.

Z denota el anillo de los nimeros enteros.

V" denota un espacio vectorial de dimension finismbre el cuerpé.

U (¢) denota el algebra universal envolvente del algebra dé.Lie

(.,.) es un producto interno en el dual de la subalgebra de Ceaelarual es invariante
por la accién del grupo de Weyl. Para las algebras clasicas se tiene que salvo constante
(X,Y) = tra(XY).

2. REPRESENTACIONES IRREDUCIBLES DE DIMENSION FINITA

E. Cartan clasificd, salvo equivalencia, el conjunto de representaciones irreducibles de
dimension finita de un &lgebra de Lie semisimgld®ara su descripcidn, es necesario el
concepto de subalgebra de Cartan y de sistemas de raices, en lugar de desarrollar una teoria
general, puntualizamos para los cuatro ejemplos de algebras de Lie clasicas, subalgebras
de Cartan de las mismas y su sistema de raices. Para esto, fijamos un espacio Vectorial
sobrek de dimension finita mayor o igual a dos. Las algebras de Lie clasicas son:

sl(V) :={A€End(V) : tra(A) = 0}.

Seab una forma bilineal no degenerada\émarab simétrica, denotamos por

so(V,b) ;== {Ac End(V) : b(Ay,w) +b(v,Aw) =0, Vv, w € V }.
Cuandab es antisimétrica, escribimos

sp(V,b) ;== {Ac End(V) : b(Ay,w) + b(v,Aw) = 0, Vw,w € V }.
Estas algebras son simples sabedV,b) cuando dinv € {2,4}. A continuacién cons-
truimos una subalgebra de Cartan para cada una de ellas y su conjunto de raices. Esen-
cialmente, fijada una base ordenada convenient€ dea subalgebra de Cartan asociada a
esta base consiste de todos los operadores en el algebra en cuestion cuya matriz es diago-
nal en la base. M4s precisamente, fijamos una base ordBnadgv, ..., v,} del espacio

vectorialV.
Una subalgebra de Cartades!(V) es el conjunto de operadores lineales cuya matriz en

la baseB es diagonal y de traza nula.
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Recordemos que para una forma antisimétrica no degeneexiiste una base ordenada
B:={vi,---,von} deV de modo qué se representa en dicha base Po¥i, & A 0ton—(i—1)
dondeq; es la base dual d&

Una subélgebra de Cartarde sp(V) son los operadores ep(V) cuya matriz en la
baseB es diagonal.

Para el caso de simétrica sélo consideramos el caso Wimpar. Nuevamente, tenemos
la existencia de una base orden&ta= {v1,...,v2n} deV cuya base dual denotamos por
@j, de modo quéd = Y1 04 - O (i—1).- S€ demuestra que los operadores lineales en
so(V) cuya matriz en la basé es diagonal constituyen una subAalgebra de Cartm
so(V).

Las raices de un algebra de Lie simples un conjunto finitaP(g,t) de funcionales
lineales en una subalgebra de CattdPara las algebras clasicas y la subalgebra de Cartan
construida en el parrafo anterior, se demuestra:

Parasp(V) existe una base ordenaés. .., e, del dualt* de modo que el conjunto de
raices es

P(sp(V),t) :={e—eji#]j,L(e+e)i,j=1,...,n}

Paraso(V2"1) existe una base ordenaéla- - - , €, del dualt* de modo que el conjunto

de raices es

P(so(VI) t) = {+(a +€),i # |, +6&,i,)j=1,...,n}.

Paraso(V2") existe una base ordenaeia. - - , e, del dualt* de modo que el conjunto de

raices es
®(s0(V2"),t) = {+(er £ e),i # j,i,j=1,...,n}.

Paras((k") existe una base ordenaea- - - , e, del dual del subespacio de matrices di-

agonales eR" de modo que el conjunto de raices es
P(sl(K"),t) ={a —ej,i £}

Lo maravilloso de la subalgebra de Cartan y las raices es que uno puede calcular muchi-
simas cosas utilizando el conjunt®. Por ejemplo describir las representaciones irre-
ducibles de dimension finita.

Para parametrizar las clases de equivalencia de representaciones irreducibles de dimen-
sion finita de una algebra de Lie simpléjamos una subélgebra de Cartancalculamos
su conjunto de raice®(g,t). Se demuestra que existe un elemexte t de modo que
a(X) e Qya(X) # 0,V € d(g,t). En los ejemploX = (¢1,---,Cp) 1 €1 > --- > €y > 0.

EsteX aisla
W(g,t) = {a € d(g,t) : a(X) > 0}.
Por ultimo, marcamos el conjunto de pesos dominantes con respéctesie es,

Ao
P:={A et*:zue%o, Voo e Wi,

(o) =
Un teorema de E. Cartan afirma que el conjunto de clases de equivalencia de representa-
ciones irreducibles de dimension finitaglesta en correspondencia biyectiva €&omo
consecuencia de esta biyeccion se tiene que cuandy), ) corresponde & € P, entonces

d|mVA — H(XEW()’ +p7 (X)
HO!ELP(pv (X)
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dondep = 35 4ep 0.

Para realizar explicitamente la representadpmecurrimos a una construccion alge-
braica que deriva de la cohomologia de variedades complejas. Esta manera de realizar las
representaciones irreducibles fue obtenida formalizada por [5]. A continuacién presenta-
mos una descripcién de dicha construccion.

Para &lgebras de LieD «.

Consideremos la categoria de representaciG(¥s) cuyos objetos son las representa-
ciones(m,V) de del &lgebra de Lie tal que para cadac V se tiene quer(U(t))ves un
subespacio d¢ de dimension finita. En [12], [5] se presenta una demostracion de que esta
categoria es abeliana con suficientes médulos inyectivos y proyectivos.

En particularC(s,s) consiste de la categoria de representacionesyde resultan de cal-
cular las representaciones infinitesimales de las representaciones del cubrimiento universal
del grupo Adjunto de.

Para la inclusién de élgebras de Lge> € O [, Zuckerman definio un funtor

r[,? : C(ga [) I C(gaé)

por la regla

Me(V)={veV :dim(subsgenm(U(t))v) < oo}.
Es facil verificar qué ' es un funtor exacto a izquierda y contravariante. Por consiguiente,
sus funtores derivados a deredifaq = 0, 1,... estan definidos. Por medio del complejo
de Koszul y “representaciones coinducidas” se calculan los modf(yy. Para detalles,
consultar [13], [4].

A continuacién, a partir dg,t,W,P,I" construimos las representaciones irreducibles de
dimension finita del algebra de Lie simpleAl conjunto de raice¥ se le asocia de modo
natural una subalgebra soluble maxirhalle g, denominada subalgebra de Borel. Para
nuestros ejemplos, el modo estandar de seleccidneddijarb igual a la interseccién del
algebra de matrices triangulares superioresgcon

FilemosA € t*. Comot es un algebra abeliana,: t — k es una representacion unidi-
mensionak; det. Si extendemog a la subalgebré definiendoA (Y) = 0 para cualquier
matriz nilpotente erb, puesto quét,b] C [b,b] C matrices nilpotentes ey resulta que
k, es una representacion de algebras de Lie. Fijamos la estruct(gabfldi-modulo en
U (g) por multiplicacién a izquierda paJ (b) y a derecha pdd (g). Sea

H(ky) :=Homy ) (U(g),kz)
en el cual, multiplicacién a derecha pdi(g) en la variable independiente origina una
estructura dé& (g)-médulo. Denotamos por

H(ky) :=Homy ) (U (8), k) [t]
el subespacio de elementegal que la dimension del subespacio generaddeyw es
finita. Este subespacio resulta Uiig)-submédulo. Es un teorema que este modulo es de
dimension infinita. Para una demostracion [12], [8]. En la jerga de representaciones de

algebras de Lie se lo denomina el médulo producidokoiSe demuestra que (k; ) es
un elemento d€(g,t). AdeméasH (k; ) es un elemento d&(g,b). Se tiene,

Teorema 1. CuandoA € P,
M (H(k)) =0 para j # S:=dim(b/t),
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Mos(H(ky))
es una representacion de dimension finita e irreduciblg.de

Un teorema denominado Teorema de Bott—Borel-Weil-Kostant establece que, de este
modo, se obtiene salvo equivalencia todas las representaciones irreduciplé&ade una
demostracion, consultar [5], [8].

3. FORMULA DE KOSTANT-HECKMAN

Seat un algebra de Lie simple de dimension finita sokr&ijemos una representacion
(m,V) irreducible de dimension finita de Ademas, fijamos una subalgebra simpdke ¢.
Ejemplos de pares(t[) interesantes son: (sl(k?"),sp(k?")); (sI(k"),s0(k"));
(sI(K"),sI(k""1)); (so(kM),s0(k"1)). Los dos Ultimos ejemplos se obtienen extendiendo
por cero un operador lineal &A~1. Por seV un espacio de dimension finita, la restriccion
der al posee una serie decomposicion finita. Es un teorema de E. Cartan que, en realidad,
la restriccion der al es completamente reducible.

El objeto de esta seccién es para cada representacion irreducMe de [ calcular su
multiplicidad en la serie de Jordan—Holder deestricta a. Para esto usaremos la teoria
de peso maximo desarrollada en la seccién anterior.

Con este fin, marcamas C t subalgebras de Cartan tg ¢ respectivamente. En ambas
subalgebras de Cartan construimos sistemas de raices pd$iti¥isle modo que resulten
compatibles. Para su construccion, consideramos

Pp:={o e Pt t): a(ty) =0}
y denotemos por
q:t"— 1t
la aplicacion restriccion. Por tantq(®(¢,t) — ®g) es un conjunto finito de funcionales
lineales no nulas efy. Se satisface qug P (¢, t) —Pg) O P(I,t1). Se demuestra que existe

un vectorXp € t1 de modo que ningan elemento geb(t,t) — dg) toma el valor cero en
Xo y ademas el valor es un niimero racional. A partir de esto definimos

W1 ={a € d(I,t1) : a(Xo) > 0}.

Escojamos un vectoX; ent de modo que ninguna raiz &y toma el valor cero ek
y ademas dicho valor es un numero racional. El sistema de raices positivasiemti-
lizamos es

W.={aePy:a(X)>0tU{aecdt)—Pdy:a(X) > 0}.
Por dltimo, denotamos pés el “multiset”
A= CI(qJ - CDo) — Y.

Esto es, si por ejemplg(a) = q() entonces)(a) lo pensamos repetido én El conjunto
subyacente eA esta contenido en un semiespacio abierto, por ende la funcion de particion
pa esté bien definida. Recordemos que parat;,

pa(u) =#{(Na)aea: u = Z N, Ng € Z>o}.

aeA
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Sean

(o)
apePoN¥ (p07 a)

Por la seccion anterio(r,V) (resp. (7,W)) corresponden & € t* (resp. u € t7) domi-
nante con respecto‘tl (resp. a¥). La formula de Kostant—-Heckman establece

Do(y) ==

Teorema 2. La multiplicidad de(7,W) en la restriccién deéx,V) a [ est4 dada por
my(4) = % €(W)Do(W(A +p)) pa(AW(A + p) — (1 + p1)).-
WEWG H

Aqui,Wg 1 es un conjunto de representantes, convenientemente elegidos, del cociente
del grupo de Weyl d& por el grupo de Weyl dég.

Demostraciones de la féormula de Kostant—Heckman se encuentran en [6], [9], [12]. La
demostracién en [12] es de destacar ya que sélo utiliza cohomologia de algebras de Lie.
Para pares particularég, [) la formula ha sido simplificada notablemente, para detalles
consultar [14]. Otro caso particular aparece en [1] y referencias alli puntualizadas.

Paradan ha obtenido una demostracion de la formula de Kostant—-Heckman utilizando
recursos de geometria simpléctica. De modo mas preciso\g se le asocia la 6rbita
codadjuntaD, por el grupo adjunto deaplicado al. O, posee una estructura de variedad
hamiltonianaAd(¢)-invariante. Por tanto es una variedad simpléctica hamiltoniana sobre
Ad([l) cuya aplicacion momento es la aplicacion restringir funcionales @é Usando
ideas de cuantizacién de Guillemin-Stenberg se obtiene la formula de Kostant—Heckman
[10].

4., SERIEDISCRETA DE UN GRUPO DHELIE SEMISIMPLE

SeaG un grupo de Lie semisimple conexo. Denotemosgpazl algebra de Lie d& y
por g := go ®r C su complexificacion. Por ejempl@ = SQ2p, 29), el grupo conexo de
operadores lineales é&rP+24 que preservan una forma cuadratica de signai2pa2q),
entoncegy = so(C?P*29). Fijemos un subgrupo maximal compadfode G, denotemos
por £y su algebra de Lie y pdrla complexificacion déo. Para el ejemplct = s0(C?P) @
s0(C29).

De ahora en méas suponemos guantiene una subalgebra de Cartate g.

Fijemos un sistema de raices positiien ®(g,t). Por consiguiente, disponemos de
los moduloH (k; ) y del funtor de Zuckerman

Mee:C(g,t) — C(g,¥).
Teorema 3. CuandoA es dominante integral y regulacon respecto &, entonces
M (H(ky)) =0 para j# S:=dim((bNk)/t),

Dy i=oe(H (k)
es una representacion irreducible e infinitesimalmente unitarizable de

1A, a) >0 YaeWw
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Definimos como laerie discreta asociadaa igual al médulo del Teorema 3. Para una
demostracion consultar [13].

5. FORMULA DE BLATTNER

Esta formula es similar a la de Kostant—Heckman, la Unica diferencia es que ahora se
calcula la multiplicidad de un submdédulo de dimension finita en una representacion de
dimension infinita. Para su descripcion denotemos\Vigoel grupo de Weyl de en €.
Debido a qué esta contenido ehel espacio raiz asociado a cada raiesta contenido en
t 0 el ortogonak det eng (ortogonal con respecto a la forma de Killing, en los ejemplos,
con respecto a la forma {PdY)). Denotemos pok,, el conjunto de raices e cuyo
espacio raiz esta contenido erDefinimos

1

1
pn=75 & Pc:=pP—Pn=75 a.

2056 n 2a€ —Y,

Sea(t,,W,) una representacion irreducible de dimension finitet determinada por el
parametrqu € t* dominante e integral con respecta:= W — W,. Entonces, la féormula
de Blattner, demostrada por [7], es

Teorema 4. La multiplicidad de(t,, W) en la restriccion & de D, , esta dada por
my(4) = ;VS(W) Py, (WL + pe) — (A +pn)).-

we
Se dispone de otras demostraciones de dicha férmula, por ejemplo en [2], [10], [12],
todas ellas muy diferentes ya que utilizan ingredientes de distintas areas. En efecto, la
prueba de [2] utiliza el lenguaje de la geometria simpléctica y medidas de Liouville; la
demostracién en [10] utiliza el lenguaje de cuantizacién de Guillemin-Stenberg-Kostant, y
la construida por [12] recurre a cohomologia de algebras de Lie.

6. MULTIPLICIDAD DE RESTRICCION DE SERIES DISCRETAS A SUBGRUPOS
SEMISIMPLES

En los dltimos afos, Duflo y quien redactd esta nota nos hemos dedicado a dar una
respuesta a los dos problemas siguientes:

Dada una serie discrefy, ; y una subalgebra semisim@aleg, encontrar condiciones
suficientes (en lo posible que resulten necesarias) para que la restricElign dé resulte
una representacion admisible. Esto es) @l)-mo6duloD, ; pensado comb (h)-modulo
es suma de una familia numerableW))-submaodulos irreducibled,i = 0,1,2,..., de
manera que fi : Z; = Zs} es finito para cada=0,1,2,....

¢ Es posible encontrar formulas del tipo Kostant—Heckman—Blattner para la multiplici-
dad de cadZs?

Para la segunda pregunta, el siguiente teorema muestra que una respuesta positiva es
posible.

Teorema 5. Supongamos que,y restricta ah admite una subrepresentacion irreducible
Z. Entonces, Z es equivalente a una serie discretg.D
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Para una demostracion consultar [11].
A continuacion formulamos resultados para asegurar admisibilidad de la restriccion de
Dy -
g’Para esto suponemos dyes el conjunto de puntos fijos de un automorfismo involutivo
o deg. Cadal < t* se extiende a un elemento gg también denotado pdt, por cero
en el complemento ortogonal decon respecto a la forma de Killing. S€y, la érbita
coadjunta dél eng*. Esto esQO, = Ad(go)A. Sea

p:Ox —hp
la aplicacién restriccion. Se tiene
Teorema 6. p es una aplicacion propia siy solo sy es admisible como )-médulo.

Este teorema permite aplicar técnicas elaboradas en [2] para estudiaDzyatesirren
como submodulos de la restriccion. Para detalles, ver [3].

A sequir, describimos otro criterio de facil aplicacion para asegurar admisibilidad. Para
tal fin, escogemog, C t subélgebras de Cartan de “compactashgng respectivamente.
En @(g,t) fijamos un sistema de raices positivas y consideraintegular y dominante
con respecto &. Sea

P :={a € D(g,t): o(t1) =0}.
Denotemos por
qg:t"— 4
la aplicacién restriccion.
Teorema 7. Si para cada w en el grupo de Weyl W W (G, T) el multiset
g(WWn) Uq(We — ®g) — (b, t1)
esta contenido en un semiespacio abierto, entonggstigne restriccion admisible .

Debido a que existe una clasificacion de las algebras de Lie simples, aplicando este crite-
rio hemos encontrado ejemplosi@dg; que admiten restriccion admisiblé a_amentable-
mente, la condicion del criterio no es necesaria; sin embargo, los ejemplos que poseemos
donde no es necesaria estan relacionados con el criterio.

En base al criterio es posible calcular la multiplicidad de los submaodulos irreducibles
del modo siguiente. Por simplicidad de exposicion suponemosgue. En este caso, la
aplicaciong es la identidad ¥y = 0. Definimos para € t*,

Pyw—o(n) (1) = #{(ntx)aelP—tD(b) U= Z Ne O, Ny € Z>0} .
acW—-d(h)

Sean
1

Po/h =5 >
aeWB(h.41)

Teorema 8. Supongamos que la hipotesis del Teorema 7 es vdlida. Entonces, la multipli-
cidad de 3 , en la restriccion de R, a b esta dada por

my(4) == EWS(W) P o) (L —WA — pg /).

we

Para una demostracion consultar [3].
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