
ACTAS DEL VIII CONGRESO
DR. ANTONIO A. R. MONTEIRO
(2005), Páginas 49–56

UNA FORMA NORMAL EN GRUPOS DE TRENZAS DE TIPO Bn

SEBASTIÁN FREYRE

RESUMEN. Presentaremos primero algunas definiciones y propiedades de los grupos de
trenzas de tipoAn (o clásicos), usaremos la forma normal presentada en [BKL] y una
relación entre éstos y los grupos de trenzas de tipoBn para recuperar una forma normal en
los últimos. Destacamos que nuestra solución puede implementarse algorítmicamente en
tiempoO(n|W|2).

1. INTRODUCCIÓN

Este trabajo está relacionado con algunos algoritmos criptográficos sobre grupos no
abelianos cuya implementación fue estudiada extensivamente con el grupo de trenzas. Cabe
mencionar que para posibilitar tales implementaciones es necesario resolver el problema
de la forma normal, que permite traducir los elementos del grupo a código, como también
que el problema de la conjugación no pueda resolverse en tiempo polinomial.

Así como a cada diagrama de Dynkin se le asocia un grupo de Coxeter, también se le
asocian grupos de trenzas generalizados. Este trabajo consiste en resolver el problema de
la forma normal en los grupos de trenzas asociados a diagramas de tipoBn.

Si bien este problema fue resuelto en un contexto más general en [BS], no está estudiada
la complejidad en el caso general. Por otro lado, en el caso de tipoAn, la complejidad es
del ordenO(n2|W|2), mientras que una solución alternativa fue estudiada en [BKL], donde
se presenta un algoritmo que reduce la complejidad aO(n|W|2).

En [B] se presentan herramientas para resolver el problema de la forma normal en el
caso general que, en los grupos de tipoAn, coincide con la presentada en [BKL]. No obs-
tante, no sólo no se da una solución explícita sino que tampoco se estudia la complejidad.
Si bien no vamos a presentar un algoritmo para la forma normal que proponemos, éste
puede entenderse fácilmente del algoritmo presentado en [BKL] y de este trabajo. También
se encuentra de manera completa en [F], donde además estudiamos la complejidad, que
resulta ser deO(n|W|2).

Con respecto a las aplicaciones criptográficas observamos que como estos grupos es-
tán identificados explícitamente con un subgrupo de los grupos de trenzas de tipoAn, la
implementación de éstos no mejora a la que usa los grupos de trenzas clásicos.

2. PRELIMINARES

Presentaremos ahora los grupos de trenzas de tipoAn−1 y Bn−1, a los que llamaremos
βn y β̂n respectivamente.

2.1. El grupo de trenzas clásico.La presentación de Artin del grupo de trenzas (de tipo
An) [A] está dada por generadores y relaciones y permite entender al grupo simétrico como
un cociente del mismo.
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Este grupo se puede definir por medio den−1 generadoresσ1,σ2, . . .σn−1 y las siguien-
tes relaciones:

(1) σi .σ j .σi = σ j .σi .σ j si |i− j| = 1,

(2) σi .σ j = σ j .σi si |i− j| > 1.

En esta presentación se puede pensar que losσi son levantados de las trasposiciones
elementales por la proyección canónica del grupo de trenzas en el grupo simétrico.

Una presentación más reciente [BKL] considera un conjunto de generadores que con-
tiene a los generadores de Artin. Estos consisten en levantar todas las trasposiciones sobre
el grupo de trenzas.

Definimos ahora para cada(t,s), con 1≤ s< t ≤ n−1, el elemento deβn

ats = (σt−1σt−2 . . . σs+1)σs(σt−1σt−2 . . . σs+1)−1.

Estos elementos se denominanbandas generadoras.

Proposición 2.1.1.El grupoβn admite una presentación dada por el conjunto de genera-
dores{ats ∈ βn / 1≤ s< t ≤ n} y las relaciones:

(∗) atsarq = arqats si (t − r)(t −q)(s− r)(s−q) > 0,

(∗∗) atsasr = atrats = asratr para todos t,s, r con1≤ r < s< t ≤ n.

Se puede ver una prueba en [BKL, F].

2.2. El grupo de trenzas de tipoBn. El grupo de trenzas asociado a diagramas de Dynkin
de tipoBn−1, que llamamoŝβn, está definido como grupo de Artin por generadoresσ̂1, σ̂2,
. . . ˆσn−1 y las siguientes relaciones:

(1) σ̂i .σ̂ j = σ̂ j .σ̂i si |i− j| > 1,

(2) σ̂i . ˆσi+1.σ̂i = ˆσi+1.σ̂i . ˆσi+1 si 1≤ i ≤ n−3,

(3) ˆσn−2. ˆσn−1. ˆσn−2. ˆσn−1 = ˆσn−1. ˆσn−2. ˆσn−1. ˆσn−2.

Observamos que existe un morfismoΨ de grupos dêβn en el subgrupo deβn generado
por σ1,σ2, . . . ,σn−1, σ2

n−1, que mandâσi enσi , parai = 1,2, . . . ,n−2 y ˆσn−2 enσ2
n−1.

Proposición 2.2.1.El morfismoΨ está bien definido y es inyectivo.

Con esto identificamos al grupo de trenzas de tipoBn con el subgrupo

Hn = 〈σ1;σ2; . . . ;σn−2;σ
2
n−1〉.

Para ver una prueba se pueden revisar [D, DG].

2.3. El semigrupo de palabras positivas.

Definición 2.3.1. Se llamapalabra positiva en las bandas generadoras, W, a una repre-
sentación de un elemento deβn como producto de las bandas generadoras en la que no
aparecen inversos de las mismas. Llamamoslongitudde W al número de generadores que
aparecen en su escritura.
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Para referirnos a la longitud de una palabra positivaW usamos la notación|W|. Notar
que esta longitud es menor o igual que la dada por los generadoresσi .

Definición 2.3.2. Decimos que dos palabras positivas V y W sonpositivamente equiva-
lentessi se puede transformar una en la otra por medio de aplicaciones directas de las
relaciones(∗) y (∗∗). En tal caso notamos V

.= W.

Definición 2.3.3. Decimos que un elementoW deβn pertenece al semigrupo de palabras
positivas, β+

n , si admite una representación por medio de una palabra positiva.
Se defineβ+

n como el conjunto de palabras positivas módulo equivalencia positiva.

Teorema 2.3.4(Teorema de inmersión). El mapa natural deβ+
n enβn es inyectivo. Dicho

de otro modo, dos palabras positivas son positivamente equivalentes si y sólo si definen el
mismo elemento deβn.

Para ver una prueba, revisar [CP].

2.4. La forma normal en los grupos de tipoAn. Introduzcamos una palabra importante
para el desarrollo de las formas normales. Llamamospalabra fundamentala la palabra
representada por:

δ = an(n−1)a(n−1)(n−2) . . .a21.

Definición 2.4.1. Definimos elautomorfismo fundamentalde βn como el automorfismo
τ : βn → βn correspondiente a conjugar porδ . Más precisamente,τ(W) = δ−1Wδ .

Definiremos y estudiaremos ahora una clase de trenzas invariantes por el automorfismo
fundamental.

Definición 2.4.2. Llamamosfactor canónicoa toda palabra positiva A para la que existe
otra palabra positiva B tal queδ = AB.

Definición 2.4.3.Se llamaciclo descendentea todo ciclo deΣn de la forma(nl nl−1 . . .n1),
con1≤ ni < ni+1 ≤ n para todo1≤ i ≤ l.

Definición 2.4.4.Decimos que dos ciclos descendentesπ = (nk nk−1 . . .n1) y π ′ = (ml ml−1

. . .m1) sonparalelossi (mi+1−n j+1)(mi+1−n j)(mi −n j+1)(mi −n j) > 0 para todos i, j
tales que1≤ i < l y 1≤ j < k.

Decimos que una permutaciónπ es unproducto de ciclos paralelos descendentessi
π = π1π2 . . .πk y, para todo par i, j de subíndices distintos,πi y π j son paralelos.

Observación 2.4.5.Seaπ = (nl nl−1 . . .n1) un ciclo descendente, asociamos aπ el ele-
mento deβn:

δπ = anl nl−1anl−1nl−2 . . .an1n2.

Siπ = π1π2 . . .πk es un producto de ciclos paralelos descendentes le asociamos la trenza
δπ = δπ1δπ2 . . .δπk.

Teorema 2.4.6.Sea A un elemento deβ+
n . Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(I) A es un factor canónico, es decir A≤ δ .
(II) A = δπ para alguna permutaciónπ producto de ciclos paralelos descendentes en

Σn.
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Una prueba de esta proposición puede verse en [BKL, F].

Definición 2.4.7. Sea P una palabra positiva y A un factor canónico, decimos que el par
(A,P) escargado a izquierdasi para toda descomposición de la forma AP= A′P′, en la
que A′ es un factor canónico y P′ una palabra positiva, se tiene que|A| ≤ |A′|. En tal caso
notamos AdP.

Observación 2.4.8.Se puede probar que el automorfismo fundamental manda palabras
positivas en palabras positivas y factores canónicos en factores canónicos. Más aún, que
τ(ats) = a(t+1)(s+1), donde los subíndices deben interpretarse módulo n. Esto permite pro-
bar que el automorfismo fundamental manda pares de factores canónicos cargados a
izquierda en pares de factores canónicos también cargados a izquierda.

Una prueba de estos hechos puede encontrarse en [F].

Teorema 2.4.9(de la forma normal). Todo elemento W deβn admite una representación
única de la forma:

W = δ
kA1A2A3 . . .Ar ,

donde k es algún entero, r algún entero no negativo y los Ai , con1≤ i ≤ r, son factores
canónicos tales que A1 6= δ y cada par AiAi+1 es cargado a la izquierda.

Se puede ver una prueba en [BKL, F].

3. LA FORMA NORMAL EN GRUPOS DE TIPOBn

Ahora nos abocaremos a recuperar una forma normal para representar a los elementos
de los grupos de trenzas de tipoBn. Al igual que en la forma normal de trenzas de tipoAn

tendremos una palabra que jugará un rol central, definimos latrenza f undamentalde β̂n

como sigue:

δ̂ = a2
n(n−1)a(n−1)(n−2) . . .a21.

3.1. Dos lemas centrales.

Lema 3.1.1. Las palabrasδ y δ̂ satisfacen la siguiente identidad:δ n = δ̂ n−1.

Demostración.Es una consecuencia inmediata de la observación 2.4.8 vía un argumento
inductivo. Una prueba completa puede verse en [F].

Lema 3.1.2.Seaπ enΣn un producto de ciclos paralelos descendentes. Entonces existe un
único k entero, con0≤ k≤ n−1, tal queΨ−1(δ kδπ) admite una representación por medio
de una palabra positiva en las bandas generadoras deβ̂n, dondeΨ es el isomorfismo que
identifica Hn conβ̂n.

Demostración.Nos permitimos abusar de la notación en el siguiente sentido: si un ele-
mento deβn pertenece aHn, diremos indistintamente que el mismo pertenece aβ̂n.

Observemos primero que siπ(n) = n, entoncesδπ es una palabra positiva en las bandas
generadoras dêβn. Es decir,δ 0δπ admite una representación en las bandas generadoras de
β̂n.
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Supongamos ahora queπ(n) 6= n, tenemos entonces queπ = π1π2 . . .πl , con π1; π2;
. . .πl ciclos paralelos descendentes yπ1 = (n t j t j−1 . . . t1), dondeti < ti+1 < n, para todoi
con 1≤ i < j.

Probaremos queδ t j δπ pertenece âβ+
n por inducción ent j .

Observemos que el hecho de que los ciclosπi sean paralelos y queπ1(n) 6= n implica
queδ ′

π = δπ2δπ3 . . .δπ j es una palabra positiva en las bandas generadoras deβ̂n.
Si t j = 1 entoncesδπ1 = an1 y, por la observación 2.4.8 se tiene que

δδπ1 = δan1 = an(n−1)δ = ân(n−1)â(n−1)(n−2) . . . â21 = δ̂ ,

de lo que deducimos que

δδπ = δδπ1δπ ′ = δ̂ δπ ′

y, por lo tanto, queδδπ admite una representación por medio de una palabra positiva en
β̂n.

Supongamos ahora que, sit j = m, entoncesδ t j δπ pertenece âβ+
n .

Seaπ tal quet j = m+1. Por la observación 2.4.8 tenemos que

δ
t j δπ = δ

t j−1δδπ

= δ
t j−1δδπ1δπ ′

= δ
t j−1δ (ant j at j t j−1 . . .at2t1)δπ ′

= δ
t j−1a(n−1)(t j−1)δ (at j t j−1at j−1t j−2 . . .at2t1)δπ ′ .

Para alivianar la notación llamemosWR = (at j t j−1at j−1t j−2 . . .at2t1)δπ ′ . Usando nuevamente
el lema de la palabra fundamental, tenemos que

δ
t j δπ = δ

t j−1a(n−1)(t j−1)δWR

= δ
t j−1a(n−1)(t j−1)an(t j−1)(an(n−1)a(n−1)(n−2) . . .a(t j+1)t j

)

(a(t j−2)(t j−3)a(t j−3)(t j−4)...a21
)WR

= δ
t j−1an(t j−1)an(n−1)(an(n−1)a(n−1)(n−2) . . .a(t j+1)t j

)

(a(t j−2)(t j−3)a(t j−3)(t j−4)...a21
)WR

= (δ t j−1an(t j−1))(a
2
n(n−1)a(n−1)(n−2) . . .a(t j+1)t j

)

(a(t j−2)(t j−3)a(t j−3)(t j−4)...a21
)WR.

Ahora, aplicando la hipótesis inductiva, obtenemos queWL = δ t j−1an(t j−1) admite una

representación positiva en las bandas generadoras deβ̂n.
Observando que

WC = (a2
n(n−1)a(n−1)(n−2) . . .a(t j+1)t j

)(a(t j−2)(t j−3)a(t j−3)(t j−4) . . .a21)

es una palabra positiva en̂βn y queδ t j δπ = WLWCWR, concluimos queδ t j δπ admite una
representación por medio de una palabra positiva en las bandas generadoras deβ̂n.

Esto completa el paso inductivo y, por lo tanto, probamos que para todo ciclo descen-
denteπ, existe un enterok entre 0 yn−1 tal queδ kδπ pertenece âβ+

n .
Probemos ahora que tal entero es único entre 1 yn−1.
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Supongamos queδ kδπ y δ k′δπ petenecen aHn, dondek y k′ son enteros entre 0 yn−1
inclusive. Podemos suponer sin pérdida de generalidad quek≤ k′. Tenemos entonces que
δ k′−k pertenece aHn, de lo que deducimos quek′− k es congruente a 0 módulon, pues
Π(δ s)(n) = s, dondeΠ denota la proyección canónica deβn en el grupo simétricoΣn.
Luego, comok y k′ están entre 0 yn−1, sigue quek = k′.

3.2. La forma normal.

Teorema 3.2.1(de la forma normal en̂βn). Todo elemento W en̂βn admite una única
representación de la forma:

W = δ̂
k(n−1)B1B2 . . .Br ,

donde k es algún entero, para cada i con1 ≤ i ≤, Bi es una palabra positiva tal que
Ψ(Bi) admite una descomposición enβn de la formaΨ(Bi) = δ ki Ai , para algún entero no
negativo ki menor que n y un factor canónico Ai 6= δ , y además Aidτ−ki+1(Ai+1) para todo
i entre 1 y n−1.

Demostración.SeaW en β̂n y seaΨ(W) = δ sA1A2 . . .Ar la forma normal deΨ(W) en
βn. Por el lema anterior, sabemos que existekr un entero no negativo tal queδ kr Ar admite
una representación por medio de una palabra positiva en las bandas generadoras deβ̂n, Br .
Tenemos entonces que

Ψ(W) = δ
sA1A2 . . .Ar

= δ
sA1A2 . . .Ar−1δ

−kr δ
kr Ar

= δ
sA1A2 . . .Ar−1δ

−kr Br

= δ
s
δ
−kr τ

−kr (A1)τ−kr (A2) . . .τ−kr (Ar−1)Br

= δ
s−kr τ

−kr (A1)τ−kr (A2) . . .τ−kr (Ar−1)Br .

Comoτ−kr (Ar−1) es un factor canónico enβn, por la misma razón tenemos ahora que existe
kr−1, con 0≤ kr−1 < n, tal queδ kr−1τ−kr (Ar−1) admite una representación por medio de
una palabra positiva en las bandas generadoras deβ̂n, Br−1. Entonces

Ψ(W) = δ
s−kr τ

−kr (A1)τ−kr (A2) . . .τ−kr (Ar−1)δ−kr Br

= δ
s−kr τ

−kr (A1)τ−kr (A2) . . .τ−kr (Ar−2)δ−kr−1δ
kr−1τ

−kr (Ar−1)Br

= δ
s−kr τ

−kr (A1)τ−kr (A2) . . .τ−kr (Ar−2)δ−kr−1δ
kr−1τ

−kr (Ar−1)Br

= δ
s−kr−kr−1

τ
−kr−kr−1(A1)τ−kr−kr−1(A2) . . .τ−kr−kr−1(Ar−2)Br−1Br .

Así siguiendo, vemos que existenk1; k2; . . .kr enteros entre 0 yn−1 inclusive, tales que
δ ki τ−ki+1−ki+2···−kr (Ai) admite una representación por medio de una palabra positiva en las
bandas generadoras deβ̂n, Bi . Además, para estas palabras se tiene que

Ψ(W) = δ
s−kr−kr−1···−k1B1B2 . . .Br .

ComoΨ(W) y B1B2 . . .Br pertenecen aHn, sigue queδ s−kr−kr−1···−k1 pertenece aHn y,
por lo tanto,s−kr −kr−1 · · ·−k1 es múltiplo den. Luego, por el lema 3.1.1,δ s−kr−kr−1···−k1

= δ kn = δ̂ k(n−1).
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Por otro lado tenemos queBi = δ ki τ−ki+1−ki+2···−kr (Ai). Por lo que, para probar la exis-
tencia de una representación como la que se presenta en el teorema, falta ver que

τ
−ki+1−ki+2···−kr (Ai)dτ

−ki+1(τ−ki+2−ki+3···−kr (Ai+1)),

que por el lema 2.4.8 se reduce a observar queAidAi+1.
Luego, víaΨ−1 obtenemos una representación como la que describe el teorema.
Probemos ahora la unicidad de la misma.
Supongamos queW admite dos representaciones de esta forma, es decir que

W = δ̂
k(n−1)B1B2 . . .Br = δ̂

k′(n−1)B′
1B′

2 . . .B′
r ′ .

Aplicando el morfismoΨ tenemos que

δ
kn

δ
k1A1δ

k2A2 . . .δ kr Ar = δ
k′n

δ
k′1A′

1δ
k′2A′

2 . . .δ k′
r′A′

r ′ .

Definamos ahora los factores canónicos

Ãi = τ
kr+kr−1···+ki+1(Ai) y Ã′

i = τ
k′

r′+k′
r′−1

···+k′i+1(A′
i).

Usando la observación 2.4.8 inductivamente podemos ver que

δ
kn

δ
k1A1δ

k2A2 . . .δ kr Ar = δ
kn+k1+k2···+kr Ã1Ã2 . . . Ãr

y que

δ
k′n

δ
k′1A′

1δ
k′2A′

2 . . .δ k′
r′A′

r ′ = δ
k′n+k′1+k′2···+k′

r′ Ã′
1Ã′

2 . . . Ã′′
r ,

de lo que deducimos que

(I) δ
kn+k1+k2···+kr Ã1Ã2 . . . Ãr = δ

k′n+k′1+k′2···+k′r Ã′
1Ã′

2 . . . Ã′′
r .

Observemos ahora quẽAidÃi+1, pues, como sabemos queAidτ−ki+1(Ai+1), por la obser-
vación 2.4.8, aplicandoτkr+kr−1···+ki+1, tenemos que

Ãi = τ
kr+kr−1···+ki+1(Ai)dτ

kr+kr−1···+ki+2(Ai+1) = Ãi+1.

Análogamente se ve quẽA′
idÃ′

i+1, por lo que la igualdad (I) es una igualdad de formas
normales paraΨ(W) enβn. Por la unicidad de la misma, tenemos quer = r ′ y queÃi = Ã′

i
para todoi con 1≤ i ≤ r.

Ahora bien, comoAr = Ãr y A′
r = Ã′

r , sigue queAr = A′
r , de lo que deducimos, por el

lema anterior, quekr = k′r y queBr = B′
r . De aquí, con un argumento similar se puede ver

queAr−1 = A′
r−1 y por ende queBr−1 = B′

r−1 y, así siguiendo, queBi = B′
i para todoi, con

1≤ i ≤ r.

Aunque en este artículo no se desarrolle un algoritmo para encontrar formas normales,
para el caso de trenzas de tipoAn pueden encontrarse en [BKL] y, para el caso de las de
tipo Bn, en [F].
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