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UNA FORMA NORMAL EN GRUPOS DE TRENZAS DE TIPO B,

SEBASTIAN FREYRE

RESUMEN. Presentaremos primero algunas definiciones y propiedades de los grupos de
trenzas de tipd\, (o clasicos), usaremos la forma normal presentada en [BKL] y una
relacion entre éstos y los grupos de trenzas deBjppara recuperar una forma normal en

los ultimos. Destacamos que nuestra solucién puede implementarse algoritmicamente en
tiempo& (nw|?).

1. INTRODUCCION

Este trabajo esta relacionado con algunos algoritmos criptograficos sobre grupos no
abelianos cuya implementacion fue estudiada extensivamente con el grupo de trenzas. Cabe
mencionar que para posibilitar tales implementaciones es necesario resolver el problema
de la forma normal, que permite traducir los elementos del grupo a cédigo, como también
gue el problema de la conjugacién no pueda resolverse en tiempo polinomial.

Asi como a cada diagrama de Dynkin se le asocia un grupo de Coxeter, también se le
asocian grupos de trenzas generalizados. Este trabajo consiste en resolver el problema de
la forma normal en los grupos de trenzas asociados a diagramas &g.tipo

Si bien este problema fue resuelto en un contexto mas general en [BS], no esta estudiada
la complejidad en el caso general. Por otro lado, en el caso détjda complejidad es
del ordenZ (n?|W|?), mientras que una solucion alternativa fue estudiada en [BKL], donde
se presenta un algoritmo que reduce la complejidadraw|?).

En [B] se presentan herramientas para resolver el problema de la forma normal en el
caso general que, en los grupos de #pocoincide con la presentada en [BKL]. No obs-
tante, no so6lo no se da una solucién explicita sino que tampoco se estudia la complejidad.
Si bien no vamos a presentar un algoritmo para la forma normal que proponemos, éste
puede entenderse facilmente del algoritmo presentado en [BKL] y de este trabajo. También
se encuentra de manera completa en [F], donde ademas estudiamos la complejidad, que
resulta ser d&'(n|W|?).

Con respecto a las aplicaciones criptograficas observamos que como estos grupos es-
tan identificados explicitamente con un subgrupo de los grupos de trenzas dg, tigo
implementacion de éstos no mejora a la que usa los grupos de trenzas clasicos.

2. PRELIMINARES

Presentaremos ahora los grupos de trenzas dé\ipoy Bn-1, a los que llamaremos
Bn 'y Bn respectivamente.

2.1. El grupo de trenzas clasico.La presentacion de Artin del grupo de trenzas (de tipo
An) [A] esta dada por generadores y relaciones y permite entender al grupo simétrico como
un cociente del mismo.
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Este grupo se puede definir por mediadel generadoresy, o», ... 0,1 Y las siguien-
tes relaciones:

(1) 6i.0j.0i = 0j.01.0; si|i—j|=1,
(2) 0i.0j=0j.0; si|i—j|>1
En esta presentacion se puede pensar queilesn levantados de las trasposiciones
elementales por la proyeccién candnica del grupo de trenzas en el grupo simétrico.
Una presentacion mas reciente [BKL] considera un conjunto de generadores que con-
tiene a los generadores de Artin. Estos consisten en levantar todas las trasposiciones sobre

el grupo de trenzas.
Definimos ahora para cadas), con 1< s<t <n-—1, el elemento d@,

-1
as = (0t—10t—2 ... 0s11)0s(0t—1Gt—2 ... Os41) "
Estos elementos se denomirzandas generadoras

Proposicion 2.1.1.El grupo , admite una presentacion dada por el conjunto de genera-
dores{ais € Bn / 1 <s<t <n}ylasrelaciones:

(*) &sdrq = aqas Si(t—r)(t—qg)(s—r)(s—a) >0,
(%) asBsr = &réts = Agrdyy paratodostsrconl<r<s<t<n.

Se puede ver una prueba en [BKL, F].

2.2. Elgrupo de trenzas de tipoB,. El grupo de trenzas asociado a diagramas de Dynkin
de tipoB,_1, que llamamog;, esta definido como grupo de Artin por generad@g sy,
...0n_1 Y las siguientes relaciones:

(1) 6,61 = 616] si ‘i — j’ > 1,
(2) 6i.0i+1.6i = 0141.6i.0i11Si1 <i <n-3,
(3) 0On-2.0n-1.0n-2.0n-1 = On_1.0n—2.0n—1.0n_2.
Observamos que existe un morfistHale grupos d¢§n en el subgrupo df, generado
por 61, 0z,...,0n-1, 62 1, que manda; enc;, parai = 1,2,....n—2Yy on 2 enc? ;.

Proposicion 2.2.1.El morfismoW¥ esta bien definido y es inyectivo.
Con esto identificamos al grupo de trenzas de Bpoon el subgrupo
Hn = (61;02;...;0n_2,62 1).
Para ver una prueba se pueden revisar [D, DG].
2.3. El semigrupo de palabras positivas.

Definicion 2.3.1. Se llamapalabra positiva en las bandas generadofasa una repre-
sentacion de un elemento @g como producto de las bandas generadoras en la que no
aparecen inversos de las mismas. Llamaitoagitudde W al nimero de generadores que
aparecen en su escritura.
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Para referirnos a la longitud de una palabra posifivasamos la notaciofw|. Notar
gue esta longitud es menor o igual que la dada por los generagjores

Definicion 2.3.2. Decimos que dos palabras positivas V y W positivamente equiva-
lentessi se puede transformar una en la otra por medio de aplicaciones directas de las
relaciones(x) y (xx). En tal caso notamos ¥ W.

Definicion 2.3.3. Decimos que un elementd de 3, pertenece al semigrupo de palabras
positivas B, si admite una representacion por medio de una palabra positiva.
Se defingd” como el conjunto de palabras positivas médulo equivalencia positiva.

Teorema 2.3.4(Teorema de inmersionEl mapa natural dg8; en 3, es inyectivo. Dicho
de otro modo, dos palabras positivas son positivamente equivalentes si y sélo si definen el
mismo elemento dg,.

Para ver una prueba, revisar [CP].

2.4. La forma normal en los grupos de tipoA,. Introduzcamos una palabra importante
para el desarrollo de las formas normales. Llamapalabra fundamentah la palabra
representada por:

0 = an(n-1)An-1)(n-2) - - - Q21-

Definicion 2.4.1. Definimos elautomorfismo fundamentale 8, como el automorfismo
7: By — B, correspondiente a conjugar pér. Mas precisamente(W) = §~IW$§.

Definiremos y estudiaremos ahora una clase de trenzas invariantes por el automorfismo
fundamental.

Definicion 2.4.2. Llamamodactor candnica toda palabra positiva A para la que existe
otra palabra positiva B tal qué = AB.

Definicion 2.4.3. Se llameciclo descendentatodo ciclo d&, de la forma(n nj_1...ng),
conl<n<nyi<nparatodol <i<I.

Definicion 2.4.4.Decimos que dos ciclos descendemtes(ngng_1...n1) yn' = (mm_;
...m) sonparalelossi (M1 — Nj11)(Miy1 —Nj) (M — Nj1) (M —nj) > 0 para todos | |
talesquel<i<lyl<j<k.

Decimos que una permutacion es unproducto de ciclos paralelos descendersies
T =mm,... 7Y, para todo parj j de subindices distintos; y 7; son paralelos.

Observacion 2.4.5.Searr = (n nj_1...Np) un ciclo descendente, asociamog &I ele-
mento deB,:
O = Ann_18n_qny_5 - - - Qnyng-
Sint=mm,...nes un producto de ciclos paralelos descendentes le asociamos la trenza
67[ = 67[167'[2 e 67‘_4('

Teorema 2.4.6.Sea A un elemento ¢i". Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(I) A es un factor canénico, es decirAd.
(I) A = 6, para alguna permutaciom producto de ciclos paralelos descendentes en
2n.
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Una prueba de esta proposicion puede verse en [BKL, F].

Definicion 2.4.7. Sea P una palabra positiva y A un factor canonico, decimos que el par
(A,P) escargado a izquierdsai para toda descomposicién de la forma APA'P/, en la

que A es un factor canoénico y’Rina palabra positiva, se tiene qu& < |A'|. En tal caso
notamos AP.

Observacion 2.4.8.Se puede probar que el automorfismo fundamental manda palabras
positivas en palabras positivas y factores candnicos en factores canoénicos. Mas aln, que
T(&s) = (t+1)(s+1)» donde los subindices deben interpretarse moédulo n. Esto permite pro-
bar que el automorfismo fundamental manda pares de factores candnicos cargados a
izquierda en pares de factores canénicos también cargados a izquierda.

Una prueba de estos hechos puede encontrarse en [F].

Teorema 2.4.9(de la forma normal) Todo elemento W dg, admite una representacion
Unica de la forma:

W = KA1 AAs. . A,

donde k es algun entero, r algiin entero no negativo y lpsdnl1 <i <r, son factores
canonicos tales queA£ 6 y cada par AA.; es cargado a la izquierda.

Se puede ver una prueba en [BKL, F].

3. LA FORMA NORMAL EN GRUPOS DE TIPOBy,

Ahora nos abocaremos a recuperar una forma normal para representar a los elementos
de los grupos de trenzas de tipg Al igual que en la forma normal de trenzas de t#go
tendremos una palabra que jugara un rol central, definimoeaa fundamentade 3,
como sigue:

6= aﬁ(nfl) a(n_l)(n_z) ...ang.
3.1. Dos lemas centrales.
Lema 3.1.1. Las palabrasd yS satisfacen la siguiente identidad” = 51,

Demostracion.Es una consecuencia inmediata de la observacion 2.4.8 via un argumento
inductivo. Una prueba completa puede verse en [F]. [ ]

Lema 3.1.2.Sear enZ,, un producto de ciclos paralelos descendentes. Entonces existe un
dnico k entero, cof < k < n—1, tal queW~1(8%8,) admite una representacion por medio

de una palabra positiva en las bandas generadoraﬁ,{jaezlondetlJ es el isomorfismo que
identifica H, conﬁn.

Demostracion.Nos permitimos abusar de la notacion en el siguiente sentido: si un ele-
mento deB, pertenece &, diremos indistintamente que el mismo pertenefig. a
Observemos primero ques{n) = n, entoncesd, es una palabra positiva en las bandas

generadoras dé,. Es decir5°5, admite una representacion en las bandas generadoras de

Bn.
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Supongamos ahora qugn) # n, tenemos entonces que= my 7. .. T, CON y; T;
...m ciclos paralelos descendentesy= (ntjtj_1...t1), dondet; < ti11 < n, para todd
conl<i<j. A

Probaremos qué'i 5, pertenece #; por induccion en;.

Observemos que el hecho de que los cigtosean paralelos y que (n) # n implica

~

qued; = 6,07, . .- O, €s una palabra positiva en las bandas generadors de
Sitj = 1 entonces$;, = an1 Y, por la observacion 2.4.8 se tiene que

86z, = 6am = an-1)6 = &yn-18n-1)n-2)--- &1 =9,
de lo que deducimos que
885 = 887,6y = 68y
Y, por lo tanto, que$, admite una representacion por medio de una palabra positiva en

B
Supongamos ahora quetsi= m, entonces' 5, pertenece #,.
Sear tal quet; = m+ 1. Por la observacion 2.4.8 tenemos que

846, = 841868,
= 841587, 6
= 5ti*15(antj Atjtj_q .- gt ) O
= 5t1*1a(n_1)(tj_1)5(atjtj,1atj,1tj,2 -8ty ) Oy

Para alivianar la notacion llamem@g = (ayt,_,a; 1, ,- - -8, ) 0. Usando nuevamente
el lema de la palabra fundamental, tenemos que

848z = 8 an 1)1;-1) VR
= 818 1)t~ 1)8nt; 1) (Bn(n-1)8n-1)(n-2) - Bty 1))
(tj-2) -3 34t ~3) (1 -4) . a2 ) VR
= 8Yan, —1)8n(n-1) (Bn(n-1)Bn-1)(n-2) - - A1, +1)1;)
(@t -2)(t;-3) 3t -3)(tj-4)...a0)WR
= (5tj’lan(tj71))(aﬁ(nfl)%fl)(nfa S EENT)
(Bt —2) (t;—3) ) —3) (t; —4)...a ) VR-
Ahora, aplicando la hipoétesis inductiva, obtengmos\qu& 5tlflan(tj,1) admite una
representacion positiva en las bandas generadorgs de
Observando que
We = (85 1)8n-1)(n-2) - -- 8t +1t;) (Bt —2) (4 -3) Bty —3) (—4) - - - B21)

es una palabra positiva eﬁa y que 8Y 8, = W WeWk, concluimos questi 8, admite una
representacion por medio de una palabra positiva en las bandas generagiras de

Esto completa el paso inductivo y, por lo tanto, probamos que para todo ciclo descen-
denter, existe un enter& entre 0 yn— 1 tal ques*s, pertenece B .

Probemos ahora que tal entero es unico entr@a + .
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Supongamos qué*s; y 6 8, petenecen &, dondek y k' son enteros entre Ory— 1
inclusive. Podemos suponer sin pérdida de generalida# gui€. Tenemos entonces que
8K pertenece #l,, de lo que deducimos qué— k es congruente a 0 médulp pues
M(6°%)(n) = s, dondel denota la proyecciéon candnica g en el grupo simétric&,.
Luego, comd y k' estan entre 0 n— 1, sigue quéx =K', [ ]

3.2. La forma normal.

Teorema 3.2.1(de la forma normal elﬁn). Todo elemento W eﬁn admite una Unica
representacion de la forma:

W = §Kn-YB,B,...B,
donde k es algun entero, para cada i cbr< i <, B; es una palabra positiva tal que
WY(B;) admite una descomposicion Bnde la formaW(B;) = 8% A, para algun entero no
negativo kmenor que ny un factor canénico 4 8, y ademas At %+1(A 1) para todo
ientrelyn-1

Demostracion.SeaW en Bn y sea¥(W) = 0°A1A;... A la forma normal déP(W) en
Bn. Por el lema anterior, sabemos que exigten entero no negativo tal QUi A, qdmite
una representacion por medio de una palabra positiva en las bandas generafigrBs.de
Tenemos entonces que

WW) = §%A1As.. . A
= 85A1Ay. .. A1 K SN A,
= 85A1A2.. . A_187KB;
=888 Rtk (AT (A) .. TR (A1)
=85k (A) TR (AY) ... TR (A _1)B:.

Comot % (Ar_1) es un factor canonico g8, por la misma razén tenemos ahora que existe
ke_1, con 0< k,_1 < n, tal qued*—17%(A,_y) admite una representacion por medio de
una palabra positiva en las bandas generadorfis,d ;. Entonces

WW) =55 Kok (AT M (Ag) ... T M (A_1)5 B,
= 85T (AT (A) TR (A )8 sk (A p)By
=85k (ADTM(A) ... TR (A g TR18R 1R (A LB,
_ asfkr*kr*l,r*kr*krfl(Al)T*kr*krfl (A2)... k1 (Ar—2)Br_1B;.

Asi siguiendo, vemos que existiqy ko; ...k enteros entre 0 w— 1 inclusive, tales que
§kigkirmkez—k (A) admite una representacion por medio de una palabra positiva en las
bandas generadoras flg B;. Ademas, para estas palabras se tiene que

WW) = §skka—kipiB, . B;.

ComoW(W) y B1B;...B, pertenecen &y, sigue queds *—k-1~k pertenece &, y,
por lo tantos—k, —k,_1--- —k; es maltiplo den. Luego, por el lema 3.1.55 k—k-1-—k
— skn _ §k(n-1)
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Por otro lado tenemos qui = §kt—k+1—kw2—k (A)). Por lo que, para probar la exis-
tencia de una representacién como la que se presenta en el teorema, falta ver que

KK ke (A) [T_kHl(T—kHZ—kHS‘“—kr (Ais1)),
que por el lema 2.4.8 se reduce a observarAj{8; 1.
Luego, via¥®~! obtenemos una representacion como la que describe el teorema.

Probemos ahora la unicidad de la misma.
Supongamos g admite dos representaciones de esta forma, es decir que

W = §K"UBB,...B, = 5K VB|B,...B..
Aplicando el morfismd¥ tenemos que
sk 5fen, . 8N A = §KNEMA A, . S A
Definamos ahora los factores candnicos
Ai — ghetke1tkiv (A) Y A/i — Kk tR (AI/)
Usando la observacién 2.4.8 inductivamente podemos ver que

skl §len, .. sk A = skntlutle e AR, A
y que
KNSR S, 5K AL — SKN KKt R A
de lo que deducimos que
(1) skmhatleth A A, A = KMtk Ay A

Observemos ahora qée[A 1, pues, como sabemos gagt %+ (A 1), por la obser-
vacion 2.4.8, aplicandd¢*k-1-*k+1 tenemos que

Ai _ ,L.kr+kr71-~+ka+1(Ai)[Tkr+kr71~~+k.-+z<Ai+l) _ Ai+1-

Analogamente se ve qu@i [A’M, por lo que la igualdad (I) es una igualdad de formas
normales par& (W) enf,. Por la unicidad de la misma, tenemos quer’y queA; = A
paratodd con 1<i <r. _

Ahora bien, comd\, = A, y Al = A, sigue queA; = A, de lo que deducimos, por el
lema anterior, qué& = ki y queB; = B;. De aqui, con un argumento similar se puede ver
queA,_1 =A,_, yporende qud;_, =B/ ,y, asi siguiendo, quB; = B] para todd, con
1<i<r. [

Aunque en este articulo no se desarrolle un algoritmo para encontrar formas normales,
para el caso de trenzas de tifpg pueden encontrarse en [BKL] y, para el caso de las de
tipo By, en [F].
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