ACTAS DEL VII CONGRESO
DR. ANTONIO A. R. MONTEIRO
(2003) , Péginas 101-114

CONVERGENCIA PUNTUAL DEL SEMIGRUPO DE
ORNSTEIN-UHLENBECK

L. FORZANI, R. MACIAS Y R. SCOTTO

RESUMEN. El estudio de operadores del anslisis arménico gaussiano ha tenido un
gran desarrollo en los dltimos veinte afios. En este contexto es de interés estudiar la
convergencia puntual del semigrupo de Ornstein-Uhlenbeck. En la presente mono-
grafia se introducen las herramientas necesarias y se muestra esa convergencia en
dimensién uno.

El 1 de septiembre de 1930, Ornstein y Uhlenbeck publican en la revista Physi-
cal Review On the Theory of Brownian Motion(ver [9]). Allf hacen un anslisis de
cémo se fue gestando la férmula que permite el clculo de la media cuadratica del
desplazamiento de una particula en un movimiento Browniano en dimensién uno.
Para lo cual, como bien ellos hacen notar, hay que centrarse en la determinacién de
la distribucién de frecuencias de cantidades como el desplazamiento o la velocidad.
El primero que resolvi6 este problema fue Einstein para el caso de una particula
libre y encontré que la funcién de distribucién de frecuencias para el desplazamiento
estd dada por la siguiente funcién

1 12 (—=0)?
F(;l?,ﬂ?o,t) = (47rDt> e 4Dt

que resulta ser la solucién fundamental de la ecuacién de difusién

2
(0.1) % ng con §=2z—xg .
Esta conexién entre la funcién de distribucién de frecuencias y una ecuacién diferen-
cial de tipo parabélico fue posteriormente generalizada por Smoluchowski, Fokker,
Planck, Ornstein, Burger, Fiirth y otros.
Cuando la partlcula estd sujeta a fuerzas exteriores es vilida la mgmente general-
izacién de (0.1) llamada la ecuacién de Fokker-Planck
2

0.2 9210 (ko422

ot f Ox 83@2
donde f es el coeficiente de friccién y D el de difusién. Esta ecuacién fue obtenida
por Smoluchowski para valores de ¢t grandes con respecto a m/ f.

Mathematics Subject Classification. 42825, 47D03, 42C10, Secondary 60H99, 42A99.
Key words and phrases. Gaussian Measure, Fourier Analysis, Fourier Analysis in several variables,
Maximal Functions, Littlewood-Paley functions, Hermite expansions.

101



102 L. FORZANL, R. MACIAS y R. SCOTTO

Ornstein-Uhlenbeck obtienen en su trabajo esta misma ecuacién para los restantes
t. Ademds encuentran las distribuciones de frecuencias del desplazamiento y la ve-
locidad de una particula libre en un movimiento Browniano.

La ecuacién de Ornstein-Uhlenbeck entonces se obtiene de (0.2) tomando primera-

I_—_,)‘
mente K(z) = mw?z y luego haciendo los cambios de coordenadas y = \/ 557

T = %t y w = %z . De esta manera (0.2) se escribe como
0 b2 0
(03) = W

or  Oy? Jy
cuya solucién fundamental es

_ E—QTy_z 2
e 1-e-4

(7-‘-(1 - 6—4T))1/2 ’

Asi el semigrupo de Ornstein-Uhlenbeck:

(04) G(r,y,2) =

©5) u,t) =T'10) = | g ()
resulta ser solucién del problema de difusion
Ou . 9% _ @ .
(0.6) { a(@lat) = B2 (y,t) 2yay (y»t) yeR, >0,
u(y,0) = f(y) yeR, t=0.

Desde el punto de vista de la teoria de operadores diferenciales, la medida que hace
que el operador diferencial
d? d
-2
dy yd?

considerado en (0.6), sea autoadjunto en S(R), el eSpdCiO de Schwartz, es la medida
de Gauss: dy = e~ "’dy. Se puede probar que T% = e, es decir, L es el generador
infinitesimal de la familia {7T%},..

Los autovalores de dicho operador L son los polinomios de Hermite.
El polinomio de Hermite de grado k en dimensién uno se puede definir como (ver

8])

L=

ok 2
Hk( ) 2yt -t it—-O'

Gt’“
Es facil ver que Hj es un autovector de L con autovalor -2k, efectivamente:
d ak 2 t-—t2
dka\U) = ;97,52?56 ¥ =0,
d? Ok 2
EFHk(y) = W‘ltge?yt =0,
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CONVERGENCIA DEL SEMIGRUPO DE ORNSTEIN-UHLENBECK 103

esto implica para €] operador L,

k

0 42
LHk(y) = —a-'t—k(4t2—4ty)62yt_t lt:O
o 0 . p
_Q_B—t’?(téiezyt ) li=o
0 o* 2
= —2k(‘5£t)’t_—.o(a‘£e2yt—t )[t:l)
= —2kHy,

como se queria verificar.
Retornando a (0.6), para dar sentido a la expresién u(y, 0), esto es u restringida al
borde del semiplano superior, es que en esta monografia estudiaremos la existencia
en casi todo punto del th’rglr u(y, t).

.

De acuerdo a [2], para la existencia de ese limite para funciones en LPdy),1<p<
oo, es suficiente probar el tipo débil (1, 1) del operador maxirnal asociado:

(0.7) T"f(y) =sup|T*f(y)|

Entendemos por tipo débil (1,1) de T* a la siguiente propiedad: Existe una constante
C > 0 tal que

(08) Ho e R T f) > A} < S / fldv, Ve [Mdy).
R

En la Seccién 1 se mostrard que teniendo la desigualdad (0.8) y la existencia de

lixgl+ T" f para funciones en un denso de L? (d~y) (como por ejemplo los polinomios en
t—

R), se obtiene la existencia de limite puntual para toda funcién de LP(d~).

Se puede definir este operador también en R™ para n > 1 y se sabe que resulta de
tipo débil (1, 1) para todo n > 1 (ver [3], [6],-[1] ¥ [5]).

En esta monografia demostraremos el tipo débil (1,1) del mismo sélo para el caso
n = 1. Las técnicas que se usan podrfan servir para cualquier otro semigrupo cuyo
generador infinitesimal sea un operador diferencial autoadjunto con respecto a una
medida absolutamente continua.

La demostracién para este caso se debe a B. Muckenhoupt [3]. El método de de-
mostracién es el siguiente:

» El primer paso del razonamiento es acotar el niicleo del semigrupo por un nicleo
de Natanson, como puede verse en la Seccién 3. Los nicleos de Natanson seran
definidos en la Seccién 2.

« Natanson en [4] prueba que los operadores integrales cor niicleos de Natanson
estdn acotados por la maximal de Hardy-Littlewood asociada a una medida.
En la Seccién 2 se desarrollaran estas ideas.

= Por 1ltimo en la Seccién 4 se mostrara que esta maximal es de tipo débil (1, 1)
con respecto a la medida en consideracién (ver [1] y [2]).

Este tipo de técnicas no pueden extrapolarse a R", con n > 1, puesto que por
ejemplo no se conoce un concepto de nicleo de Natanson en R™ y por otro lado la
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104 L. FORZANI, R. MACIAS y R. SCOTTO
maximal de Hardy-Littlewood no centrada con respecto a la medida de Gauss no es
de tipo débil (1,1) en R™ con n > 1 (ver [7]).

1. CONVERGENCIA PUNTUAL

TEOREMA 1.1. Sea (X, p) un espacio de medida finita y sea {T*} una familia de
operadores lineales en L1(X, u). Definamos

T f(z) = sup |T*f(2)].
Si T es un operador de tipo débil (1,1), entonces el conjunto
F=A{feP(X,u/limTf(y) = fy) ct.p}
es cerrado en LP(X, p) con 1 < p < oo,

PRUEBA:
Sea {f;} una sucesién en F que converge a f en LP(X, u), i.e.

lirsup [T £;(y) — fi(y)| =0 c.t.p.

t—tg
}7
IIf; = fll, = 0 para j — oco.
Entonces, dado A > 0,

n{ye X : lfristup T f(y) — fy)] > A})

p{ye X lim sup IT'(f = fi)(y) = (F = £) W) > A})

IA

< l{y € X T = £)) > 2D+ ully € X5 | = F)w)l > A/2})
< S0 = Sl + 315 1
< S~ Fllp = 0 para j = oo,

Es decir, p({z € X : limsup |T*f(y) — f(y)] > A}) =0 V X > 0, lo que implica que
t—to .
limsup|T*f(y) — f(y)| =0 ct.p. ydeesto f e FO

t—itp

OBSERVACION: El Teorema 1.1 es valido también para un espacio de medida arbi-
trario (X, 1) con la condicién de que T* sea de tipo débil (p, 1), ie

pl{z € X T fa) > M) < S ( /X Ifl"d,u> "

DEMOSTRACION DE LA CONVERGENCIA PUNTUAL.- Para ver que, supuesto el tipo
débil (1,1) en la medida gaussiana para el operador T* se tiene ﬁ[in(l) T'f = f pun-

tualmente V f € LP(dy) con 1 < p < oo, probaremos que el conjunto P(R) de los
polinomios en R estd contenido en F el conjunto definido en el Teorema 1.1 con
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CONVERGENCIA DEL SEMIGRUPO DE ORNSTEIN-UHLENBECK 105

X =R, p la medida de Gauss y t; = 0. Para k =0,1,2,-- -, sea H;, el polinomio de
Hermite de grado k. Puesto que, como se vio, los polinomios de Hermite son autofun-
ciones del operador de Ornstein-Uhlenbeck L con autovalores {—2k}2, podemos
deducir que T*Hy, = e *H} . Ahora bien, todo polinomio P(y) se puede escribir
como una combinacién lineal finita de polinomios de Hermite, esto es,

= axHi(y)
k=0

por lo tanto

= Zake‘%tﬂ'k(y) — P(y) para t — 0.

Es decir, P(R) C F. Puesto que el conjunto de los polinomios es denso en L?(d)
para 1 < p < oo, usando el Teorema 1.1, F resulta denso y cecrado en LP(dv) y por
lo tanto F = L?(dv), con lo que se prueba la convergencia puntual.

2. NUCLEOS DE NATANSON

DEFINICION: Diremos que una funcidn no negativa, L(y, z), es un micleo de Natan-
son asociado a una medida 1, si existe una constante B tal que

[ .50 < B,

y ademds, para cada y fijo, L(y,z) es mondtona creciente en z cuando y > z, ¥y
mondtona decreciente para z > y.

En lo siguiente p denotard una medida de Borel positiva, definida en R, absoluta-
mente continua respecto de la medida de Lebesgue y finita sobre intervalos acotados.

DEFINICION: La funcién mazimal de Hardy-Littlewood no centrada asociada a la
medida p se define como

Mf(y) = sup —— /Ifxdu,
yel M

donde el supremo se toma sobre todos los intervalos I tales que y € 1.

TEOREMA 2.1. Sean f y g funciones en L*(dp). Supongamos que g(2) es no negativa

y que existe un punto fijo y en R, tal que g(2z) es mondtona creciente cuando y > z
y mondtona decreciente para z 2> vy, entonces

/R fgdu‘ < llgllor @ MF ).
PRUERA
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106 L. FORZANI, R. MACIAS y R. SCOTTO

1. Supondremos primero que g es una funcién simple. Entonces podemos enconirar
{y:}X3? tales que, salvo un nimero finito de puntos, se tiene

N
= Z Ci Xy, ges1) (Z)
i=1
Claramente, podemos suponer que, para algin &, y,,1 = y. Luego
i1 < ¢ <, sii<k,

Ck 2 ¢ 2 Ciy1, St 12k 1.

Afirmamos que existen a; < 0y b; < 0 tales que

Z a; Xy, 4 (2 Z bi Xy y,1) (2

i=k+1

En efecto, tomando ¢y =0y ey =0, se tiene '

g('T) = § :CZ Um,yz-{—l) E :("5 yz:"h+‘

i=k+1 -
k N
= Z(Ci — Ci-1) Xy, g (2) + Z (¢ = Cir1) Xygign)(2)
i=1 i=k+1
k
= Z ?/z»y Z b X[y:yz-f-l (.’17
i=1 1=k+1

con a;, b; > 0. Entonces

!/fg‘d“’ < 2;1“/ @l due)+ Y b/

i=k+1

(z)

k

< Zl aie([ir ) ;([yuy] / |f(z)] du(z)

f==

£ 3 by, e = 0/ @) duto)

P N([@I, Yir1

< (Zam([yu Z biu([y, Yita] )Mf(y)

1=k+1

= lgllLr@amMf(y).

2. Para el caso general, elegimos una sucesién monétona de funciones simples no
negativas, {g,(z)}, que son mondtonas crecientes para z < y, mondtonas decre-
cientes para y < z y que convergen a g puntualmente. Usando el resultado que

Actas del VII Congreso Dr. A. A. R. Monteiro, 2003



CONVERGENCIA DEL SEMIGRUPO DE ORNSTEIN-UHLENBECK 107

probamos en (1.) y aplicando el teorema de la convergencia monétona dos veces

obtenemos
! / fgdu

< /Ifgl d#=,}g§o/iflgndu
< lm Mf(y)llgalls

= Mf(y) lim {|g.|]x

(2.2) = MfWllglhs

COROLARIO 2.3. Sea L(y, z) una funcién no negativa tal que, para casi todo y, es
mondétona creciente en z para z <y, mondtona decreciente en z paray < z y cumple
J L{y, 2)du(z) < B, donde B es independiente de y. Sea f € L*(du) y

o) = [ Ly, 1) dutz).
Entonces ' ‘

lg(y)| < BMf(y).

PRUEBA: Usando el Teorema 2.1 obtenemos

9] < I1L(y, M2 MF(y) < BMF(y)
]

En general, los nicleos considerados no satisfacen las propiedades de monotonia
deseadas. La siguiente modificacién es usualmente m4s til.

COROLARIO 2.4. Sean pu, L, B y f satisfaciendo las hipdtesis del Corolario 2.3 y
sea |K(y,z)| < L(y,z). Entonces la conclusién del Corolario 2.8 es vdlida para la

funcidn h(y) = [ K(y,2)f(2) du(z).
PRUEBA: Se sigue del hecho de que M|f|(y) = M f(y) y de que

Ih(y)] < / K (3, 2)|1(2)] du(2)
< / L(y, 2)| £(2)) dp(2)0

3. AcoTaciON DEL NUCLEO DE ORNSTEIN-UFLENBECK

Consideremos el semigrupo de Ornstein-Uhlenbeck:

¢ e ii’i—ﬁ :
(31) 1'50) = | e (e
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108 L. FORZANI, R. MACIAS y R. SCOTTQ

Si introducimos el cambio de variable r = e, llamando con O" f la expresién del
semigrupo resultante con esta nueva notacién y con O(r,y, z) al nicleo correspon-
diente, se tiene,

O(r,y,z) = W)T/—z
_Jy_—rz]z

1—+2
w2 ¢

_22_ —i2l2
el = r2)yi® = P(r,y, 2)e7 ",

el
entonces podemos escribir el semigrupo como
32 TUW=0fw) = [ 0wl = [ Py fGlar

Probaremos ahora el tipo débil con respecto a la medida de Gauss (dy = e“”zdm)
del operador 7™ definido en (0.7).

TEOREMA 3.3. Sea T* el operador definido en (0.7), entonces existe C > 0 tal que

HeeR: T'f(z) > A} < % /R f(@)ldv(z), A>0,

1T f

: o) < Cliflle@ny, 1<p< oo
PRUEBA: Definimos
P ¥ i ¥
(34) : L(T’, Y, Z) = (T’ Y, 'I‘) S? z € [y, r]a
P(rvy)z) Stz ¢ [ya %]v

para y no negativo. Puesto que

: Yy ,
P(r,y, ;) = méx P(r,y,z)

z€ly, %]
entonces
P(r,y,z) <.L(ry, 2).

En el caso en que y es negativo, en la definicién de L se cambia por [%, 3] y se obtiene
la misma desigualdad.

Si probamos que L satisface las condiciones del Corolario 2.3 entonces el Teorema
es consecuencia del Corolario 2.4, puesto que entonces:

T f(y)| < BMf(y)

con esta acotacién y el Teorema 4.1 obtenemos
' CB .
AT S > A < {BMFE) > 2 < 52 [ 1wl erty),
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CONVERGENCIA DEL SEMIGRUPO DE ORNSTEIN-UHLENBECK 109

El caso p = oo es inmediato y la constante que se obtiene es B. Ahora, para 1 <
P < 00

1T iy = [ 101
< BP / |[MF ()P dy(y)

<o [ \fpan

Por lo tanto T fll1r(ay) < CB||fllzr(ay) Para 1 < p < oco. Esto concluye la de-
mostracion del Teorema, salvo la prueba de que L satisface las condiciones del
Corolario 2.3. Esto se sigue del siguiente Lema;

LEMA 3.5. Para cada 0 <7r <1, L(r,y, z) es mondtona creciente en z para z < Y,
mondtona decreciente cuando y < z y

e ¢]

/ L(r,y,z)e %" dz < B.

PRUEBA: El niicleo P(r,y, z) como funcién de z alcanza su miximo en z = Y ya que
y—rz)?

3 P e

6 (ry,2) =e¥ ——

(3.6) (r,y,2) (r(1 - r2))172

ret al ixi t=0
Y€ altanza Su maximo en v = u.

Nuevamente, dado que et es creciente parat < 0y decreciente parat > 0, L(r,y, 2)
es creciente para z < y y decreciente para z > v.

Probaremos ahora que

(3.7) / L(r,y,z)e " dz < B.

Actas del VII Congreso M. A. A. R. Monteiro, 2003



110 L. FORZANI, R. MACIAS y R. SCOTTO

Reagrupando y haciendo un cambio de variables

) jy—rz]2
Plry, e dz =" [ 0 o
7Y, 2)e z =€ (7r(1 ‘2))1/26 P

il

/ m72(1 — rz)l/z dz

Z

7r1/2

It
\

=1,

de aqui que sélo tengamos que probar que
V ‘y/v' y ,
(3.8) / P(r,y, ;)e—z dz < B,
v ;

donde B es una constante que no depende ni de 7 ni de Y.

2
Pero P(r,y,Y%) = ZQ)) 75, entonces (3.8) es equivalente a probar

(w(1=r2))/

ey’ /y/r > 5
PSS TV e_z VA S .
(w(T =) J,

Haciendo el cambio de variables 2% — y? = ¢2

/

y/r y/r
2 .2 2.2
ey/ ezdz=/ e "tV dz
y Y

donde a A b = min{a, b}.
Si1/2 < r < 1 usamos esta ultima acotacién y obtenemos

/12

y/r 1 YV T
eyz/ e dz < —/ e Ptdt
Yy Y Jo
1 [1—p2
.<_ O“y\/‘ 5
Y r

< BV1—1r?,

donde hemos usado que [ e"**tdt < Ca.
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Si 0 <7 < 1/2 entonces
v/ ) o0
eyz/ e dz < / e dt
Yy a

< BV1-r2,

donde hemos usado que [;° e dt < 0o O

4. T1po DEBIL (1,1) DE LA FUNCION MAXIMAL DE HARDY-LITTLEWOOD NO
CENTRADA

En esta Seccién se presenta una demostracién en dimensién uno del tipo débil (1, 1)
de la maximal de Hardy-Littlewood para una medida u absolutamente continua re-
specto a la medida de Lebesgue, finita sobre intervalos, que incluye el uso de un Lema
de cubrimiento para familias finitas de intervalos. Esta forma de encarar el prob-
lema se encuentra en [1]. Puesto que es una consecuencia inmediata, se demuestra
asimismo el tipo fuerte (p, p).

TEOREMA 4.1. Sea f en LY(R,du) y sea X > 0, entonces

4
(4.2) ple s Mf(@) > 3} < 5 [ 1) du(a).
Ademds, para 1 < p < oo, eziste C > 0 tal queV f € LP(R, du)
||MfHL”(du) <C

PRUEBA: Observemos que el caso p = oo es inmediato con constante C = 1. Una
vez probado el tipo débil (1,1), el caso 1 < p < oo se obtiene via el Teorema de
Interpolaciéon de Marcinkiewicz. Por lo tanto de ahora en més nos dedicaremos a
probar el tipo débil (1, 1).

Dado €, 0 < € < 1, definimos

1| 2o (-

1
MEf(z) = sup —/lf(y | dp(y).
W= S ), W)
Es suficiente considerar a f con soporte compacto puesto que el caso general se
obtiene mediante un argumento de densidad. Si f tiene soporte compacto, entonces
para cada A > 0, el conjunto

Ey={z: M°f(z) > A}

es acotado. En efecto, suponiendo que sopf C [~N, N}, si|z| > 3M = 3méx{N,e"!}
entonces V [ intervalo tal que z € I y |I| < 7! se verifica que, dado y € I se tiene
lyl = |z| — |z —y| = |z| — ™' > 2M. Por lo tanto para casi todo y € I, f(y) = 0;
de aqui que

Mef(z)=0, Vaz: |z|]>3M.
Para cada x € E), existe un intervalo I, tal que z € I, e < || <ely

1
(1) /II [f (W)l duly) > A,
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112 L. FORZANI, R. MACIAS y R. SCOTTO

Teniendo en cuenta la absoluta continuidad de p y el hecho de que los intervalos
tienen medida positiva, es que existe § > 0 tal que

(4.3) w(I) < 2u(l,), Vz € E,

donde I¢ es el intervalo concéntrico con I, y radio 'I’l + 4. En efecto, puesto que i
es absolutamente continua con respecto a la medida de Lebesgue, existe una funcién
localmente integrable, h, tal que

(4.4) MEwiémuwm

para todo E medible en R. Denotemos por.I(z,7) el intervalo con centro z y radio
7. Sea F el conjunto compacto
F={{z,7):|2| <4M,e < 2r <e71}.

Es facil verificar que si z € E), entonces (¢(I,), 'I‘”') € F. Luego la funcién continua
de dos variables g(z,r) = u(I(z,7)), alcanza su minimo en F' y se tiene

(4.5) dnf p(le) 2 (zfggpu(f(zw)) = u(I(%,10)) = C > 0.
Por la absoluta continuidad de la integral existe un § > 0 tal que
(1.6) w-1) = [ i <o
De (4.5) y (4.6) obtenemos
wL3) = pll) +p(I - L)
< )+ C
= p(lz) + mlenb% (lz)
| < 2u(ly).
Lo que prueba (4.3). Sea R = {z,--- J:L} C E\ un conjunto maximal de puntos

con la siguiente propiedad: |z; — xx| > & 5 para todo [ # k. Consideremos la familia
finita de intervalos {1}/, y supongamos cierto por un momento el siguiente

LEMA 4.7. De cualquier familia finita de intervalos {I1,--- ,I,} en la recta real,
siempre es poszble seleccionar una subfamilia finita de zntervaZOa {h, -, Iy} tales

QUJEUZ 1‘[ CU:—- I yZz IXI <2

Utilizando este Lema tenemos que existe una subfamilia de {L, }J 1, llamémosla

{Il, I} tal que R ¢ U I y ZJ 1 X, < 2. Observemos ahora que E\ C

_I9. En efecto, si z € E; entonces existe z; € R tal que |z, — z| = dist(z, R) < £,
ademas x; € I; para algn j = 1,--- ,k; si llamamos con ¢(I;) al centro de I;,
entonces

fo = o] < lo — il + o — (1) < 6+ 2,
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CONVERGENCIA DEL SEMIGRUPO DE ORNSTEIN-UHLENBECK 113

esdecirz € [ j‘-s . Por lo tanto,

p{r € R: Mf(z) > A} = u(E»)

<2 u(Iy)

j=1

k
<2335 [ el )

k .
-2 / >~ 5, )|F(v)] diuty)

< %/If(y)ldu(y)-

La desigualdad (4.2) se obtiene de esta tltima pasando al limite cuando & — 0 [J
PRUEBA: [del Lema 4.7] Primero observemos que, eliminando algunos intervalos si
fuera necesario, podemos suponer que la familia no contiene intervalos que estan
contenidos en la unién de otros. Si este es el caso, entonces los intervalos pueden
escribirse asf

Je = log, Bi)y ok <o, k=1,2,---
Luego se cumple que:
a) o < Oy
b) Bar—1 < Qap41;
¢) Bor < Qg

En efecto, si para algin k, oy = o431, uno'de los dos intervalos Jg, Jr41 contiene al
otro. Similarmente, si Bax_1 > aury1; entonces uno de los intervalos

Jok—1, Jok, Jors1
estd contenido en la unién de los otros dos. Una situacién similar pasa si no se

cumple (c). Asi, los intervalos con numeracién impar son disjuntos entre si y los
intervalos con numeracién par son disjuntos entre si. Por lo tanto

Us=UtlU U
=1

k

> &, <0

j=1
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