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FUNCIONES AUTOSIMILARES Y DE ESCALA DE DIMENSION r

EDUARDO SERRANO Y MARCELA FABIO

ABSTRACT. En este trabajo exponemos una generalizacién, al caso de funciones
vectoriales, de dimensién r de los recientes resultados de T. Blu y M.Unser que
establecen una remarcable relacién entre las funciones causales autosimilares y las
estructuras del tipo multirresolucién. Estas relaciones pueden ser explotadas en
beneficio de aplicaciones numéricas en conexién con la Transformada Wavelet ,
particulamente en problemas de interpolacién. Pueden también dar luz a otros
problemas tedricos en al caso multidimensional, como es el caso de las inclusiones
de las estructuras de multiresolucién.

Introduccién

En esta comunicacién presentamos resultados que relacionan las multiwavelets
causales con las funciones radiales, de dimensién r > 1. Ma4s precisamente, se
demuestra que, bajo apropiadas hipdtesis, un andlisis multirresolucién puede ser
generado a partir de una funcién radial y reciprocamente, una estructura de mul-
tirresolucién puede extenderse al espacio vectorial generado por esa funcién, pre-
servandose la relacién de escala y la invariancia por traslaciones.

Estos resultados generalizan los demostrados recientemente por Unser and Blu en
[1-2] para el caso unidimensional. Los tesultados demostrados son particularmente
utiles en las aplicaciones numéricas, en especial en la interpolacién de sefiales.

Otros desarrollos relacionados con el tema pueden encontarse en los trabajos de
Zhou [3] y Cabrelli, Heil and Molter [4]. Asimismo, los fundamentos teéricos de las

estructuras de multirresolucién de multiplicidad r pueden consultarse en los articulos
de Hervé [6] o de Aldroubi [7].

Definiciones basicas

Consideremos una funcién real r dimensional f = (f1,---, f.) y causal, es decir
fr(z) = 0 para todo z < 0y 1 < k < r. La funcién serd llamada propia si las
funciones componentes son linealmente independientes en el intervalo (0, 1].

Diremos que una funcién vectorial p dimensional v = (vq,- -, v,) es generada por

f si:

o(@) =Y fla—k)b(k) (1)

keZ

Palabras Claves: Funciones cousales - Funciones autosimilares - Funciones de escala de
multiplicidad r - Esquemas Pre-Multirresolucién - Andlisis Multiresolucion.
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70 EDUARDO SERRANO Y MARCELA FABIO

con coeficientes matriciales b(k) € R™ P, asumiendo que v estd definida para los
valores z en los cuales la serie es convergente,

Observemos que v es causal si y sélo si la secuencia de coeficientes es también
causal, esto es b(k) = 0 para k < 0. Denotaremos S(f) la clase de funciones
generadas por f y diremos que f es localizable si S(f) N L*(R) # {0}.

Una funcién p dimensional v verifica una relacién de doble escala si v(-/2) es
generada por v, es decir, existen coeficientes g(k) € RP*P tales que:

v(z/2) =) o(z — k)g(k) (2)

keZ
Sea p una funcién causal r dimensional verificando la particular relacién de escala:
p(z) = p(z/2) A, = € Dom(p) . (3)

donde A € R™" es una matriz inversible. Tal funcién sers llamada autosimilar , con
factor de escala A. _

Dados el factor A y p definidos en algtn intervalo (27+1,27], la funcién queda
definida sobre la recta real. Si las componentes p; con linealmerte independientes
en ese intervalo, las componentes p;, deben ser linealmente independientes en cada
intervalo diddico. Particularmente, no nulas en cualquier entorno (0, €].

Dada una matriz inversible M € R™", la funcién u = pM es también autosimilar
con factor M~'AM siendo S(u) = S(p). Ambas funciones son eguivalentes.

Consideremos seguidamente una funcién ¢ € L?(R) r dimensional localizable y
denotemos Vy(¢) = S(¢) N L3(R).

Recordamos que la familia {¢(z — k),k € Z} es una base de Riesz de V(o) si y
s6lo si existen constantes positivas 0 < A < B < oo tales que:

AQ_ k) < 11D ¢l = k)e®? < B (3 le®)[?) (4)
k k k

para toda secuencia de coeficientes vectoriales c(k) € R™*! que verifiquen

S le(k))? < oo. ,
Esta propiedad es equivalente a la siguiente condicién: definiendo

Qy(w) = (Z bilw + 2n7r)g?5\;‘(w + 2n7r))

1<ij<r
se verifica (4) si y sélo si, los autovalores de Q4(w) satisfacen:
0<)\AS)\]€(W)<)\B<OO (6)

para casi todo w € [0,27) y 1 < k < r y constantes positivas A4 y Ag.

La funcién ¢ es una funcidn escala o multiescala, de multiplicidad r, si se verifican
las condiciones:

e (E;) ¢ verifica la relacién de doble escala.

® (E;) La familia {¢(z — k), k € Z} es una base de Riesz de V.

o (E3) (;3; es continuaenw =0y > ., . |<;3;(0)| > 0.
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FUNCIONES AUTOSIMILARES Y DE ESCALA DE DIMENSION r 71

La tltima condicién puede reemplazarse por otras equivalentes o atin mas débiles.
Ver [6] por mas detalles.

Si ¢ es una funcién de multiscala, Vg = Vo(9) es el subespacio fundamenta] del
correspondiente andlisis V = (V},j € Z).

Cualquier ¢ funcién de multiescala de dimensién 7, que verifique Vo(p) = Vo(o) es
equivalente a ¢. En este caso, ambas funciones generan el mismo anélisis de multi-
rresolucién. Sin embargo, debe observarse que en ciertos casos es posible encontrar
funciones multiescala de diferentes dimensiones que generen el mismo andlisis de
multirresolucién, [8].

Recordemos que la funcién ¢ es equivalente a ¢ si y sélo si, existe una matriz
M(w) 2m-periédica de dimensién 7 x r inversible para casi tcdo w € [0, 27), tal que
() = b;(w)M(w)

En este trabajo consideraremos tinicamente las relaciones entre las funciones au-
tosimilares causales y las de multiescala r dimensionales, propias, analogamente con
los resultados dados en [1-2].

Las funciones causales incluyen el importante caso de las funciones de multiescala
de soporte compacto, como las B-spline, las spline de Hermite y otras deficientes.
También las generadas a partir de bancos de filtros finitos {5 -7].

En la siguiente seccién exprondremos algunos resultados previos.

Resultados Previos

Denotemos C, a la clase de sucesiones causales de matrices a = (a(k), k € Z) de
dimensién r x r. Diremos que una sucesién a € C, es no singular si la matriz a(0)
es inversible. '

La convolucién en C. se define como:

n

(@et)m) = 3 a(kbin—k) n >0 (7)

k>0

siendo nulos los valores para los indices negativos.

Esta operacién de convolucién es lineal y asociativa en C,, pero en general no es
conmutativa.

El elemento neutro es la sucesién e = (...,0,1,0...), siendo I = €(0), la identidad
de dimensién r. Entonces:

axe = exa = a (8)

A continuacién, afirmamos que si a € C,, no singular, entonces existe una tinica
secuencia inversa a~' tal que:

axal = alxa =e (9)
En efecto, dadas a,b € C, y a no singular, consideremos las siguientes ecuaciones:

axr = b = lxaqa
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72 EDUARDO SERRANO Y MARCELA FABIO

Para la primera tenemos:

a(0)r(0) = b(0)

a(0)r(n) +---+a(n)r(0) = b(n) paran>1

de donde resulta el esquema recursivo:

r(0) = a 'b(0) (10)
r(n) = a %0 (b(n) - Y a(k)r(n — k)) para 7 > 1 (11)
k=1
Andlogamente, para la segunda:
1(0) = b0t (12)
In) = (b(n) - Zl(n — k)a(k)) a '(0) paran>1 (13)
k=1

Estas férmulas nos permiten calcular tnivocamente las soluciones de las ecua-
ciones planteadas. En particular si tomamos b = e obtenemos las tinicas inversas a
derecha a;! y a izquierda a;* de a:

axa;' = e =a'xa
Entonces a partir de:
(af'*a)xa;t = a'*(a*at)
concluimos:
ol = az_l —g!

T

Por otra parte, observemos, pueden definirse los cocientes laterales (a™* x b) y
(b x a™!) a izquierda y derecha, respectivamente. Remarcamos, que las férmulas

(10-11) y (12-13) nos permiten calcular eficientemente tanto los cocientes como las
inversas.

Prosiguendo, dada una funcién causal r dimensional ¢ y a € C, podemos definir
otra funcién causal mediante las sumas finitas:

N(z)

wa) = S plz - k)alk) (14)
k=0

donde N(z) es el menor entero tal que z < N(z) + 1. Estas sumas pueden sim-
bolizarse como la convolucién mixta:

po= pxa (15)
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Esta operacién mixta es lineal en ambos factores y tiene a e como la secuencia

identidad a derecha. Ademds facilmente puede comprobarse que es asociativa a
derecha:

(p*xa)*b = @x*(axb) (16)

Continuamos definiendo los operadores de dilatacién. En la clase de funciones
causales r dimensionales:

Do(z) = ¢(z/2) (17)

y en la clase de sucesiones matriciales causales:
Da(2m) = a(m) (18)
Da(2m+1) = 0 para todo m entero (19)

Observemos que:

D(p*a)(z) = (p=*a)(z/2) Zcp z/2—k)a

k>0

= 3 e (o — 2K)/2)alk) — > ell@—1)/2)Da(l)

k>0 >0

de donde se concluye la importante relacién:
D(pxa) = Dex*Da (20)

Denotemos S.(¢) la clase de funciones generadas a partir de las sucesiones causales
no singulares. Claramente es un espacio vectorial.

De los resultados anteriores, se deduce que si o € S.(y), entonces S:(u) = S:(ip).
Mas precisamente, si ¢ es no singular, tenemos el par univoco:

po= pxa (21)
o = pra (22)

Finalmente, concluimos el dltimo e importante resultado previo. Supongamos que
 satisface una relacién de doble escala (2) con g causal y no singular:

Dp = pxg (23)
v sea u € S.(p). Entonces afirmamos, existe h causal y no singular tal que:
Dp = pxh (24)

En efecto, para alguna secuencia a, causal y no singular:
D{p*xa) = DpxDa = (p*g)*Da = ¢*(g=* Da)
por lo tanto:
Du = p*xals(gxDa) = p*(a~'*gx* Da)
de donde:
h = alxgx*Da (25)
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Claramente h es también causal y no singular. Este resultado nos d:ce que la relacién
de doble escala se hereda en la clase S ().

Asumiendo que g, h y a deben ser causales y no singulares, la re.acién (2) plantea
tres problemas:

e Dadas g y a calcular i (problema directo)
e Dadas h y a calcular g (primer problema inverso)
e Dadas g y h hallar a (segundo problema inverso)

La solucién del problema directo, en general, puede computarse utilizando las
férmulas de inversién (10-11) 6 (12-13) para obtener a~!, calculando luego las con-
voluciones.

El primer problema inverso, es totalmente simétrico al directo, tomando b = o™}
observando que Da es no singular y que (Da)™! = D(a™!) = Db.

Para ambos problemas podemos deducir las siguientes ecuaciones explicitas a
partir de la igualdad.:

9

axh = g*Da‘ (26)
En efecto, desarrollando deducimos que:

a(0)r(0) = g(0)a(0) (27)

2m—1 ’ m
> a@m—1-khk) = Y g(2k—al(m—k) (28)

k=0 k=1

2m m
> a@m—k)ak) = > g(2k)a(m — k) (29)

k=0 k=0
para m = 1,2,.... Estas ecuaciones pueden resolverse recursivamente tanto para

despejar h como g, segin corresponda. Observemos que, para m = 0, la primera
ecuacién, bajo la condicién de la no singularidad de a(0), nos muestra que g(0) y
h(0) deben ser matrices semejantes.

Veamos el segundo problema inverso. ‘Asumamos dadas g y h. Se pretende en-
tonces hallar a verificando las ecuaciones. Claramente existe solucion si y sélo si g(0)
y h(0) son matrices semejantes. En tal caso, a(0), inversible, debe estar predefinida.
Entonces, a partir de las relaciones anteriores obtenemos el esquema recursivo:

a(1) = (g(1)a(0) — h(1)a(0))n(0)~ (30)
a(2m) = (zmj g(2k)a(m — k) — % a(2m — k)h(k)) h(0)™! (31)
k=0 k=1

a2m+1) = (mzﬂ g(2k — D)a(m — k) — Qil a(2m+1— k)h(k)) h(0)~1(32)
k=1 k=0
param=1,2,...
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En suma, existen ternas ordenadas (g, #, a) de sucesiones causales y no singulares
donde h(0) y ¢(0) son equivalentes, que satisfacen la relacién (25). Esta particular
estructura se traduce en los resultados que a continuacién exponemos.

Resultados Principales

Definiremos primeramente una estructura basada en las relaciones de doble escala.
Como antes, denotamos D al operador de dilatacién y T al operador de traslacién,
es decir Df(z) = f(=/2) y Tf(z) = f(z —1). Un esquema pre- multzrresoluczon
consiste en un sucesién S de subespacios vectoriales encajados: --- C S; C Sjt1.. 0,
verificando:

e (M1) si f € Sy entonces T'f € Sy
e (M2) si f € Sy entonces Df € S_4
o (M3) existe una funcién causal ¢ tal que S = S(¢)

En tal esquema, claramente Dy € Sy, es decir ¢ verifica una relacién de doble escala.
Asumiendo cierto abuso de lenguaje, diremos que la estructura S es generada por
©.

Reciprocamente si ¢ verifica una relacién de doble escala, genera por traslaciones
y dilataciones un esquema de pre-multirresolucién.

Observemos que esta estuctura es simple y bien general. Incluye, por ejemplo, el
caso § = {0} y otros impropios o degenerados. También contempla las clases de
funciones generadas por las traslaciones de funciones causales y autosimilares.

El esquema & serd llamado localizable si Sy N L2(R) # {0}. Este es el caso, por
ejemplo, si ¢ € L*(R). Sin embargo, remarquemos, esta condicién dista de ser
necesaria. .

Un esquema localizable generado a partir de una funcién de escala ¢, causal de
multiplicidad r, define un andlisis de multirresolucién de L*(R). En tal caso, para
cada entero j, V; = Sj N L*(R), o simbélicamente, ¥ = S N L2(R).

Llegados a este punto, expongamos los resultados principales. En primer lugar
enunciamos la generalizacién, para funciones vectoriales del primer teorema de Unser
et al. en [1]. El mismo, afirma que una funcién radial verificardo ciertas condiciones
genera una estructura de analisis multirresolucién.

Teorema 1.5ea p una funcion causal autosimilar propia, de multiplicidad r. Si
etiste ¢ € Sc(p) N L*(R), verificando las condiciones (E2) y (E3), entonces es una
funcidn de escala causal propia de multiplicidad r donde el espacio Vo = S(p)NL3(R)
es el subespacio fundamental.

Demostracién. El resultado sigue de los previos. En principio la funcién P
genera un esquema de pre-multirresolucién y existe ¢ € S, N L*(R), que como
hemos visto, genera también el mismo esquema, de modo que el esquema S es
localizable, y S(¢) = S(p). Ademés ¢ verifica una relacién de doble escala, por tanto
satisface las condiciones (E1), (E2) y (E3). Es decir es una funcién de multiescala
de multiplicidad r. El esquema S N L*(R) es un andlisis de multirresolucién y
Vo = S(p) N L*(R) = S(¢) N L*(R) el espacio fundamental. e
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Dada una funcién autosimilar p no es trivial decidir si genera una funcién de
escala ¢ = p* a. La secuencia causal g que realiza la relacién de doble escala de )
siempre puede calcularse usando (27 - 29). Més atn, siempre puede elegirse a de
modo que g sea finita o de rdpido decaimiento, independientemente de la funcién p.
Observar que esta condiciones son necesarias para una funcién de multiescala [6].
Pero no podemos asegurar las condiciones {E2) y (E3), que dependen de p. Una
condicién suficiente para el caso r = 1 es discutido en [1]. No conocemos por ahora
un resultado general para el caso multidimensional.

Si podemos encontar ejemplos positivos en este sentido, en el caso de las funciones
spline deficientes, generadas por potencias truncadas :v’i Mencionemos en especial
lugar, las spline de Hermite, que como bien sabemos generan esquemas de andlisis
multirresolucién.

Expongamos el segundo resultado, que afirma que todo esquema multiresolucién
es generado por alguna funcién autosimilar:

Teorema 2.Sea ¢ una funcién de escala causal y propia, de multiplicidad .
Entonces existe una Unica funcidn p € S.(¢), causal autosimilar v propia, de multi-
plicidad 7, tal que, p(z) = ¢(z) en el intervalo (0,1] y S(p) = S(8).

Demostracién También aqui el resultado es un corolario de los previos. Si
g es la secuencia que realiza la relacién de multiescala de p, con g(0) no singular,
definamos el factor matricial A = g(0). A partir de b(0) = I, la ideatidad, generamos
la secuencia causal b, por medio de las férmulas (27-29), y obtenemos p = ¢ * b.
Claramente, esta funcién satistace lo requerido, particular p(z) = ¢(z) en el intervalo
(0,1]. Esto asegura también la unicidad. e

Este teorema nos dice que todo anélisis de multirresolucién de multiplicidad r y
bajo las hipétesis dadas, es generada por un funcién radial de la misma multiplicidad.
En otras palabras, cada funcién de escala de multiplicidad r, causal y propia, tiene
asociada una dnica funcién radial con las mismas propiedades. Por otra parte, esta
relacién involucra sélo a una particular clase de funciones autosimilares.

Quedan abiertos varios problemas. Como hemos sefialado, una cuestién es exponer
condiciones necesarias y suficientes para la admisibilidad de una funcin causal y
autosimilar de multiplicidad r. Otro problema consiste en extender los resultados
al caso no causal.

Finalmente mencionemos la cuestién de las funciones de multiplicidad p generadas
por funciones autosimilares de multiplicidad r > p. En este caso, es posible encontrar
estructuras de multiresolucién incluidas unas en otras, tal como se expone en [8].

Esta tematica queda abierta a futuros desarrollos.
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