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C—élgebras (n + 1)—valuadas con una operacién adicional

Aldo V. Figallo

Resumen

En este trabajo iniciamos el estudio de los modelos algebraicos del fragmento del
céleulo proposicional de Lukasiewicz (n+ 1)—valuado, n > 1, formulado en términos
de la operacién de implicacion = y un operador modal A considerado por G. Moisil.
Esta nueva clase ecuacional de dlgebras, constituye la generalizacién natural de las
Alz—élgebras introducidas en (2, 3].

Ma4s precisamente, se definen aqui alas AC),;—8lgebrascomo dlgebras (A, >, A, 1)
de tipo (2, 1,0) tales que el reducto (A, —, 1) es una C—4algebra y A es una operacién
que satisface ciertas identidades adicionales.

1 Introduccién y Preliminares

Las C'—dlgebras [9] representan la contrapartida algebraica del fragmento implicativo
de la logica de Lukasiewicz infinito-valuada y ellas han sido muy estudiadas por varios
autores bajo diferentes nombres.

En este articulo, definimos y estudiamos a las AC,,;—4lgebras. Estas dlgebras con-
stituyen la generalizacién natural de las AJIz—4lgebras introducidas en [2, 3] ¥ no es dificil
de comprobar que estas dlgebras son los modelos algebraicos del fragmento del céleulo
proposicional de Lukasiewicz (n+1)—valuado, donde se consideran como conectivos prim-
itivos a la implicacién de Lukasiewicz y el operador de necesidad A definido por la férmula
Az =~ (~ z — z), donde ~ es la negacién de Lukasiewicz y — es la implicacién débil
definida m&s adelante.

En la segunda seccién indicamos algunas propiedades vélidas en las AC, 1, —¢.gebras.
Verificamos que las AC, 4, ~congruencias de una ACy;—4élgebra (4,—, A, 1) coinciden
con las C'—congruencias de su reducto (A4,—,1). Caracterizamos las AC,_;—3slgebras
subdirectamente irreducibles y comprobamos que esta clase de algebras es semisimple.

En la tercer seccién verificamos que en una C,.1—élgebra (A, —, 1) se puede definir
a lo sumo una tnica operacién unaria A sobre A de modo que (A4,~,A,1) sea una
AC,41—élgebra y sefialamos como puede construirse en los casos posibles. Dicho método
pone en evidencia que las AC, 1, —élgebras son C,,,;—4lgebras especiales.

En la cuarta y dltima seccién establecemos una férmula para obtener el ndmero de
elementos de la AC;,,;—4lgebra libre finitamente generada, en funcién de la valencia n y
del nimero m, m > 1, de generadores libres.

137



138 ALDO V. FIGALLO

Recordemos que una C—algebra es un lgebra (A,»,1) de tipo (2,0) satisfaciendo
las siguientes identidades:

(C1) 1z =z,

(C2) = (y— ) =1,

(C3) z—y) = ((y—2)— (30— 2) =1,
(C4) (z—y)—y=(y—7z)— 1

(C5) (= y)— (y—2)—y—2)=1

Es bien conocido que la variedad de las lgebras (A,>—, 1) de tipo (2,0) que verifican
(C1) a (C4) es la variedad de las dlgebras duales de las BCK —4lgebras conmutativas
[7, 12, 13, 14] en el sentido que yxx 'y 0 son reemplazados por z = y y 1 respectivamente.

En toda C—4lgebra se verifica:

(C6) la relacién < definida por z < y si, y s6lo siz — y = 1 es un orden parcial
sobre A con tltimo elemento 1. Ademds, (A, <) es un semi-reticulo superior donde
zVy = (x> y)— y es el supremo de los elementos = € y.

(CT) 2= (y— 2) =y (z— 2).

Una C%—4lgebra es un algebra (A,—,0,1) de tipo (2,0,0) tal que (A,—,1) es una
C—3algebra y 0 es €l primer elemento para el orden <.

Denotaremos con C y CP° las variedades de las C'—élgebras y C%—3lgebras respec-
tivamente. En [11], se muestra que CO coincide con la variedad W de las algebras de
Wasjberg [5, 6, 9, 11]. Por otro lado, es bien conocido que, la variedad de las dlgebras
de Wasjberg es equivalente a la variedad de las MV —3lgebras introducidas por C. Chang

1.

Si K es una de las variedades C o C°, denotaremos con Conk(A), y Homk (A, B) a
los conjuntos de las K—congruencias y los K-homomorfismos de A en B, respectivamente.
Ademés, si S C A es una K-subélgebra de A escribiremos 5 <k A. Denotaremos con [Glk
a la K-subalgebra de A generada por G y en los casos que no haya lugar a confusién
omitiremos al subindice K.

Sea A € K. D C A es un sistema deductivo de A si verifica.
(D1) 1€ D,
(D2) si z,z—y € D, entonces y € D.
Si D(A) es el conjunto de todos los sistemas deductivo de A, entonces:

(T1) Conk(A) = {R(D): D € D(A)}, donde
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C-ALGEBRAS (n+ 1)-VALUADAS CON UNA OPERACION ADICIONAL 139

R(D) = {(z,y) € A* x> y,y— z € D}.

Si R = R(D), denotaremos con A/D al élgebra cociente. Sea h € Homk (A, B). El
conjunto Ker(h) = {x € A: h(z) = 1} es llamado el niicleo de h. Es facil de ver que si
h € Homxk (A, B), entonces Ker(h) € D(A) ([4, 9, 11]).

En [4] hemos definido la familia T(A) de los elementos tarskianos de una C'—3slgebra
A, donde z € T(A) si vale £ — y = 2 »> (z — y) para todo y € A y hemos probado que
los elementos tarskianos pueden ser caracterizados de diferentes maneras. En efecto, se
puede probar que vale:

(T2) Sea Auna C—algebray z € A. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) z € T(A4),
(ii) vale z — (y = 2z) = (z > y) = (z = 2) para todo 3,z € A,
(iii) se verifica z — (y — z) = z para todo y € A.

(T3) T(A) 1A

Sea n un entero, n > 1. Una Chyy—élgebra (o C3 ,~4lgebra) es una C'—4lgebra (o
C%—4lgebra) que satisface la identidad:

(C8) (z"—y) vz =1,

+1 k

donde 2! — y =z — yyztt s y=1z (z¥ —y), parak =1,2,....

En adelante para simplificar escribiremos x — y en lugar de z” - y. Denotaremos con
Chs1y C2,, alas variedades de las C,,;—4lgebras y C2 +1—élgebras respectivamente.

A continuacidn, indicaremos una lista de propiedades vélidas en las C,,,;—4lgebras y
para ver sus demostraciones el lector puede consultar [4] y {11].

(T4) Si A € Cyuy1 v D C A, entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) D verifica (D2),
(i) D verifica (D'2): if z,z — y € D, entonces y € D.

(T5) Para toda A € Cy41 se satisfacen las identidades:

(C9) (x—»y)Hrw
(Cl0) 2 — 1=
(C11) =z (y—>Z) y— (z - 2),

(C12) z—(y—2)=1,
C3) z—(y—2)=(z—y) —(z—2),
Cle) z—>(y—2)=(@—y —(z—2),

(C15) (zr—y)—2z)—z=1
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140 ALDO V. FIGALLO

(C16) 1 »z==.

(T6) Sea Cnyy = {0,1,2,...,2=2 1} el conjunto de fracciones racionales. Si definimos

Tt

z—y= min {1,1—z+y} para todos 2,y € Cp41, entonces (Cr1, 1) € Cpy1.
Si M(A) es el conjunto de todos los sistemas deductivos maximales de A, entonces:

(T7) Si A € Cpy1 tiene més de un elemento, A es isomorfa a una subélgebra de P =
A/M. Ademss, si A € C3,, es finita se tiene que A >~ P.
MeM(A)

(T8) Si A € Cpy1y S <A, entonces para cada D € M(S) existe un tnico M € M(A)
tal que D=MnNS.

(T9) Si A € Cpy1, entonces las siguientes condiciones son equivalentes ([4]):

(i) M e M(A),
(ii) A/M is simple,
(i) A/M ~ Cj41 para algin j, 1 < j <n.

2 AC,.,—3algebras

Definicién 2.1 Un dlgebra (A,—, N, 1) de tipo (2,1,0) es una ACn1—dlgebra st el
reducto (A, 1) es una Cni1—dlgebra y se satisfacen las identidades:

(N1) Az —y=z—y,
(N2) A(Az — y) = Az — Ay.

Representaremos por AC, 41 a la variedad de las AC,.1—48lgebras. Ademas, si Ae
AC,41y X C A, denotaremos AX al conjunto {Az :z € X}.

Ejemplo 2.1 El algebra C2,, = (Cp41,, 4, 1), donde (Cnyy,>, A, 1) es la indicada
en (T6) y A estd definida por la prescripcién

1, siz=1
Ax = ,
0, en otro caso

es una AC, 1 —algebra.

Lema 2.1 Si A€ AC,41 entonces se satisfacen las siguientes propiedades:
(N3) Az <z,

(N4) 2 — Az =1,

(N5) AAz = Az,

(N6) T(A) = LA,
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C-ALGEBRAS (n + 1)-VALUADAS CON UNA OPERACION ADICIONAL 141

(N7) Siz <y entonces Nz < Ay,
(N8) Az — y) < Az — Ay.
Dem. Es de rutina. |

Lema 2.2 §i A € AC,yy y D € D(A), entonces las siguientes condiciones son equiva-
lentes:

(i) z € D,
(i) Az e D.

Dem.
(i) = (ii): Es consecuencia de (D1), (N4) y (D'2).
(if) = (i): Es consecuencia de (N3), (D1) y (D2). n

Proposicién 2.1 Si A € ACpy entonces Conac,,,,(A) = Conc(A).

Dem. Solamente debemos probar que Cong(A) € Conac,, ., (4).

Sea R € Conc(A). Por (T1) existe D € D(A) tal que R = R(D).

Sea (z,y) € R, entonces (1) x>~y € D, (2) y = = € D. Por (1) y el Lema 2.2
tenemos (3) A(z — y) € D. De (3), (N8), (C6), (D1) y (D2) resulta (4) Az — Ay € D.
En forma andloga se prueba (5) Ay — Az € D. De (4), (5) y (T1) tenemos que
(Az,Ay) € Ry por lo tanto R € Conac,,, (A). |

De la Proposicién 2.1, (T4), (T5) y resultados de A. Monteiro indicados en [10] tenemos
que:

Proposicién 2.2 Sea A € AC,1y con mds de un elemento. Entonces todo sistema
deductivo propio de A es interseccion de sistemas deductivos mazimales de A. Ademds
las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) A/M es simple,
(i) M € M(A),
(iii) Sia € A\ M ybe A entonces La—be M.

Teniendo en cuenta la Proposicién 2.1 y utilizando técnicas standarts se prueba:

Teorema 2.1 St A € AC,, 1 tiene mds de un elemento, entonces A es producto subdi-
recto de AC,,,1—dlgebras simples.

El Teorema 2.2 que demostraremos a continuacién suministra una descripcién exacta
de las AC,1—élgebras simples.

Teorema 2.2 Si (A,—, A, 1) € AC,.41 es simple, entonces se verifican:

(i) <A7 and' 1) ~S5dq Cn+1;
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142 ALDO V. FIGALLO

(i) (A, L) tiene primer elemento,
(iii) Siz e A\ {1} entonces Az =0.
Dem.

(i) Como (A,, A, 1) es una AC,4—élgebra simple tenemos que (A4, A, 1) es una
Cn+1—4lgebra simple y por los casos (ii) y (iii) de (T9) tenemos que A ~ S < Chryy.

(if) Por (i) tenemos que A es finita y (A, <) es una cadena, luego tiene primer elemento.

(iii) Como A es simple entonces {1} es sistema deductivo maximal. Sea 0 € A el primer
elemento y z € A\ {1}, entonces por el caso (iii) de la Proposicién 2.2 tenemos que
Az — 0 € {1}, luego Az — 0 = 1, de donde resulta Az =0 |

Corolario 2.1 Las unicas ACy1—dlgebras simples, salvo isomorfismos, son las dlgebras
Cﬁl con 1 <t < n, indicadas en el Ejemplo 2.1

3 Construccién del operador A

En esta seccion determinaremos las clase de las C,,;—4dlgebras que admiten uns, es-
tructura de AC,, 1 —algebras. En primer lugar probaremos la siguiente Proposicién

Proposicién 3.1 Sea (A,—,1) € C,y1. Entonces eriste a lo sumo un operador « :
A — A tal que (A, —,0,1) € AC, 4.

Dem. Sean oy § operaciones unarias sobre A de modo que (4, —,a,1) y (4,—,8,1)
son AC,,1—élgebras. Entonces

(1) az— Bz =2 — Bz =1 [(N1),(N4)]

(2) az < pz. [(1),(C6)]
En forma anéloga se prueba

(3) fz < az.

De (1), (3) y (C6) resulta 8z = az. [ |

Observacién 3.1 De (N3), (N7) y (N5) resulta que para cada A € AC, 11y z € 4, el
conjunto {t € T(A) : t < z} tiene por dltimo elemento a Az.

Por otra parte, la Cy41—4algebra (A, —, 1) cuyo diagrama de Hasse se indica & contin-
uacion:

1 —la b c d 1

a |l d 1 d 1

c d ble 1 1 1 1
cic d 1 d 1

dia ¢ ¢c 1 1

a b 1la b c d 1

Actas del VI Congreso Dr. A. A. R. Monteiro, 2001



C-ALGEBRAS (n + 1)-VALUADAS CON UNA OPERACION ADICIONAL 143

es tal que T(A) = {a,d,1} y {t € T(A) : t < b} = 0. Entonces esta &lgebra no admite
ninguna operacién unaria adicional que la transforme en una AC,,;—4lgebra.

Definicién 3.1 Diremos que A € Cy.1 es una 0Cnyi—algebra si para cada z € A el
congunto {t € T(A) : t < z} tiene dltimo elemento que representaremos con ox.

Con 0Cpq representaremos la clase de las 0C,, . —4dlgebras. Antes de demostrar el
Teorema 3.1, que es el resultado central de este parrafo, probaremas:

Lema 3.1 Sea A€ Cpyy yt € T(A). entonces x — t € T(A) para todo = € A.
Dem. Supongamos que se verifican
(1) te T(A), z € A,
y sea
(2) z € A
Entonces

@3) (z=t) = (z—=1t) = 2)) = (2> ) — 2)

=(((@=t)—2) = (=) — (2 1) (C4)]
=@ ((z—1t)—>2)—t)— (z—1) [(C7)]
=z = ((((z = t) = 2)— ) — 1) [(C13)]
=z — ((t— ((z—t)—2)— ((z—1t) — 2)) [(C4)]
=z ((t—2) = ((x—t) — 2)) [((1),(C2),(C1)]
=z = ((z = t) = ((t = 2) = 2)) [(C7)]
=z ((z—1t)— (2= 1) — 1)) [(C4)]
=(&—-t)—((z—t)— (z—1t) [(C7)]
=1 [(C2)]

4 z—t)—((zot)—2)=(z—t)—2 ((3),(C2),(C6)]
Luego de (4) (z — t) € T(A). m

Teorema 3.1 Sea (A,—, A1) un dlgebra de tipo (2,1,0) tal que (A,,1) € Chyp,
entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) (A’ H>A1 1) € ACn-{-l;
(ll) (A, — 1> € O'Cn+1.
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144 ALDO V. FIGALLO

Dem.
(i) = (ii):
(i) = (i):
z € A existe oz = max {t € T(A) : t <z}. Ademds, es claro que vale
(S1) oz < z,

Por otra parte es facil de verificar que valen:

S

(

(S3) oz — oy < ooz — y),

2) z € T(A) implica z = 0z,

Probemos ahora

(S$4) z » oz =1

(1) z — oz € T(A),
(2) z — oz =0(x — ox),
(3) oz = (x — ox) — oz
=o(z — ox) — oz,
4) 1= (o(z — oz) — oz) — 0T
= (z — oz) Vox
=T — 0%.
(85) £ — y = oz — y (Axioma N1):
z—y=(z—0z)=(z—y)
—z o (gz )
=0z — (T > y).
=0z —Y
=0z — Y.
(S6)

o(ox — y) < oz — oy

o(oz — y) — (02 — oy) = (02 — y) — (02 — oY)

= (0z — y) — (0z — 0y)
=0z = (y = oY)

=1

Entonces por (C6) resulta (S6).

(S7) o(ox »> y) = oz = oy (Axioma N2):
Actas del VI Congreso Dr. A. A. R. Monteiro, 2001

[cz € T(A), Lema 2.2

Es consecuencia de (N3), (N5), (N6) y (N7), donde oz = Axz.
Por hipétesis T(A) es condicionalmente completa, entonces para cada

[(1),(52)
[(C9)
[(2)
C6)
6

((3):(
[(

]
]
]
]
]
]
[(S1)]

)
)

[(C16),(S4)]
[(C14)]
[(C11)]

[(C14),(S1),(C16)]

oz € T(A)]

[(S5)]
[0z € T(A)]

[(C16)]
[(84),(C11)]
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Es consecuencia directa de (C6), (S3) y (S6). |

Teorema 3.2 S5i (A, —,~,1) € W,1,, entonces (A,—,1) € 0Cph41 y para cada z € A,
se verifica ox =~ (T —~ ).

Dem. Es de rutina |

4 AC,;—4algebras libres

En toda esta seccion M(n, ¢) € AC,,41 denota la AC),,—4dlgebra con un conjunto G
de generadores libres, |G| = ¢, donde ¢ es un nimero cardinal.

Sea A un conjunto ordenado y X C A. Denotaremos con p(X) al conjunto de todos
los elementos minimales de X.

Lema 4.1 Sea Ac Cy X C A. 8 [X]ac.,., = A4, entonces u(AX) = u(A).

Dem. Si|A|=1, el Lema 4.1 vale. Asumamos ahora que |A]| > 1. Si z € u{A), entonces
B = A\ {z} es una subdlgebra de A. Siz ¢ X, luego X C 7 v [X]ac,., # A 1o
cudl es una contradiccién. Tenemos asi que u(A) € X de donv  _gue pu(A) C u(AX).
Reciprocamente, si t € u{AX), entonces S = {z € A: = £ t} es una subélgebra de Ay
z « t para todo z € X. Luego tenemos X C S y entonces A = S. Por lo tanto, ¢t € u(A)
y p(AX) C u(A). n

Corolario 4.1 Si A € C y [X]ac,,, = A, entonces las siguientes condiciones son equiv-
alentes:

(i) AX = pu(4),
(i1) X es una anticadena.

Lema 4.2 Si G es un conjunto de generadores libres de M(n, c) tal que |G| = c, entonces
AG = p(M(n,c)).

Dem. Si |G| = 1, entonces por el Corolario 4.1 tenemos que AG = u(M(n,1)).
Asumamos ahora que |G| > 1 y sean g,¢ € G tales que g # ¢'. Si g < ¢’ podemos
considerar la aplicacién f : G — Cpry1 definida por f(t) = 1sit =gy f(t) =0 en
otro caso. Por lo tanto, existe h € Hom(M(n,c), Cry1) que extiende a f. Entonces vale
h(g) = 1y h(g’) = 0, lo cudl es una contradiccién pues h is isétona. Si g’ < ~ la de-
mostracién es similar. Luego g and ¢’ son incomparables y por el Corolario 4.1 tenemos
que AG = p{M(n,c)). |

Como consecuencia directa del Lema 4.2 tenemos

Lema 4.3 M(n,c) = {J[Ag,1], donde [a,b] = {z € A:a <z < b]}
gel

Lema 4.4 M(n,m) es finita.

Dem. Teniendo en cuenta el Teorema 2.1, el Corolario 2.1, (T1), (T9) y la Proposicién
2.1, para terminar la demostracién de que M(n, m) es finita, resta probar que M(n,m)
tiene un ndmero finito de sistemas deductivos maximales, y esto es facil de verificar. W
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‘Determinacion de [M(n, m)|

En lo que sigue m es un entero, m > 1y G = {g1,02,..- ,gm} €s un conjunto de
generadores libres de M(n, m). Por el Lema 4.3 podemos escribir
m .
()] = S (=1 o (1)
i=1
donde

k

a= Y | )Ag1l (2)

1<ir<...<ie<m =1

k
Por la simetria del problema es suficiente computar | () [g:, 1]]-
i=1
k
Sea G = {91,92,-- » 9k} Gm-k = G\ Gr y g; = V gi- Entonces, es facil ver que se
i=1
k
verifica Ny, = N [9:, 1] = [Ag;, 1]. Luego,

i=1 m
i = -0 ()l ©

Como Ny, es una CQ,,—subélgebra finita de M(n,m) con primer elemento Agy, por
(T7) tenemos

H Ny/D. (4)

DeM(Ni)

Por otra parte es facil ver que para cada i tal que 1 <4 <ny 1 <k < m, el conjunto
M;1(Ni) = {D € M(Ny) : Ni/D = Ci11} no es vacio. Entonces poniendo

ik = [Mia(Bi)l, (5)

por (4) y (5) tenemos

n

|Ni| =[]+ 1), (6)

1=1

De (3) y (6)

[M(n,m)| = kZl k"l( ) H(z + 1)Pek, (7)

$=1

Ademss, se puede probar que M;,1(Ni) es el conjunto de los sistemas deductivos
maximales M de M(n,m) que satisfacen:

(i) Ny € M,
(i) Si D = M N N entonces Ny/D =~ C3;.

Sea H,, , el conjunto de los AC,;1—homomorfismos & de M(n,m) en C;y; tales que
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(MHO) M = Ker(h),
(MH1) Ny € Ker(h),
(MH2) h(Ny) = Ci1.

Entonces, teniendo en cuenta (T8), se puede verificar que:
zn-l-l,k - le+1(Bk)i = | i+1, kl (8)

Considerando los conjuntos
Flie= {f € Cz‘G1 :f(Gr) € Cipa \ {1}},
J?:-lk {f €F z+1k [f(G) } J+1 < C‘H—l}

podemos escribir

?—'-llc = T3, it+1, kh (9)
[Fael = & i+ 1)k, (10)
Flie= U 70k ‘ (11)
ifi
Como (11) es una unién disjunta, tomando cardinales, por (9) y (10) finalmente resulta:
;n-i-l,k =i @+1)7m e Z ?+1,Ic' (12)
ilig

La ecuacién (12) permite calcular los nimeros i1, en forma recursiva.

Ejemplos 4.1 Ahora, aplicaremos los resultados para algunos valores de n. De (12)
resulta:

(El) n=1:

ﬁ%+1,k — llc . 2m—k —0= 2m—k:,
pez,m) = So-up () 2 (13
k=1
La férmula (13) ha sido obtenida por A. Monteiro y L. Iturrioz en [8].
(E2) n=2:
/6%+1,k = 2k ’ Sm—k - Z 1312+1,Ic = 2k . 3m_k o 2’"“’“,
i/2,5#2

i(——l)k-'-l ) (m) . 22m—k ] 32k‘3m—k_2m—k. (14)
k=1 k

La férmula (14) fue obtenida para el caso de las AC;—algebras. en [3].
(E3) n=3:

IM(2,m)]

li

ﬂf‘l—l,k‘ = gk, gm—k Z +1 L= = 3k . gm-k _ 2m—k,

|M(3,m)l = Z k'H- ( ).22"’_" '43k.4m—k_2m~k.
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