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Abstract

La implicacién relevante (ver, por ejemplo, Anderson, A. y Belnap,
N., Entailment, Princeton University Press, 1975), ha sido propuesta
como una solucién a las paradojas de la implicacién material. El tema
ha sido ampliamente tratado desde un punto de vista sintéctico siendo
en cambio pocas veces estudiado su aspecto seméntico.

Se propone aquf una seméntica asociada a los criterios de la 16gica
relevante, fundada en la idea de deduccidén restringida (no deben haber
premisas innecesarias).

Con esta idea, se crea un algoritmo para decidir la validez de una
férmula bien formada de la 1égica relevante. Ademéds se propone un
modelo acorde a la idea de validez en la relevancia. Restaria probar
la completitud de dicha seméntica con respecto al sistema R.

1 Introduccién

El concepto de ‘légica relevante’ fué desarrollado bésicamente por Anderson
y Belnap [1] y expresado en forma sintéctica (ver también 13]). Esto es, se
presentaron varios sistemas posibles, de forma axiomética, para la idea de
relevancia. La idea bésica de la implicacion relevante es que una férmula
que contenga el conectivo ‘=’ (que se puede leer ‘implicacién relevante ’ )
es valida si y sélo si las partes de A = B tienen relacién entre sf. Esto
es, el antecedente A debe ser relevante (importante) para hacer posible el
consecuente B. Podemos indicar algunos ejemplos:

Férmulas vélidas:

(A:>B)::>((B:>C):>(A:C))
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Férmulas no vélidas:

(A=B)= (B=C)=(C=D)=(A=0)))
AN-A=B
B=Av-A

En los ejemplos anteriores, el primer ejemplo valido y el primer no vélido dan
la idea que la 16gica relevante no admite ‘premisas sobrantes’. Esta es una
idea fundamental de la légica. Con ella trabajaremos en un principio. Como
ya se expres6, Anderson y Belnap [1] trabajaron en forma sintéctica, si bien
intentaron darle una estructura seméntica acorde a los axiomas. Aparente-
mente, esto no se logré bien porque hay autores (por ejemplo, [4]) opinan
que las légicas relevantes carecen todavia de una seméntica adecuada y de
correspondientes criterios de decidabilidad. Justamente, ha sido la idea de
hallar criterios de decidabilidad lo que ha impulsado a este trabajo. En el
estudio de la légica relevante se ha utilizado la 1égica clésica, si bien hay
16gicas relevantes basadas en légicas no clésicas.

2 Semantica a partir de la idea de Deduccién
Relevante

Como quedé expresado en la Introduccién, una idea bésica en la légica
relevante es no permitir ‘premisas sobrantes’. Luego, la primera idea fue
‘traducir’las féormulas A; = (...(4, = B)...) a la expresién metaldgica
Aj,..., A, E B. En esta expresién puede verse con facilidad cuando so-
bran las hipétesis. Asf, por ejemplo, A = B,B = C = A = C es
valido en la légica clésica y también en la légica relevante. Sin embargo,
A= B,B= C,D}E A= C noes vilida en la l4gica relevante (ya que
sobra D), mientras que si es vélida en la 16gica clasica. A partir de esta
distincién y de su posterior anélisis, se define lo que sigue:

Dadas A,,...,A, y B, férmulas bien formadas del cdlculo proposicional
clésico, diremos que de Ay, ..., A, se deduce relevantemente B, y escribire-
mos {Aj,..., An} [=r B si, y sélo si, se cumplen las siguentes condiciones:

{A1,...,An} | B, esto es, B se deduce clésicamente de {4, ... AR}
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Para todo i = 1,...,n existe una valuacién v; tal que:
vi(A;) = 1lparai# jyv(=4;) =1

Una expresién més informal de la definicién es la siguiente:
{41,...,An} =g B si, y sélo si,
{4,...,A.} =B,y
{A1,...,mA;,.. ., A} £ B
La tltima condicién puede expresarse asi: Si a una premisa la cambio por

su negacién, B no puede deducirse clésicamente a partir del nuevo conjunto
de premisas.

2.1 Ejemplos

Como el tratamiento de la 16gica relevante se basa hasta ahora en la deduccién
de la légica clésica, todo el andlisis de los ejemplos se har4 con las tablas de
verdad de la légica clésica.

Ejemplo1: A= B,B=CkFrA=C
Para este ejemplo damos a cada premisa el valor de su férmula negada.

cl{c2|c3 c4 ch cb c7 c8
A|B|C|A=B|[B=>C|-(A=B)|«(B=>C)[A= )
0100 1 1 0 0 1 f1
001 1 1 0 0 1 2
0110 1 0 0 1 1 3
0111 1 1 0 0 1 f4
1{07}0 0 1 1 0 0 5
11011 0 1 1 0 1 f6
11140 1 0 0 1 0 f7
1 ({1711 1 1 0 0 1 8

El primer requisito se cumple (ver c4, c5 y c8). Ademés, para la premisa
A = B vale que {+(A = B),B = C} - A = C clésicamente (basta
ver en f5 las columnas ¢5, ¢6 y c8). Lo mismo ocurre para B = C, pues
{~(B = C),A= B} £ A = C clésicamente (ver en f7 las columnas c4, c7
y ¢8).

Ejemplo 2. {A = B,A,C} £r B
Aqui, la idea bésica es que ‘sobra’ C en el conjunto de premisas y, de acuerdo
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a la definicién, lo comprobamos con todas las tablas de verdad correspondi-
entes.

cl | c2|c3 c4 c5 c6 | c7

A|B|C|A=B|~(A=B)|-A|-C

000 1 0 1 1 |11
01011 1 0 1 0 (12
0(110 1 0 1 1 |13
07111 1 0 1 0 |4
1700 0 1 0 1 |5
1101 0 1 0 0 | f6
11110 1 0 0 1 | f7
11111 1 0 0 0 |8

Si bien vale que {—A4,4 = B,C} [~ B, y también que {4,—~(A =
B),C} [Er B, puede observarse que {A,A = B,—~C} E B (ver, en la
fila f7, las columnas cl, ¢2, ¢4 y ¢7). Esto quiere decir que C es una premisa
irrelevante.

Ejemplo 3. Como resultado curioso, pero al mismo tiempo valioso, puede
verse que {A A B} |=p B, mientras que {A, B} {£r B. En efecto, veamos las
correspondientes tablas de verdad:

cl | c2 c3 “cd
A|B|AANB|—~(AAB)
010 0 1 fi
01 0 1 2
110 0 1 3
111 1 0 f4

De la primera fila y las columnas c2 y ¢3, puede verse que {—~(AAB)} }£ B.

cl | c2| c3
Al B|-A
0] 0 1 |fl
011 1 |12
110 0 |13
171 0 (f4
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Por la segunda fila, puede verse que {—A, B} = B. Luego, A es una
hipétesis irrelevante.

cién. Puede resultar incémoda la distincién entre {4, B} = Ay {4 A
B} = A. Anderson y Belnap [1] coinciden con los resultados de este ejemplo.
Podemos buscar una fundamentacién filoséfica de esta diferencia. Una posi-
ble respuesta puede ser que en {A A B} la informacién contenida es distinta
que la de {A, B}, ya que en el primer caso viene en un paquete indivisible,
mientras que en el segundo podria eliminarse B, por ejemplo.

3 Teorema de la deduccién y su validez

Una vez expresada la idea de ‘deduccién relevante ’, se deberfa probar el teo-
rema de la deduccién para la deduccién relevante. La razén de esto es definir
las férmulas vélidas en la ldgica relevante como las férmulas A tales que
0 =r A. Sin embargo, el teorema de la deduccién no vale para la definicién
de =g. Lo que sivale es una de las implicaciones constituyentes del teorema
de la deduccidn, precisamente la implicacién que se necesita para definir tau-
tologias. Para ello se prueba el siguiente:
Lema. Si {Ai,...,An} =g B entonces {Ay,...,As1} g (An = B). De-
mostracion.

{A1,..., A} Egr B, por hipétesis. (1)

De (1), {A1,..., A} = B. (2)
De (1),
Por el teorema de la deduccién de la légica clésica,

{A1,..., A1} E (A, = B) (4)

De (3),
Vi=1,...,n—1 Ju tal que (5)

w(A)=1j#ii=1,... n—1,
vi{An) = 1,u(~A) =1,y
’U.‘(B):O
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De (5) se tiene que:
Vi=1,...,n—1 vale que v;(A, = B) = v;(A,) = v»(B)=1=0=10 (6)
De (6) y (5) se tiene:
Vi=1,...,n—1 v, tal que (7)

Uz(AJ):IVJ#-Z,]:l,,TL—l,

vi(nA;) =1y
(] (An = B ) ={
Luego,
{A1,..., An1} Er (A = B) (8)
Observacién. La reciproca del Lema, que completaria la demostracén del teo-
rema de la deduccién no es vélida. Esto es, no se cumple que si {A1,...,An_1} Er
(A, = B) entonces {4;,...,A,} Er B.
Ejemplos. Veamos casos donde {Aj,..., Ap-1 Fr A, = B pero no vale

que {Ay,..., A, Er B:
(1) {A} =R (B = A), pero no vale que {4, B} = A

(2) {X,X = Y} I (Z = Y) y sin embargo no vale que {X,X =
Ya Z} l:R Y

(3) {X,—~X} Er B = C pero no vale que {X,~X, B} =5 C

Es curioso que los ejemplos (1) y (2) se basan en la validez en la légica
clésica de A — (B — A), mientras que el ejemplo (3) se basa en la validez
de AN-A — B. Ambos aziomas son cuestionados (y no aceptados como
vdlidos) por Anderson y Belnap [1]. Esta situacién nos indicaria que estamos
en el buen camino pero debemos restringir més la definicién de =g para que
casos como {A, 7A} |=g B y {A} [=r (B = A) no sean considerados como
validos.
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4 Algoritmo para encontrar férmulas validas
en logica relevante

Veamos un algoritmo para la idea de deduccién relevante.
Algoritmo. Para saber si una férmula A es vélida en 14gica relevante se pro-
cede de la siguiente forma:

a) Escribir A como A = A; — A; (siempre puede hacerse porque {—, —}
es un conjunto adecuado de conectivas).

b) A= A]_ — A2 es valida si Al ':R Az.

La justificacién del algoritmo es trivial. Debido al lema anterior, si A; Fg A
entonces @ =g (A; — Ay), y asf se tiene la tautologia A, — A, = A.

Nétese que el problema mencionado en fallas no afecta el uso del algo-
ritmo porque al no valer (por |=g) {A, B} f=g A, luego tampoco vale (por
definicién) {A} =g (B — A) y tampoco vale § =g A — (B — A), con lo
que A — (B — A) carece de validez (como querfan Anderson y Belnap).

5 Valuacién relevante

Esta valuacién fue sugerida por Manuel Fidel y consiste en calcular los val-
ores de v* de acuerdo al algoritmo anterior. Se introducen otras valuaciones
tales como vt y v, esta dltima con propiedades adecuadas para la negacién,
analogo a la construccién de Fidel-Vakarelov (ver [2]).Eso servirfa para eval-
uar cualquier férmula.

6 Conclusiones

La diferencia entre nuestro enfoque de la sem4 ntica y los tradicionales es
que aqui usamos un algoritmo para hallar el valor de una férmula en vez de
una simple funcién.

De acuerdo a esta seméantica, la 16gica relevante serd interpetable como
una légica en la cual las deducciones no tienen premisas sobrantes, y la
negacion tiene caracteristicas paraconsistentes (ver [5). No necesitamos el
concepto de conexién entre férmulas de Anderson y Belnap.

81



En otro trabajo ampliaremos esta semantica para cubrir los casos de las
otras conectivas de la l6gica relevante. También demostraremos la consisten-

cia y completitud con respecto a esta seméntica de lo l6gica relevante R de
Anderson y Belnap. '
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