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Abstract

In this paper we prove that any canonical extension of the
intuitionistic modal logic IKp, such that its class of frames
is closed under bisimulation-products, has the Interpolation Property

1 Introduccién

La nocién de bisimulacién es una importante herramienta en el estudio de la teoria de
modelos de la légica modal clésica, y tiene un papel similar al que juega la nocién de
isomorfismo parcial en la teoria de modelos de la l6gica de primer orden. Recientes
resultados muestran que las bisimulaciones también son importantes en el estudio de la
propiedad de interpolacién en algunas logicas modales clésicas [6]. En este sentido, un
resultado probado en [6] afirma que si K es una clase de marcos cerrado bajo ciertos
productos de marcos y si la légica modal Th(K) generada por la clase K es canonica,
entonces tiene la propiedad de interpolacién.

En esta nota nos proponemos probar que algunas extensiones de la légica modal intu-
icionista IKg (es decir, la légica intuicionista con un operador de necesidad 0) también
tiene la propiedad de interpolacién.

Motivados por la definicién de bisimulacién directa para el lenguaje intuicionista dada
en [4], introducimos una nocién de bisimulacién apropiada para el lenguaje intuicionista
con un conectivo modal O. Aplicamos esta nocién para dar una prueba del teorema de
interpolacion para cualquier légica intuicionista modal candnica tal que su clase de marcos
sea cerrada bajo lo que llamamos B-productos.

*Deseo agradecer al Dr. Ramén Jansana por sus acertadas sugerencias y comentarios sobre €l contenido
de este articulo.
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2 Preliminares

Sea L el lguaje modal proposicional que tiene como conectivos a los elementos del con-
junto {A,V,0,—} y ademés una constante proposicional 1. El conjunto de variables
proposicionales serd denotado por Var. La negacién — y la constante T son definidas
por -p=p— 1y T = -1, respectivamente. F'm simbolizard el conjunto de todas las
férmulas.

La logica intuicionista modal IKn que trataremos en esta nota estd generada por el
siguiente conjunto de axiomas y reglas de inferencia:

1. Cualquier conjunto adecuado de axiomas para la légica intuicionista Int
2. O(p =) — (Op — Oy) |
3. aT
g % ¢
(

w =Y
) D(p—>[|1/)

Definicién 2.1 [1/Un IKg -marco, o marco, es una estructura relacional F = (X, <, R)
donde X es un conjunto, < es una relacion refleziva y transitiva definida sobre X, y R
es una relacion binaria definida sobre X tal que se verifica la condicién: < o R C R.

Sea F = (X, <, R) un marco. Para Y C X, los conjuntos [Y) = {z € X : y < =,
para algin y € Y } y (Y] = {z € X : z < y, para algiin y € Y} simbolizan el conjunto
creciente y el conjunto decreciente generado por Y, respectivamente. Un subconjunto Y
de X es creciente si Y = [Y) y es decreciente si Y = (Y]. El conjunto de todos los
subconjuntos crecientes de X serd denotado por P, (X).

Una valuacién sobre un marco F es una funcién V : Var — P, (X). Toda valuacién
V se extiende recursivamente al conjunto F'm por medio de las siguientes clausulas:

1. V(L) =0,

2. V(p V)=V (p) UV (¥),

3. V(pAy) =V (p)NV (¥),

4. Vp—-yp)={zeX:[x)nV(p) CV(¥)}
5. V(Op) = CV{(p)

Un modelo es un par M = (F,V) donde F es un marcoy V es una valuacién definida
sobre F.

Definimos ahora la nocién de validez en un modelo y en un marco.
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Sea (F,V) un modelo y z € X. Diremos que la férmula ¢ es vélida en z en el modelo
(F,V), en simbolos (F,V) E; ¢, si € V(p). Una férmula ¢ es wdlida en un modelo
(F,V), en simbolos (F,V) |= ¢, si es valida en todo elemento de X. Una férmula ¢ es
vélida en un marco F, en simbolos F |= ¢, si para toda valuacién V sobre F, ¢ es valida
en el modelo (F,V). |

Sea 7 una extensién de IKg . Escribiremos 7 ¢ por ¢ € T . Denotaremos por Fr(Z)
la clase de todos lomarcos donde toda férmula de T es vélida. Sea F una clase de marcos.
Th(F) simbolizara la clase de todas las férmulas vélidas en todo marco de F. Una logica
T es caracterizada por una clase de marcos F, o es completa relativa a la clase de marcos
F , o F-completa, si Th(F) =T.

La siguiente definicién es una adaptacién de la definicién de bisimulacién directa in-
troducida en [4].

Definicién 2.2 Sean F, = (X, <, R1) y Fa = (X, <g, Rs) dos marcos. Una bisimu-
lacién entre los marcos es un par de subconjuntos By y B de X; X Xo, en simbolos
B = (By, B), tal que se cumplen las siguientes condiciones:

B1 Si(a,b) € By y b <, y, entonces eziste x € X; tal que a <1z y (x,y) € BoN By.
B2 If (a,b) € By y a <1 z, entonces eziste y € X5 tal que b <, y e (z,y) € BoN By,

B3 If (a,b) € By y (b,y) € Ry, entonces eziste x € X; tal que (a,z) € Ry y (z,y) €
Bo N B].

B4 If (a,b) € By y (a,z) € Ry, entonces existe y € Xo tal que (b,y) € Ry y (z,y) €
BN B;.

Sea B = (By, B;) una bisimulacién entre los marcos Fy = (X, <1, R1) y Fo =
(X3, <9, Ry). Diremos que B = (By, B;) es total sidom (By N By) = Xy rang (BeN By) =
Xs.

Definicién 2.3 Una bisimulacion entre los modelos My = (Fi, V1) y My = (Fa, Vo) es
una bisimulacidn B = (Bp, B1) entre los marcos Fy y Fa tal que:

V1 Si(a,b) € By ya € V5 (p), entonces b € Vo (p), para cualgquier p € Var.
V2 If (a,b) € By and b € V3 (p), then a € V1 (p), para cualquier p € Var.

Lema 2.4 Sea B = (By, B1) una bisimulacidn entre los modelos M, y Msy. Para todo
par (a,b) € X1 X Xy , y para toda ¢ € Fm:

1. Si(a,b) € By ya € Vi{p), entonces b € V(o).

2. Si(a,b) € By ybe Va(yp), entonces a € Vi (p).
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Demostracién. La prueba es por induccién sobre la complejidad de las férmulas. El caso
de los conectivos proposicionales est4 probado en [4]. Analizamos el caso ¢ = Oa.

1. Supongamos que (a,b) € By y a € V; (Oa). Sea y € X, tal que (b,y) € Ry. Por la
condicién B3 existe z € X; tal que (a,z) € R; y (z,%) € BoN By. Comoa € V4 (Ca),
obtenemos que z € V; (@) , y como (z,y) € BoN By, concluimos, por la hipédtesis inductiva
que y € V(). Por lo tanto, b € V, (Ca).

La prueba del apartado 2, es similar y se deja al lector. [

Definicién 2.5 Sean F; = (X1, <1, R1) y F» = (Xo, <9, R2) dos marcos. Sea B =
(Bo, B1) una bisimulacidn total entre los marcos JF; y Fa. La estructura Fg = (Xp,<p, Rp),
donde

XB = {(m,y) & X1 X X2 . (:c,y) S BuﬂBl}
y <o, Ry son relaciones binarias sobre Xpg definidas por

(z,y) Rp (z',y) © xRz e yRyy,

(zy)<p@,y)ez<i2 ey<pvy

se llama un B-producto de F, y F,.

Es sencillo probar que todo B-producto de marcos es un marco, es decir, <p es una
relacién reflexiva y transitiva, y se cumple la inclusién <p oRgp C Rg. Observemos
que Fp es una subestructura del producto directo de F, y F2. Ademss, al ser B una
bisimulacién total es un producto subdirecto.

Definicién 2.6 Sea K una clase de marcos. Diremos que K es cerrada bajo B-productos
st para todo par de marcos Fy,F, € K y toda bisimulacién total B = (Bo, By) entre Fy y
F2, Fp = (XB,<p,Rp) € K.

Es claro que la clase F'r (IKq ) de todos los IK -marcos es cerrada bajo B-productos.

3 Interpolacién en IKj

En esta seccién vamos a probar la propiedad de Interpolacién para una gran variedad
de extensiones de la légica IK5. Sea 7 una extensién de IK5 . Diremos que Z tiene la
Propiedad de Interpolacién si para todo par de férmulas © y ¥ tal que b7 ¢ — Y existe
una férmula a € Fmtalque bz o —a , Fra — 1, y Var (a) C Var () N Var ().

Un conjunto de férmulas es una teoria de Z, o una T-teorfa, si y sélo si es cerrado bajo
la relacién de deducibilidad 7. Una teoria es consistente si no es el conjunto de todas las
férmulas. Una teoria I' de T es prima si es consistente y para cada par de férmulas ¢,y
si (pVy) el entoncesp e oy €T
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Recordemos que el marco candnico de T es la estructura Fe = (X, <, R,) donde X,
es el conjunto de todas las teorfas primas, C es la relacién de inclusidén, y R, es la relacién
definida por

(P,Q) € R. = 07 (P)CQ,

donde O~' (P) = {p € Fm: Oy € P} (ver [1], [2], [7] o [8]). El modelo candnico es el par
M. = (F;,V,) donde V, es la valuacién definida por:

Velp) ={T € X.:peT}.

Recordemos que una légica T es candnica si el marco candnico de Z es un marco de
la légica, es decir si F. F Z. En [1] y [2] se prueba que la légica IKy como algunas
extensiones IK_ son canénicas.

Sea ¢,1) € F'm. Denotaremos con F'm (¢) (Fm (p, 1)) la restriccién de F'm al conjunto
de variables Var (p) (Var (¢) N Var (¢)). Simbolizaremos Fo = (Xp, <o, Ry) y M, =
{(Fy, V) €l marco canénico y el modelo canénico sobre Fm (¢), respectivamente.

Proposicién 3.1 Sea T una teoria consistente y sea A un conjunto de formulas cerrado
bajo disyunciones (es decir: si p,7p € A entonces ¢ Vi € A) ytal que TNA = §.
Entonces existe una teoria prima P tal que T C P yPNA=0.

Desmostracidn. Ver, por ejemplo, [1]. [ |

El siguiente teorema es fundamental en la prueba del préximo teorema de interpo-
lacién.

Teorema 3.2 Sean ¢, € Fm y sean M, y My los modelos candnicos sobre F'm (@) y
F'm (), respectivamente. Entonces el par B = (B, By) donde

Bo = {(P,Q) € X, x Xy : PN Fm(p,9) CQ},

B ={(P,Q) € X, x Xy : QN Fm(p,v) C P},
es una bisimulacion total entre los modelos My y My.

Demostracion. Probemos primero que B es total. Sea @ € X, y consideremos el con-
Junto Q@ N F'm (¢,4). En Fm () consideremos la teorfa T generada por Q N Fm (p, ),
y el conjunto D = {a € Fm(p,): o ¢ Q}. Como Q es una teorfa prima, entonces D
es cerrado bajo disyunciones. Como, TN D = §, entonces por la Proposicién 3.1, existe
P e X, tal que

QNFm(p,¥) CP y DNP=.

Esto implica que (P, Q) € BgN B;. Un argumento similar muestra que si P € X, entonces
existe ) € Xy tal que (P,Q) € By N By. Por lo tanto, B = (Bo, B,) es total.
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Probaremos que B verifica la condicién B1 de la Definicién 2.2. Sean P € X, y
Q,D € X, tales que PN Fm(p,9) € Qy Q C D. En Fm () consideremos la teoria
T generada por PU (D N Fm(p,1)), y sea I la clausura bajo disyunciones del conjunto
A={ae Fm(p,): a¢ D}. Entonces,

TNI=70,

pues en caso contrario existen férmulas 8 € P, w € DN Fm(p,¥), y o € A tales que
7 B Aw — a. Luego, por argumentos proposicionales, tenemos que -z 3 — (w — ).
Como 3 — (w—a) € P, y P es cerrada bajo Modus Ponens, entonces w — a €
PN Fm(p,¢¥) € Q C D. Nuevamente, por Modus Ponens, a es una contradiccién. Por
lo tanto, T NI = . Por la Proposicién 3.1, existe Z € X, tal que

PCZ y DNFm(p,%)=ZNFm(p,¥),

es decir, PC Zy (Z,D) € BoN By.
Probemos ahora la condicién B3. Sean P € X, @, Z € X tales que

PNFm(p,)CQ vy OH(Q)CZ

Consideremos la teoria K generada por el conjunto O~ (PYUZNFm (¢, 1) en Fm (p) . Sea
H la clausura bajo disyunciones del conjunto A = {e € Fm(p,¢) : e ¢ Z} en Fm(p).
Probemos que

KnNnH=0.

Si suponemos lo contrario, existen férmulas o € 07 (P), B € ZNFm(p,¢), ye € A
tales que a A B bz €. Entonces, o b1 3 — £. Luego, Oa 7 O(8 — €). Como P es una
teorfa, O (3 — €) € P, y puesto que 3,6 € Fm (p,¢), O(8 — €) € Fm(p,%). Se sigue
que O(B —¢) € Q. Como U (Q) C Z, entonces por Modus Ponens concluimos que
¢ € Z, lo cual es un absurdo. Por lo tanto, por la Proposicién 3.1, existe D € X, tal que

O (PYCD y DNFm(p,9)=ZNFm(p,9).

La prueba de la condicién B2 es similar a la prueba de B1, y la prueba de la condicion
B4 es similar a la prueba de B3. |

Teorema 3.3 (de Interpolacién) Sea I una ldgica candnica tal que T 2 TKu . Sila

clase K = Fr (Z) es cerrada bajo B-productos, entonces I tiene la propiedad de Interpo-
lacion

Demostracién. Supongamos que existen ,9 € F'm tal que para toda o € F'm con
Var (a) C Var(p) N Var (¢), ¥k ¢ — « o ¥x a — 1. Consideremos los conjuntos
Fm (o), Fm () y Fm(p,v), y sean M, y My los modelos candnicos sobre F'm (¢) y
F'm (), respectivamente. Consideremos los siguientes conjuntos

F={aeFm(p)Fxp—a}l vy A={feFm(p):Fxf— ¢}
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Sea T’ la teoria generada por I'N Fm (@, 1) en Fm (), y sean I la clausura bajo disyun-
ciones de A en F'm(v). Entonces T N I = {), pues en caso contrario existen férmulas
acTnlapeTNFm(p,9¥), as € Atalesque Fg o) — o, Fxk @ — a3, Fk ¢ = o y
Fx a2 — 1. Por argumentos proposicionales se deduce que Fx ¢ — oy y Fg a7 — W, lo
que es una contradiccién, pues a; € Fm (cp,v,b). Luego, existe ) € X, tal que

TNFm(p,$) SQ y QnI=0.

Esto tltimo implica que ¥ ¢ Q, pues ¥ € A. Sea T la teorfa generada por {p} U
(@N Fm(p,9)) en Fm (), y sea I la clausura bajo disyunciones del conjunto

{0 Fmp,¢):0¢Q}
en F'm (). Entonces
Tl N Il = @7

pues en caso contrario existen férmulas v € Q N Fm (p,1), 8 € A tales que ¢ A 1y Ex 6.
Esto implica que ¢ Fg v — 6. Luego,y — 0 € ' C Q, y como Q es cerrado bajo Modus
Ponens, § € @, lo que es una contradiccién. Por la Proposicién 3.1, existe P € X, tal que

p € Py PNFm(p,¢) =QnNFm(p,1). (1)

Sea B la bisimulacién entre los modelos M, y M., definida en el Teorema 3.2. Con-
sideremos el marco Fp = (Xp, <p, Rp) y el modelo Mp = (Fp, Vz) donde

Xp={(P,Q) € Xy x Xy : PN Fm(p,%) = QN Fm (e, )},

Ve : Var (p) UVar (¢) — P. (X5B)
se define por

Ve(p)={(P,Q)eXg:PeV,(p) o QeV,(Q)}.
Notemos que por (1) Xp = 0. Es claro que Vj es bien definida pues si (P,Q) € V5 (p) y
p € Fm (¢) N Fm (¢), entonces
PeVo(p) o QeVy(p). (2)

Notemos que Vp es realmente una valuacién pues por el Teorema 3.2 B = (Bo, B1) es
un bisimulacién entre los modelos M, y M,;, y en consecuencia (2) vale para todas las
férmulas.

Como 7 es canénica, entonces F,, F;, € K, y como K es cerrada bajo B-productos,
Fp = (Xp,<p,Rp) € K. Por (1), en el modelo (Fp, V) existe un par (P,Q) € X tal
que

(FB,VB) Fipy ¢ v (FB, V) Bpoy ¥,

es decir,
(Fs, VB) %(P,Q) © — .

Por lo tanto, Fg ¢ — 9. B
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4 Observaciones finales

Consideremos la siguiente lista de extensiones normales de la légica IKg :

Dy = IKg U{~O-T}
IS4, = Ty U {Dgo — DL__IQQ}

IS5.1p = IS4U{~0Op — O-0p}

IS50, = IS4U{Op — Oy — O (Op — Oy)}

En [2], (ver también [7]) se prueba que todas estas l6gicas son candnicas y la clase de
marcos de cada una de ellas tiene una propiedad de primer orden que la caracteriza. Por
ejemplo, la clase de marcos de la l6gica IS5.15 es la clase de todos los marcos tal que la
relacion By = Ro < es reflexiva y transitiva, y se verifica la condicién Ry C (S OREI).
Las condiciones que caracterizan a las clases de marcos de cada una de estas l6gicas son
condiciones de primer orden en un lenguaje de primer orden con los sfmbolos de relacién
Ry <. Estas condiciones corresponden a sentencias universales de Horn.

Por otra parte, cualquier bisimulacién total entre dos marcos es un producto subdi-
recto, y todo producto subdirecto preserva sentencias universales de Horn. Teniendo en
cuenta estas observaciones, podemos enunciar el siguiente corolario

Corolario 4.1 Sea T una légica candnica tal que IKg C Z. Si la clase Fr (Z) estd defini-
da por sentencias universales de Horn, entonces T tiene la propiedad de interpolacion.

Por este corolario se deduce que las las légicas IDg , ITg, IS4, IS5.15, v IS5,
tienen la propiedad de interpolacién.

La propiedad de interpolacién para la légica IS4 también fue probada por C. Luppi
en [5], pero aplicando métodos algebraicos.
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