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DISTRIBUCION DEL MAXiMO DE UN PROCESO GAUSSIANO.
EL METODO DE RICE

CONFERENCIA N® 1

Sea X = {X,:t&€[0,1]} un proceso estocistico a valores reales y con trayectorias continuas,
definido en un espacio de probabilidad subyacente (£}, _4 P). El propésito de estas tres conferencias es
el estudio de la distribucién de probabilidad de la variable aleatoria M =max { X, :t€[0,1] }.

No se conocen férmulas cerradas para el clculo de la distribucion de M, salvo para un conjunto
muy restringido de procesos particulares -y de funciones triviales de éstos- a saber:

i
el movimiento browniano W, , cl puente browniano B, = W, -t W, (0 =t =< 1), B, - st ds ,

0
la integral indefinida de W, , un proceso gaussiano estacionario con covariancia triangular y una
sinusoide gaussiana con amplitud y fase aleatorias. (Ver [1}).

Dada la importancia del cilculo de la distribucién de M para una gran diversidad de aplicaciones,
el tratamiento del tema a través de una extensa literatura ha sido orientado, especialmente cn ¢l caso cn
que X es un proceso gaussiano, hacia:

1) Obtener cotas supeﬁores e inferiores de P(M > u), parau » + o ([19],[20]), para lo cual existen
diversos métodos cldsicos, cutre los cuales sc destacan ¢l lamado método de Dudley-Fernique 9], y los
basados en desigualdades isoperimétricas ([S], [11], [12}).

2) Obtener desigualdades exactas para cada u. Aqui, ademis de las desigualdades isoperimétricas cxiste
una variedad de métodos ad-hoc bajo condiciones especiales para el proceso X

3) Estudiar la regularidad de la distribucién de M y, en particular, de su deusidad.

4) La exigencia practica de calcular P(M > u) y el hecho de que, en general, los métodos precedentes
son insatisfactorios, conduce a que en una amplia gama de situaciones el procedimiento consiste cn
calcular P(M > u) usando Monte-Carlo, mediante simulacién de aproximaciones de las traycctorias de

Ademds de ser usualmente pobre en el plano tedrico, la simulacién de trayectorias de procesos
estocdsticos de paramétro continuo es complicada y costosa, atn en el caso de los procesos gaussianos.

Ejemplos relevantes de situaciones préicticas en las que el caleulo de la distribucién de M es
requerido proviencn de la ingenicria y de las ciencias fisicas, cuando {M > u} denota un suceso "critico"
cuya probabilidad es un pardmetro determinante de condiciones de diseiio o de control, o de la estadistica
asintdtica, en la que con {recuencia una prueba de hipdtesis consiste en rechazar la hipétesis nula cuando
{M > u} y el proceso X es gaussiano.

Sibien una buena parte del método que habremos de exponer se aplica naturalmente a procesos
que 1o son gaussianos, cstaremos pensando en éstos todo el tiempo. No haremos referencia a algunas
aplicaciones a procesos no gaussianos, que requicren ingredientes adicionales algo distautes de la linca
principal de la exposicion. Existen viejos antecedentes del "método de Rice” en contextos relacionados a
lo que vamos a exponer , aunque los resultados principales son recientes. (Ver, por cjemplo, Rice [21],
Longuett-Higgins [13], Miroshin [16], [17]).
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Algunos resultados sc extienden al caso en que el proceso X', en lugar de ser de un pardmetro
es de varios parimetros (0, si se quiere, sus trayectorias son funciones de varias variables). No haremos
referencia a este importante problema en lo que sigue.

Las exposiciones estdn organizadas de la manera siguiente:

En la PRIMERA, expondremos las llamadas "[6rmulas de Rice". Una referencia general es [21]
y una presentacion clasica para procesos de un pardmetro es [6]. Ver también [14].

La SEGUNDA conferencia estard dedicada a las {6rmulas exactas para el cilculo de P(M > u)
-y a las cuestiones numéricas asociadas.

La TERCERA estara dedicada a la aplicacién de métodos analogos para el estudio de la densidad
de la distribucion de M.

1. FORMULAS DE RICE.

NOTACION. Sea {: I - R una funcién definida en cl intervalo 1 de los reales, a valores reales. Usaremos
normalmente la notacién

Co(f;D=C={t:f@®)=u,tel}
N, () =#(C,)=N,,

(donde "#" indica el niimero de puntos si C, es finito, e infinito en caso contrario). Habitualmente N,
es el "ndmero de cruces" de f con el nivel u sobre el intervalo L

Del mismo modo, si f es derivable se define el niimero de "cruces hacia arriba” (resp. hacia abajo).
U =U ;D) =#({t:{@®)=u, f®)>0tE1)})
(resp. D, =D, ((;1)=#({t: (V) =u, [W)<O,LtEL}).
("upcrossings” y "downcrossings", respectivamente).
Emplearemos de manera repetida la notacién

p Em (s (X7 y, z, ...)

para la densidad conjunta de las variables aleatorias £ ,n, (,.. en el punto (x,y, z, ...) supuesto,
naturalmente, que dicha densidad existe.

TEOREMA 1.1. (FORMULADE RICE1). Sea X= {X, : 1 €[0,1]} un proceso estocistico’ a valores recales,
1 un intervalo compacto en R, u € R . Admitimos que para casitodo w ,la funciént — X, (v ) cs de

clase C* . Ademds, para todo t € I las parejas (X,X,), (X,X,) tienen densidad y

Px, (x) (respectivamente Px, (X))

es acotada para t € I y x en un entorno de u ( resp. X en un entorno de 0)

(%) = [ 1X] Py x (x,%) dk (H)

1En todos los casos supondremos que la funcion (,0 )~ X (© ) ¢s medible.
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o

(1%) = [ %]y, g (%) &8 (M)
-
son funciones a valores reales, continuas parat € Iy x en un entorno de u (resp. X en un entorno de
0). Entonces, ~ A

-

E{N,(X;1)} = [dtf |x|py x (u,%)dx (1)

Demostracion:
PAso 1. (Lema de Bulinskaia, 1961).

Sea T“x = {t:tEI,thu,X':O} . Probemos que P(Tux # é) =0 (2)

Sea ¢ la longitud de I'y C una cota de P, (x) parat € Iy x en un cierto entorno de u.
Definimos: (

SUP [ X(t")y-X@ ) =ze

t't’el

B = B(e,8) =

t"-t'| < 8

Dado € > 0, clegimos 6 > 0 talque P (B (¢,8)) < ¢ , lo cual es posible, ya que excluyendd un
conjunto de probabilidad nula, las trayectorias son de clase C!.

Sea ademds t,,t;,..,t, laparticion de Italque t,-t,;, =¢/n (h=1,..,n )
I=1¢,t,1,5,=1[¢t.,,t ]. Entonces:

P(T, N # 0) s P(B)+ Y, PUTS NI, #0) NB®) <
h=1

SPB) L P([X -ulsed -pm).Y [ Py ®dx < e« Cet
b1 " n h- K

]x—ulSs£
n

si hemos tenido la precaucién de que ¢/n < & . Como € > 0 es arbitrario, esto prueba 2).

PAS0 2. De acuerdo al PAsO 1, dado el nivel u € R, podemos excluir un conjunto de trayectorias con
probabilidad nula, de modo que las restantes no tienen puntos criticos en que toman el valor u. Para cada
una de estas trayectorias, se verilica:

TV | :
N (1) = lim Eglfﬂmx,_um)lxt | dt (3)

La verificaci6n de (3) queda a cargo del lector, que observard ademaés que para las trayectorias sin puntos
criticos con valor u, N, ( X, I) < .

PAs0 3. Dado que (3 ) vale para casi todo w , el lema de Fatou, el teorema de Fubiniy la hipétesis (H)
implican:

o1 : N .
E{N,(X;I)} = E{lim _ngn(ulxl_uismxl }dt < lim —QEII:{}I“:IX‘_“!S&[Xtl}dl -
1 I

830 510
1 u+d o ©
= lim ngdt [ dx [ 1% | py g (x,%)dx = [au [ |x | Py 5 (u,%) dx
510 1 w-5 | QS

PAS0 4. Para probar (1), basta probar la desigualdad inversa a la del paso (3 ). Esta dltima mucstra que
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N, (X,1)eL?

En vista del paso (2) alcanza con ver que:

1 . '
1oy |X, | dt

(1% -u =8} | >
7-5{

estd mayorada por una funcién de L' , independientemente de 8 . En electo (la verificacién queda a cargo
del lector):

1 . ) .
_ﬁf ik ujes ] X 1dt = No(X,1) +1
I

Nétese que la hipétesis H' permite aplicar el resultado del PAso 3 al proceso { X, :t€1} en lugar de
X vy el nivel 0 en lugar de u.

Eso muestra que N (X,1) EL' y ademis, en consecuencia, que es [inito para casi todo w .

Notas (A). Las hipétesis que hemos utilizado son superabundantes. Con alguna complicacién adicional
en la demostracion se pueden flexibilizar (Ver [14], [24]).

(B). Sca X un proceso gaussiano, estacionario, centrado con covariancia I' (ie. T'(t) = E{X_ X,,})
normalizado mediante I'(0) = 1. Supongamos, como en ¢l TEOREMA 1.1, que c. s. las trayectorias son de
clase C*.

Esfacilver que {X(: teR}, {Xt:tE R} también son procesos gaussianos, estacionarios centrados
y que sus covariancias son las funciones (respectivas):
E{X,X,} = -T'(t) , E{X,X,} = T™M(1)
Puesto que 'es par, E{X X,} =I'(0) = 0 y la gaussianidad implica que las variables alcatorias
X,,X, son independientes. Lo mismo ocurre con la pareja X, X, . Por lo tanto,

Px x, (%) = Py (%) Py (9
y (H) se verifica trivialmente, lo mismo que (H’).

La férmula (1) deviene: v
® 1 2 :t‘

. N s 1 2" 5y ’

E{N,(X,1)} = [I] py (u) [ I%]pg (¥)dx = Ill-—ﬁ‘c 2 B(1X, D (4)

T

donde X, es una variable aleatoria con distribucion normal, media nula y varianza - " (0), ¢ | 1]
la longitud del intervalo L.

Podemos reescribir la [6rmula ( 4 ) recurriendo a fos momentos espectrales del proceso.
Precisameunte, ' es la transformada de Fourier de una medida g de Borel en R, de masa total igual a 1:-

]

T(t) = [ e pu(dx)

cuyos momentos se denotan por:

MO = [ xfpx) (k=0,1,..)

2 Salvo indicacién en contrario L? indica L® Q, 4,P).
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La finitud de A ,, es equivalente a la 2k-derivabilidad de T ([10]), y en ese caso
Ay = (1) TE9(0)

( 4 ) se reescribe entonces asi:

1 2
. Ij 2% =
BN,x, 1) - e (4)
(C) Se puede probar que la férmula (4) es cierta para cualquier proceso gaussiano estacionario centrado
con trayectorias continuas, en el sentido de que si A , < ® vale la igualdad y si A , = +w , el primer
miembro es +o . La demostracién no es dificil. (Ver [24]).

(D) Variantes sencillas del Teorema 1.1. permiten probar, bajo las mismas hipétesis , que

+o0

E{U,(X;D)} = [dif x pyg g (u,%)ds (5)
L

y E{D,(X:1)) = [dtf |x] py x (u,%)ds (6)
1 -

Anilogamente, es posible dar f6rmulas para la esperanza de "cruces marcados”, es decir de cruces en los
cuales se cumple alguna condicién adicional. Por cjemplo, si If/= { Y,:t € I } es otro proceso estocistico
a valores realesy - <a <b s +o,

NS (X,1) = # {GIELX, =u,a< Y, <b)

entonces se tiene

b 400
EANS (XD} = [dy [d [ %] py x x, (7,0,%) d (7)
a 1 -

En particular, si Yfes el propio proceso X, D (X,I) es el nimero de méaximos relativos (estrictos) de
X en el intervalo I cuyo valor estd comprendido entre a y b y se tiene:

b 0
E (D (X;1)} = [dx [di [ |%] py ¢ & (x,0,%)dx (8)
a i -0

Condiciones suficientes para la validez de ( 7) y (8 ) quedan a cargo del lector.

MOMENTOS DE ORDEN SUPERIOR DE N, (X ; I)
Emplearemos la notacién siguiente:
Para m, k enteros positivos, m = k, las "variaciones de m de k en k" son:
V™ = m (m-1) ... (m-k-+1). En caso contrario, ponemos V" = 0.
Para k entero, k 2 2, I un intervalo de R, la "diagonal de I* " ¢s el conjunto:
Dy =A{(ty, ., 4, )4, EL (i=1,.., k), ; = 1, para alguna pareja j, h, j=h }

Ademds, para (1) oty ) EIF\D,, x ER (j=1,..,k)
K

]1“1[ %, | dx;

Anytg B ) = [Pt o, G 8
R
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I, (X, %) = f Ag oy (%) e dt

donde se sobreentlende que las densidades que figuran en la definicién de A

estan definidas y
que ambas funciones pueden tomar el valor + .

sty

TEOREMA 1.2. (Férmula de Rice). Con las notaciones anteriores, supongamos que el proceso estocastico
satisfaga las condiciones siguientes:

@) Ay (Xpeox) e finita y continua como funcién de sus argumentos para
19 s
(ty o, t,) EX\ D 'YX, ., x en un entorno de u.

(b) La densidad pxt‘mx — (%> oo Xpr Xy oy X, ) cXiste para (4, .y 1y )

ey

(U4, ty), €1\ D, yes continua como funcién de (t;, .., )yde (X, .., %) en(u, .., u).

(<) (Condicién técnica adicional)

flxx[k_‘ I"‘z'xslpx,x, X X X K (Xps Xy X X3, %) ik dx, dXy — 0
R3

iy

cuando |t -t, | = 0, unilormemente para (t,, ..., t, ) en cada subcompacto de 1\ D,
X, 5 - » X, €10 un entorno de u.

Entonces vale la {6rmula:
E{vMDy =1 (u, .., u) (9)

donde ambos miembros pueden valer +oo. Is dccir, con N, = N, (X; I):

E{N,(N,-1)..(N,-k +1)} = [dt,..dt fﬂ|x Ky X e, (U W Ry ey Xy ) i iy
Ik

s .
No demostraremos el teorema 1.2 (Ver [24]). Una idea de cémo proceder es la siguiente:
Se define la medida aleatoria (a valores enteros no negativos)
VA =#{(C,x(C, x..xC,HYNA]
y A varia en los subconjuntos borelianos de I*.
Para cada rectingulo (producto cartesiano de intervalos compactos) contenido en I* dc la forma
I x I, x..x1,
donde I,,1,, .., I, son 2 a 2 disjuntos, se prucba
1 Kk

E{v(I;X..x1)} = E{lim ) I % 1di
O ) 540 (Za)kllx{xxkil:ll( Xy, "llsa)l u‘.I ,))

= lim dt, ..dt,
80 g fx I, (23)k

f fdx oy A () =

u-

= f A:l,...,:k (u, ., u)dt dt
1% .. x1
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La dificultad radica en la segunda igualdad. Probado esto, resulta que las medidas de Borel

E{v (A)} ; [AL . (uesu)dydy
A
coinciden sobre los subconjuntos A de I* \ D que son productos cartesianos de intervalos. Por lo tanto

E(v(I"\D)} = [ A, . (u,.,u)dt .dt,
1%\D,

(9) se sigue de v (I*\ D, ) = VM®:D y del hecho que D, tiene medida de Lebesgue nula.

NOTAS. (A). La verificacién en cada caso de las hipétesis del teorema 1.2. puede plantear dificultades
serias. Sin embargo, es posible dar algunos criterios generales que aseguren la verificacién de esas
hipdtesis en casos importantes. :

Si X es gaussiano centrado y casi seguramente sus trayectorias son de clase C' | la no
degeneracion de las densidades

pxtl,...,x,k,xtll....,)'cl,l (tp s W )EL\NDy 5 (Yy ., }\)EL\D, ,1=3Vk

garantiza que se cumplen (a) , (b), (c) (Cfr. [24] para la demostracién, y también para otros criterios
mas mancjables que las condiciones (a) , (b), (c)).

Si X es gaussiano, centradoy estacionario, la condicién precedente de no degeneracion se verifica
si la medida espectral no cs puramente atémica, ([6] para la demostracién).

(B) Como se indica en el enunciado del Teorema 1.2., ambos miembros de la igualdad (9) pueden valer
+ . Un problema importante es el de dar condiciones generales sobre X que permitan ascgurar la
[initud del k-ésimo momento de N, ( X ;1) sin recurrir al cileulo del segundo miembro de (9) quc suele
ser muy complicado alin para los procesos corrientes mas sencillos.

[Disgresion. Los momentos factoriales de N, son combinaciones lineales de los momentos ordinarios de
N, , y reciprocamente:

k k
E{V, "} = DERSLR E{N} = b B E{V ™)
1= 1=

donde los coeficientes a 5, y Bjk (j =1, .., k) dependen solamente de j y de k. En consecuencia,
es equivalente estudiar la finitud de los momentos ordinarios o factoriales.]

Existe una extensa literatura destinada a dar condiciones sobre la covarianza del proceso X,

supuesto gaussiano y estacionario que permitan asegurar la {initud de los momentos de N, (X;1)
(Ver, por ejemplo [7], [15]).

El teorema siguiente da condiciones razonablemente sencillas y generales quc aseguran la {initud
de los momentos de N, ( X; I); sin embargo, las cotas que sc obticnen suelen ser groseras.

TEOREMA 1.3. ([18]). Sea X = { X,:t € I } un proceso estocastico de pardmetro real y valores reales,

I'un intervalo compacto de R ,u € Ry m un entero positivo. Suponenios que ¢.s.
las trayectorias de X son de clase C**' | p > 2m, y que

C=sup{px‘(x):tel,u—n<x<u+17}<oo (10)
para algin 7 > 0.
Denotamos, ademds, por Z, =sup { |XM|:t€1}, cl supremo de la h-ésima

derivada de X .

Entonces,
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E{[N(X;D]"} =C, . +C, [E{Z,.}} +C] (11)
donde C, , depende sélo de p, de m y de la longitud de L

NOTAS.
(A) La aplicacién del teorema 1.3. a los procesos gaussianos es inmediata. Si X es gaussiano con

trayectorias de clase CP*' 'y las distribuciones unidimensionales no degeneran (es decir que
Var (X,) >0 Vv t €1), entonces

E{[N,(X;D)J"} <o (12)

param < p/2. Enefecto, E{Z,,,} < > en virtud de resultados clsicos de la teoria de procesos
gaussianos (Fernique, [9]).

En particular, si cs. X, € C”, entonces ( 12 ) vale para todom = 1,2, ...
(B) Es claro que las conclusiones anteriores son vilidas para procesos no gaussianos, toda vez que
sepamos verificar condiciones del tipo E{ Z,,;} < . Esto es posible, por ejemplo, si el proceso se
obtiene mediante regularizacién natural de las trayectorias de semimartingalas brownianas que satislacen

ciertas condiciones. No trataremos cste tema aqui, aunque se trata de cjemplos de interés signilicativo.

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 1.3. Para simplificar la notacién suponemos que I = [0, 1]. Sc tiene
(ponemos N, = N, (X;1)):

E{N/} = kE P(N" = k)S»Cp'm + Cp'm E P(N," =z (p+1)™k) (13)

) ‘ =1 k>p™
Para acotar cada término de la suma, notar la inclusion:
{N,=(p 1)k} < {3], intervalo, J, <1, |J, | = k'”‘“,Nu(X;JK) =Zp+l}

Del teorema de Rolle:

{N, 2z (p+1)kVm} < (14)

< {3, intervalo, J, <1, |J, | =k V™ ypuntos 1, ... ,7, €J, tales que x,j<i> =0,j=1,..,p}
Sea abora w  (.) ¢l médulo de continuidad de la funcion 1 - Ry
A, = AN, =2 (p+ kY™ wym(k ™)<},
eligiendoe = k#1/™ | 1 <p< 2 .1,
m
Es claro que:
(N, 2(p+Dk'"™}c{wym(k™)ze } U A,

y, por lo tauto, reemplazando en (13) y usando la desigualdad de Markov:

1y

m . v 1
BINSY £ Co G X [B(Z, 0k M=+ P(AY] SC, v €, [E{Z, )+ 50 P(A))

k>pm k k>p"‘

(hemos conservado ¢l nombre de las constantes , cuyo valor puede variar de linca en linea).

Sea ahora cl conjunto (alcatorio) abierto:
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_p-1
m

V, = {t:]X | <eg k ™}

Observemos que si @ € A, = J < V, donde J, cs el intervalo alcatorio que figura en (14) .
En efecto,siw €A, y tE ], » se tienc:

IX® ] = | X - Xfp(") | <& porque Wy (k™) <.
Del mismo modo,

IX,P D] = XD - XTP_‘(p‘l) | < k7Vm

Iterando el procedimiento, resulta que

-t
|X,|<g k ™ es decir que t€V

En consecuencia,

Ay = {3 intervalo, ) 0L 3] kY™ N (XS ) Zp g eV -

A, < {N (X ﬁVk) =p+1} vy, en consecuencia,

P(A,) < _».J,-I.E{Nu(x;mvk))
p+

Observemos atin que la igualdad (3) permanece vélida si en lugar de un intervalo 1 poncemos un
abierto cualquiera. (Ejercicio). Por lo tanto:

) 1 ' -
N, (X;INV,) = 1;;3 % f L x, - u <sy | X, 18

1NV,

y aplicando el lema de Fatou, la hipétesis y la definicion de Vi, resulta

- -l
E{N, (X;INV,)} = 1;3)1 Ehl{ﬂ( X up<n Sk ™ dt
N R s N
=limek ™ [ x)dx[dt < Cg k ™
0 © {28 “[5 th( ) k

Para terminar la demostracién, basta ver que la eleccion de e, implica

_p-1

oo
Zskk Mo |
k=1
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CONFERENCIA N¢ 2

Esta exposicion csta dedicada a presentar algunos resultados recientes (J-M. Azais-M. Wschebor,
[2]) que conectan la distribucion del méaximo con las {6rmulas de Rice. Las notaciones que emplearemos
son las mismas y las {6rmulas de Rice que aparccen incluyen pequeias variantes -mids o menos obvias -
de las que fueran expuestas anteriorimente.

Introducimos adicionalmente la notacion:
v :E{VU"II } m=1,2
m m {Xp=u} y Sy

para los momentos {actoriales del nimero de "upcrossings” del proceso X con el nivel u sobre el intervalo
I = [0, 1], cuando partimos en t = ( debajo de la barrera u.

Denotamos por | { | , la p-norma de la funcién f en el intervalo [0, 1] con la medida de
Lebesgue.

La férmula de Rice para v , es:
u

Vo = [dtedt, a0 E(X] R /X =5 K 5 =X =u) pyox ok (K, U,n,u)
| "

) (16)

= [dt.dt, [ax [ %%, Py Xy X, Ky, (Ko ooy UKy Xy ) Ry e R,

" - [0, +)™

a* es la parte positiva del ndmero a. Para la validez de (16) nos remitimos a la Conferencia Nt 1,

Habremos de exponer dos teoremas. El primero requiere que las trayectorias del proceso scan de
clsse C” ; en el segundo, sino lo son, procedemos en dos etapas: primero las regularizamos mediante un
dispositivo de filtrado y luego aplicamos un método similar al del primer teorema.

TEOREMA 2.1. Supongamos que las traycctorias de X son de clase C*

Yy que py estd acotada por
12
la constante D para x en un entorno de u.

(i) Si existe una sucesién { ¢ } 4., , . de nimeros positivos tal que

Dec
Y, = POIXEDy =) + - o2k k—> + o0 17
8 eI CI A ) (17)
entonces
© v
P(M>u) = P(X,>u) + ¥ (-t == (18)
m =1 .

(i) En la [6rmula (18) el error cometido cuando se reemplaza la suma de la seric por

su my, -suma parcial , esta acotado por y g+ 17 dounde:

Ym* = sup (2¢'1y,)

kzm

Para la demostracién, usaremos los lemas siguientes.

LEMA2.1.Sea [:[0, 1] = R una {uncién de clase C* que posea al menos k ceros (cada cero cs contado
con su multiplicidad). Entonces,

|{(l)| < 11 ||[(k)||m .
k! 2k
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Demostracién. Usar la siguiente variante de la [6rmula de Taylor (Ejercicio): Siay,
f, iguales o distintas,

k
(1) = —‘—H @) [O(m)  (1€[0,1))

donde n € [0, 1].

.y @, Son raices de

El lema siguiente, que juega un papel central en lo que sigue, es esencialmente conocido (Ver

[17]). Por completitud, incluimos una demostracion.

LEMA 2.2. Sea { una variable aleatoria con valores enteros no negativos y momentos finitos de todos

los drdenes. Usamos la notacion:

= P(€ = k) (k=0,1,2,..)
v, = E{V}) (m=1,2,..)
M . vn
Sy = :le (-pmt (M=1,2,..)

(i) ParacadaM =1,2,

2M o
Sym = E Py = Epk = Sman
k=1 k=1 v

(i) { Sy } tiene limite finito si y sélo si

si m —> o
m!

Yy €n ese caso!
i v
l) E>l) Epk E (_l)nﬂl_ﬂ
m=1 m!

Demostracién: (ii) es consecuencia inmediata de (i). Probamos (i).

o0

i’: k(k-1).. (k- md)

br m/!

M
GV
m=1 k=m \M

m=kAM

g <-1>“”‘(3;)

Ponemos: m=kAM

Y - 1)““‘(m)

m=1

Es obvioque B, y =1 si k = M. Sik > M, tenemos dos casos:
1Yk = 2M.

k y
Notar que ( ) crece con m para 1 = m = k /2. De aqui se concluye que
o
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B,m=k siMesimpar
B, u=-k/2 siMespar
En efecto, si M_es impar = Bk,M = <:;) =z k
i M es p B, , =< (Y-[)-k1Kks K k=2M=4
ysiMespar = k.M"(,) (2> D) ya que k = = 4.
2) M < k < 2M. Es obvio que
K
~L+B gt Y (~1)’“*‘(k) = -(1-D*=0 =
m=M+1 m
k-M-1
. gk .
By = L CDRT 2 GO () = D B D)
-0

(Cambiar m - k - h para la primera igualdad y tener en cuenta que 0 < k- M -1 < k yla convencién
B,, =0)

Observemos que 2 (k - M -1) < k. Por lo tanto, si k - M -1 > 0, podemos aplicar ¢l caso
anterior y resulta que :

k-M-Llimpar = B, , y., =k
k-M-1par = B, nu.=-k/2.
Haciendo un recuento elemental, se obticne:

By w>1 siMcsimpar
By nu<0 siMecspar

Finalmente,sik = M + I,siM esimpares B, y=2 y siMesparB, ,=0.
En resumen, si k > M se cumple que
By u>1 siMesimpar

B, =0 siMespar

En consecuencia, dado que (21) se reescribe como

Z

Sy = ﬁpk + E By m Py
k- k=M~+1

—_

resultan las desigualdades (19).

"NOTA. Un subproducto del LEMA 2.2. ¢s que ¢l error en el calculo de ' ( £ = 1) cuando en lugar de la
suma de la serie (20) se emplea su M-suma esta acotada por v .,/ (M+1)!.

LEMA 2.3. Con las mismas notagiones que en LEMA 2.2., tenemos :
£ — k-1 .
EB{V,} =m ) V., P(f=zk) (m=12.)
k=m
Demestracién. Si j , m son enteros no negativos, se verifica (ejercicio):

. il
i k
Vi=m Y V.,

k=m-1

218



En consecuencia:

E{Vi} = T VipE=j) - E P(E=j)m Evm =

j=m k=m

=m§: ivnl:::P(E=j) =mz Vil pEzk)

k=m j=k

LEMA 2.4. Supongamos que el proceso X tiene trayectorias de clase C* 'y que py (x) <
: 172
para x en un entorno de u.

Entouces, para cualquier sucesion { ¢ } ., , .. de ndmceros positivos se liene, para
m=1,2,..

u Dec
(V") s m Y Vo JIPXEE D) =) 0 K 23
kz ! ) 2261 (2K - 1)1 (2

Demostracion. En virtud del LEMA 2.3, basta probar que P(U, = k) estd acotada por la expresion catre
corchetes.

P(U,2k) s P(JXCE D) zc) P(U, 2k, | XCD) <q).
Es claro que U, = k = N, = 2k - 1. Aplicando el LEMA 2.1. a la funcion X, - u y reemplazando
k por 2k - I, resulta:

(U, 2k, XD <o) o (X -u| S )
22k l(r)k l)'

El resto es obvio.
Demostracion del TEOREMA 2.1.

Aplicamos el LEMA 2.2. a la variable alcatoria £ = U, . Usando ¢l LEMA 2.4. y la hipétesis con

14 v ») Uu -
la notacién v _ = E{V "} (m=1,2,..):
m ¢ k-1 (ke .
;E le*mZ‘ 1)5_m kz me* 2-(k+ly _
k= m
= ltf_\. 2—(m¢1) W__l_,_ (m)] ] _ Y* ‘
m! 1 -x N l/zJ m

Dado que v, = E{V_,* [I(XOS“}) < v, resulta (I8) de que v *, = 0 . Asimismo, (iii) s¢ deduce de

la nota posterior al LEMA 2.2. B

Lo que sigue estd destinado al I6gico escepticismo que, a estas alturas, ha ganado al lector, acerca
de la aplicabilidad del Teorema 2.1. En un sentido general, se exige poder clegir de mancra adecuada la
sucesion { ¢ } k=12 ... lo cual depende de la informacion previa disponible sobre ¢l proceso X
Asimismo. todo el procedimiento tendrd interés practico para ¢l caleulo efectivo de P(M > u) sélo si se
puede estimar adecuadamente y ¥,y si, ademds, es posible calcular los momentos factoriales v , por
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medio de las [6rmulas de Rice (o por algin otro procedimicnto).

Nos limitamos, por el momento, a los procesos gaussianos cstacionarios. (Ver la notacién cn la

Conlerencia N2 1). Supongamos que la medida espectral posee momentos f{initos de todos los drdencs;
dado que p es par, A , = 0 si k cs impar.

No es dificil probar que, en esas condiciones, c. s. las trayectorias de X son de clase C* (se trata
de una propiedad clésica, debida a Kolmogorov, ver [6]). Por otra parte, es obvio que

1

Py (X) = —
t m‘
Suponemos ademads que:
a) A, ,,=B kA, paraalgin B>0 y k=012 ..

2k
b B2 o) (k)

c) p no es puramente discreta.

La condicién b) se verifica, por ejemplo, si al covariancia I' es analitica en todo el plano
(Ejercicio). a) evita oscilaciones bruscas de fos momentos espectrales y ¢) es una condicion suficiente para
la no degeneracion de las densidades

Px X R X
cuando (t,,..,t) ¢ Dy (U, .., 0 ) ¢ Dy (cl.]6]), que implica la validez de las férmulas de Rice.
Veantos que a), b) implican que las hipdtesis del TEOREMA 2.1, se verifican. Tenemos:
PUXED g, 2 e) s P(IX Y 26 + 2P(U, (XED5T) 21)

2k -1 o . . .
Observar que {Xt( J:tER}  es un nuevo proceso estocdstico centrado, gaussiano, estacionario,

cuya covarianza es la funcién - '™ () . Entonces,

c
P(hX(“‘“)lIwch)SP(lZIE—i) + 2E(Uck(x(2k_l);l)}
v Mux2

donde Z es una variable aleatoria normal tipica y el segundo término se calcula mediante la (6rmula de
Rice (4) con jas precauciones de que en lugar de "crossings” son "upcrossings’y A, no cs 1 en cste caso
S0 A 4 .y -

+ 0 1 2 1 2
5 21
Usando todavia la acotacion habitual: [c 2y = LI (a>0), resulta:
. a
5 i T | s
P(IX D) > c,) < 2 Va1 ek o 2 hua (24)
T ¢, TA Ay,

Poniendo ¢, = (B, k A 4_,)", con B, suficicntemente grande (basta elegir B, = sup{2, 2+2log B}, por
ejemplo) se verifica que se cumple la condicion (17), y por lo tanto, ¢l tcorema.

El mismo célculo permite obtener cotas para y* |,y porlo tanto, para el crror en la aproximacion
de la serie en (18) mediante una suma parcial.
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La utilizacion del TEOREMA 2.1. para llevar a cabo un cilculo numérico efectivo requicre ¢l cileulo
de v, . Mediante la aplicacion de las (6rmulas de Rice se trata de integrales nuiltiples de dimension
creciente en que aparccen funciones con singularidades, lo que plantea dificultades numéricas.

En el caso de los procesos gaussianos estacionarios, v ; esta dado por la [6rmula (4) y v , cs
calculable mediante una [érmula cerrada cn la que aparecen los momentos espectrales (Ver [6}).

Con la sola condicion A ;, < o« , sc prucba sin mayor dificultad que existe 8 > 0 tal que:

(cteye 2

y la aplicacion del LEMA 2.2, permite concluir que - ¢ ¢s fa densidad gaussiana tipica - :
A, Jutiig)
oy « =2 g(u) - P(M>u) < (ce)e 2
/ | 27
que ¢s una buena aproximacion para P(M > u) si u cs grande. (cf. [ 13]); éstas son, por otra parte, las
mejores aproximaciones que se obticnen para todo u.

Analicemos un poco mis detalladamente la cuestion del caleulo numérico mediante la aplicacion
del Teorema 2.1., en ¢l caso de los procesos gaussianos, estacionarios, centrados con espectro no
puramente atdmico y tales que la medida espectral tiene soporte acotado. Supongamos que queremos
calcular P(M > u) con un crror menor que 8,8 > (.

Si procedemos por simulacion, discretizamos la trayectoria mediante la particion t; = j/n
(j=0,1,..,n) yponemos M = sup X

Osjsn

s claro (desarrollar por la formula de Taylor en ¢l punto donde ocurre ¢l miximo) que:

0=M M" =

n
Por lo tanto,
0<PM>u) - P(M®W>u) - P(M>u,MW<u) < P(u<Msus |,
2n?
lo cual indica que (ver Conl. N2 3 relativa a la densidad de la distribucion de M), en un sentido general,

se requicre en media n =8 "''? (cte) puntos para que el error cometido al reemplazar P(M > u) por
P(M® > u) esté acotado por & .

Para usar Monte-Carlo, se requicre, para la aproximacién en media cuadritica a menos de 8
de P(M™ > u), simular (cte.) 8 % n- uplas gaussianas (Xt soey X, )y la simulacion de cada una de cllas
implica (cte) n log n operaciones, si se recurre a los mqou,s algonlmos que conozeo ([15]). En total, la
complejidad media es de la forma (cte) 8 ¥ log (1/6) .

Si, en cambio, aplicamos el TEOREMA 2.1., se cumplen las condiciones a), b) ¢). En clecto, si
sop(p )< | -a,a], cntonces

o
2k 2 o
A T f p(dx) = a®A,,
KL
y Ay = a’k que cumple b).

Usando (24) y la definicién de v, resulta:

[
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2
1 %

IR » { €y

{ 2k -1 i
Yy <
L

|
(xic
KL

P
3N
)
N

Poniendo ¢, = ( 2k log k )" a *' | resulta que

v+, = sup (2v,) =-k(logk - 2loga +¢,) +log(a+1) +¢, - (25)

k2

donde ¢, , ¢, son constantes absolutas.

De acuerdo a (ii) del Teorema, alcanza con calcular una suma parcial de a lo sumo
(cte) log (1 / 8§ ) para cometer un error menor que 8. Si cada término v, ¢s caleulado por un
procedimiento de tipo Monte-Carlo para ¢l cileulo de integrales (caben opeiones mds clicientes), en cada
término habra que hacer (cte). 8 7 replicaciones y la complejidad es de la [orma (cte) 8 % log 1/8 , que
es mejor que la anterior cuando 8 | 0.

Como de costumbre, el valor de las constantes pucde alectar decisivamente el valor del resultado.
La desigualdad (25) permite hacer intervenir ¢f semiancho del espectro (o ) en el cileulo a priori del
numero de sumandos, Notese que solo a interviene en (25) como dato originado en ¢l proceso X,

Mais importante es ¢l hecho que kv cota obtenida para la complejidad mediante aplicacion del
TEOREMA 2.1. pucde ser mejorada mediante el procedimicnto que sigue y, en clecto, en la practica ¢l
numero de cileulos que se requicre realizar Hega a ser mucho menor. Supongamos que cada momento
factorial v ,, es calculado, por algin procedimicnto, con error menor que 8 . Lntonces, si detencmos cl
procedimicnto una vez que

vmn o
{m,  1)!
en virtud del LEMA 2.2., podemos asegurar que ¢l error cometido al caleular P(M>u) estd mayorado por

(e+1) 8 ,yaquesi ¥ son lo valores caleulados y v, los verdaderos:

o LV T ,© © v ,'{"; v S AR
pymet m 3 ) AR NS o DL R et Cmeyoyy e Tl
‘:;1 D m! 53 ) m! m}_::, b m! -1 m! | :,Z:, m!
< ml +5§Ls25 P8 (c-1) =8(c 1)
(mgy + 1)! mo m!

Dicho de otra forma, los resultados sucesivos en el cdleulo de v | pueden ser utilizados para
determinar m, , que resultara menor que ¢l caleulo a priori precedente.

El resto de esta conlerencia estd destinado a exponer ¢l TEOREMA 2.2. que se refiere a una
adaptacion del método anterior al caso de procesos cuyas trayeclorias no son de clase C® ) mediante fa
regularizacion de tas mismas por convolucian con clnicleo gaussiano (otros niicleos pucden ser utilizados
andlogamente). No nos extenderemos en los cjemplos, que requieren ingredientes que no estamos cn
condiciones de presentar aqui.

Sca X= { X, :t€ [0, 1]} un proceso estocastico con trayectorias continuas. Delininos

X)) = (b, * X)(U) = fd)t(l—s)XSds

donde X . ha sido prolongada con ¢l valor Xy (resp. X, ) a la izquicrda (resp. a la derecha) del intervalo

(0,1} y .
RS
o (1) - L L (e>0.1ER ).

‘/277' £

e
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Denotaremos M, v los andlogos a M, v, ... para ¢l proceso X* = { X (1): 1€ {0, 1]}

m e
TEOREMA 2.2. Sean X'y X® los procesos anteriores. Suponemos que se cumplen las siguientes hipétesis:
a) px,(l)(x) estd acolada por una counstante D, para t € [0,1], ¢ sulicientemente
pequeio y x en un entorno de w.
b) E{IX],} <
¢) La distribucion de probabilidad de M no tiene dtomos.

Entonces:
£

i) P(M>u) = P(X,>u) + lim i (-DHm! Vi (26)

e—0 mot m!

ii) El error cometido cuando sc reemplaza ¢l lim - por un valor dado de & > 0 y la suma dc la

e—0

seric por su m, -suma parcial estd acotado, para todo 3 > 0, por:

.

2(3D, B{IX],) & 2 e P(IX, ul<n) + Plu<sM<uy)

my ¢l

FP(g((e)) = Ty PIXg, > VAT (27
2 8¢

donde

S (&) =¢(-2loge)”.
NOTA. Los pardmetros para que el crror sea menor que un valor prelijado se determinan en el siguiente
orden: 1%) Sc halla 9 > 0 para que el segundo y tercer término sean pequeiios; 2¢ ) Con ese valor de 5
se elige € > 0 suficientemente pequeiio para que el cuarto y quinto términos scan pequeiios; 3¢ ) Con cse
g, sc clige my suficicntemente grande para que el primer término sea pequeiio.

Demostracion. Consideramos los sucesos:

E :{|Xo_u| <}

eyl
i

{u <M =u+y}
I, = {wy(8(g)) = n/2}

I, - {”xuw S 2my

E=10u E,u Eu L
Observar que @ ¢ E = sup [X(1) - X | < 5.
R
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XU =X, = [ (1-5) [X, - X, [ds S wy(8(e)) + 24XL, [ &(-s)ds<m  (28)

ft-s|>8(e)
Usando (28):
PMM>u,X,su) = P(M>u+n, X, =u-7,1% « P(E) =
< P(M*>u,X(0)<u) + P(E) = P(U,;21,X°(0)<u) + P(E)
Ademas:

P(UI21,X(0)<u,E°) = P(US21,X(0)<u,X,<u-7,E <

0~

0=

= P(M>u, X, =u-7) = P(M>u,X, 2u).

IEn consecuencia:

P(X,>u) + P(U;21,X"(0)<u) - P(E) = P(M>u) =
s P(X,>u) + P(U;=1,X°(0)=<u) + P(E)

Para calcular P(U[ 2 [, X°(0) < u) aplicamos, igual que en ol TEOREMA 2.1, los LEMAS 2.2,y
2.4. Sc verifica -mediante un cierto cileulo que omitimos aqui - que ¢l proceso X° cumple las hipdtesis
de dicho teorema con una eleccion apropiada de { ¢, } y que el error debido a truncar la seric cn m,
esta acotado por ¢l primer término de (27).

NOTAS SOBRE EL TEOREMA 2.2.

A) El teorema se aplica a los procesos gaussianos con trayectorias continuas. Pongamos:
- 13 2 _ ar
m(l) = B{X ]}, o°(1) = Var{X,}

para la media y la varianza de X, (que son funciones continuas de 1). La condicién a) resulta de suponer
solamente ¢ 2 (t) > 0 VvV t € [0, 1].

b) Es conocida de resultados clasicos ya citados sobre procesos gaussianos ([8]). Mas atn, cxiste una
extensa serie de resultados que permiten dar cotas - @ priori - para P ( | X Jl. 2 x ) (ver [8], [9], ¥y
referencias alli citadas. Estas cotas permiten mayorar P(E;) a partir de informacion adicional sobre ¢l
proceso.

¢) Es el teorema de Yivisaker ([18]). Mds atn, cotas a priori para P(E,)  resultan de cotas conocidas para
la densidad de la distribucién de M (ver, por cjemplo, ademis de {18], [17), {7], [16], y relerencias alli
contenidas).

Desigualdades para mayorar P(E;) sc obtienen por los medios cldsicos para estudiar ¢l médulo
de continuidad de las trayectorias.

En resumen, informacion adicional sobre ¢l proceso permite partir de cotas mancjables de P(E)
cn funcién de e y n, y elegir estos pardnietros asi como my , para asegurar que ¢l error cometido al
reemplazar lim por un valor de¢ £ y truncar la serie, esta acotado por 8 > 0 prefijado.

e} 0

Un tema adicional cs la aplicabilidad de las {ormulas de Rice para el cileulo de v, (al cual
hemos hecho relerencia en la Conferencia NI para ¢l caso gaussiano) y al costo computacional
respectivo.

Como es natural a menor & mayor my (cl. @ ).

(B) Ls posible proceder mediante aproximaciones poligonales en lugar de convoluciones, con la ventaja
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de que entonces el nimero de términos no nulos de cada serie ¢s [inito. No trataremos este tema aqui.
(C) Los mismos métodos de los TEOREMAS 1Y 2 pueden ser utilizados para ¢l calculo de la distribucion
de la variable aleatoria M* = sup |X | en lugar de M, con algunas modificaciones menores.

te 0,1}
(D) El TEOREMA 2 pucde aplicarse a difusiones unidimensionales, aunque en este caso no se cuenta con

. . ) . S .
ejemplos en los que sea posible el cileulo efectivo de vy, dado que las densidades que aparecen no son

conocidas.
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CONFERENCIA N° 3.

A continuacion habremos de ocuparnos de la deasidad de la distribucion de M, en el caso en gque
X c¢sun proceso gaussiano. Como se ha indicado anteriormente existe un numeroso conjunto de trabajos
sobre ¢l tema ([7]), [16] y referencias alli citadas).

El método que expondremos es sencillo y general y, combinandolo con el tipo de desigualdades
que vimos en la Conferencia N® 2 para la distribucion del maximo, permite hallar cotas superiores ¢
inferiores para la densidad que mejoran y simplifican las conocidas.

Comecenzamos por algunos preliminares de notacion,

Sca £ una variable aleatoria a valores en B* cuya distribucion posce una densidad y E un suceso.
Is claro que la medida (de masa menor o igual a 1)

pe(Bs L)y = P({EE€B} N L)
definida sobre los borelianos de R * es absolutamente continua con respecto a la medida de Lebesgue.

Llamarcmos " densidad de £ sobre E" a la derivada de Radon de pg  con respecto a la medida de
Lebesgue:

. dpe, (x: 1)
pe(xiE) = »-—E—Jx—m
s claro que, en casi todo x, p (x; E) = pe (%) .

Il siguiente lema tiene un interés independiente.

LEMA 3.1 Sea X= { X,: L€ K } un proceso gaussiano centrado con trayectorias de clase C° y tal
que no degencran las distribuciones conjuntas del proceso y sus derivadas en cada punto.

Iintonces, existe una constante k > 0 - dependiente del proceso- tal que

I)X‘,X‘,Xl,)\'l(xl’xﬁxl’X’Z) < (TE)‘ para todo x, x,, %, %, € K;todos € |0, 1]
y | t-s |suflicicntemente pequeiio.  (29)
Demostracion. Basta probar la desigualdad para x; = x, = X, = %, = 0. Para simplificar ponemos
T=t-85 y
E/(€) = E(&/X, =X, =0}

s claro gue:

Py x s x (0,0,0,0) - Lo b 0y (30)

e R G

donde or = ENX'Y 5 o = BHXY 5 o, = EJIX X))

Escribimos los desarrollos de Taylor-Lagrange, para s, t € [0,1]:

1

X, =X+ XST ' V—IV—VX‘Tz b X P -~1A X:‘”T“ ! XS
) 2t 3 41 st
X =X _+X. 7 1 X. 7% ——l—XM’T“ | X4
t s $ 21 s 3l s 41 B



con a y B comprendidos entre s y L.

Por lo tanto:

2
41

14
LX —E{X X} +
i {}+6 " o+

. X 4) +() 7
36L{X} 24L{ X! }] (")

oy = PE{X%} + PE{X X} +

1

N L XY+ L (X x<“>}] + O(r%)
. 5 e s 5 s -
7, = —;—r’ BAX) + P SEAX K ZHREAXD 23X X)) - 0(r9)

donde O(r™) significa acotado por una constante (independiente de s, t), veces 7 ™ . Aqui hemos

usado que E/{|X® ]]:,} < o  paratodo k ytodo j = 1, .., 5. (Como anteriormente, | . |, c¢s la
norma

del supremo en [0,1]).

Resulta:

A -, - rll;irf\‘*[us’{xzs} EAXY - (L%, X )]+ o)

El corchiete no se anula paras € [0,1]y, por lo tanto, esta minorado por una constante positiva,
ya que cs continuo. Ln clecto, si se anula en s = s, proyectando ortogonalmente X y X_ sobre el

So,
subespacio engendrado por Xy X_ en L? | se¢  ve que existe una combinacién ' lincal de

X X X y XSﬂ que se anula, Lo ctal csta excluido por la hipétesis de no degeneracion.
Por un argumento similar, PX;-XS(O’ 0) estd acotada paras € {0, 1].
Reemplazando en (30), resulta
Px, x,x,.x,(0,0,0,0) = u_; (30)
para todo s y 7 suficientemente pequciio.

NOTA. Obsérvese que, cn  condiciones  bastante  gencrales,  sc cumple  que
/ “te 1 = - o suiftcie . > ]y . ‘N
pxl_x'.\(),()) = cle s1 7 = t-s cssulicicntemente pequeno,

Un problema interesante es ¢l estudio de como es la singularidad de Px . x % %
ey s Ay ey
(ty oy by ) estd cerca de la dingonal D, . W

cuando
Noétese ademis que en (31) no solo hay una desigualdad sino una cquivalencia cuando = — ().

TEOREMA 3.1. ({3]) Sca un proceso gaussiano, centrado, con trayectorias de clase C* . Entonces Ja
distribucion de M llLllL una densidad py que satisface la igualdad siguicnte:

Pp(u) = Py (UM =<u) « Py (u ;M=) o ‘[m { %1y, x5, (0,0, 5 M<u)ds. (32)
0 -0

Demostracion.
PAsO 1. Veamos primero que la distribucion de M es absolulaniente continua. Si u € R y h>0:

P(M=u) - P(M=u-h) < P(u-h<X,<u) P(u-h<X,Su) + P(M;, , = 1)
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(hemos puesto M, _, , = Dy BEX;[0,1])) .
Por lo tanto:
P(Msu) - P(M=<u-h) < P(u-h<X;<u) + P(u-h<X,su) + E{M, .} =
- u 0
= [ Ipx, () +px, (0) * [dt [ 1%]px x,x (x,0,%) dx]dx
R u-h ‘ 0 -
Esto prueba la continuidad absoluta y ademads, que
1 0 '
Pu(u) = Py (W) * Py, (u>+fdtf|>z|pxxx(uo %) dx (33)

-®

A pesar de la simplicidad de la demostracién, (33) da una acotacién que comcnde con las mas finas
que existen en la literatura, bajo condiciones especiales.

PASO 2. A continuacién, hasta el altimo paso, suponemos que las trayectorias son de clase C* ( C*
seria suficiente ).

Procedamos més precisamente que en el PASO 1.
La igualdad de sucesos siguiente es inmediata:
{u-h < M=u} = {u-h<X;=u,M=su} U{u-h<X,su,M=<u} U
U{X,su-h,X;su-h,u-h<M=u}
de donde:
P(Msu)-P(M=u-h) = P(u-h<X;=u,M=u) + P(u-h<X su,M=su) +
_ (34)
+ P(My 4, = 1,M=u) + R(h)

donde:
IR(h)] = P(u-h<X;=u,u-h<X =<u)+ P(Mu—_h,uZZ) +

+Pu-h<Xy,<u,M, ,,21) + Pu-h<X =su,M, ,,21) =

- Ry(h) + Ry(h) + Ry(h) + R,(h)
-Es claro que R,(h) = O(h®) (h { 0)
-Veamos a continuacién R,(h) .

Primero, observar que si £ es a valores enteros no negativos: I z,,, = % & (£ -1).

Por lo tanto,

) -
I{z(h) = E b{Mu—h,u (Mu—h,u -1 ) ]1“)((4”°D < h'u‘)} + P(“X“) “eo >h '1/4) ( 35 )
El segundo término a la derecha en (35) estd acotado por ¢, e e —m, ¢, , ¢, constantes positivas,
en virtud del teorema de Fernique sobre la cola de la distribucién del supremo de procesos gaussianos
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Nuestro problema es acotar el primer término, que en virtud de la [6rmula de Rice sc escribe:

1 u
1 e - - . .
Effdsdt [ [ EAR R B, < wmy /X, =%, X, =%, X, =X =0} %
0 Wi (36)

X Px!,x(,x‘,x‘(xl’xz’ 0,0) dx, dx,

Haremos uso de la siguicnte [6rmula de ‘Taylor: si la [uncion X, verifica (s # t)
X, =%, X,=%, X =X =0y cs de clase C* | entonces cxiste un (dnico) polinomio P de grado 3 que
verifica estas mismas condiciones y tal que

X, = P(y) - fj};(y SRy - (37)
. !
con a comprendido entre sy t.
X, - X
El polinomio P se calcula [icilmente: P(y) = x, Ai__li. (y-s)2(-2y +3L-5)
“S)'
l.’(l) 9,(x?,— X))
(t-s)
y 38
, 6(x, -x,) (38)
P(s) = ~———

(t-5)

Por otra parte, si recscribimos (37) como X, = P(y) + G(y) , es claro que G € C* y podemos
escribir:

G(y) = Gls) + (¥ )G/s) ¢ (y-sPGs) ) (7-5)G(p) =

1

= S sPGs) ¢S (s p)

B culre s ¢ y.

Sc sigue que para y # s @

1 \ ] . 1 (
o1 (y-syG(s) + kN (y-s)’G"(B) = m (y-s) (y -1y Xi“

U

IGs)I = [ly-sl1G"(B)| + (y-O) IX W]

Haciendo y = s, resulta |G/(s)| < (s -t)? | Xy

Del mismo modo,  |[G(1)| = (s-0)* XDy podemos eseribir

¢
i}

s l\(q) + (S —[)2 (;(.S,l) con ](}(S,l) I’ I l](S,l) I < ” X(:l) ” .

]
n

RO RERCE R IENY (39)

(38), (39) implican que
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X, = o0 7x) - IX O, (- )]~
(t-s)
) (40)
x;s[ 00y 7x) ux<“>uw(t—s)2]
(t-s)"

La expresién (36) resulta acotada yor'(teniendo en cuenta ademds el LEMA 3.1.):
Y I

1 u
dsdt r 6("2 ) ) (X2 1) )
. c XM X® -s)?
(L&)f{ o V,“f_h {( oy S X, (L - )]( = - IX @, (t s)) X

X ]I“xmlush—l/a)/XS=X1,Xt=X2,XS=X1=0>(1X1(1X2 (41)

h -1/4

Observemos todavia que si |x, - x| > (t-s)* , entonces el integrando vale cero.

En conclusién, se obtienc la cota

BV TR
% +hA h {t-s)
6

(cte )ff ds dt }' dx, f 4h V2 (1 -s)tdx, < (cte)h?
-h

*

Reemplazando en (35):

R,(h) < (cte)h®? + (cte)e @M = o(h) (h}0)

"

- Ry(h) y R, (k) son anilogos.

R, (h)

1A

u u 1 0
f dx, f dxfdt[ X1 Px,x,, %, %, (%00 %5 0,%) dX
u-h u-h i} -

Scparamos la integral entre 0y 1 en dos: entre 0y 8,y entre 6 y 1.

En la segunda integral se ha evitado la degeneracion de la distribucion gaussiana que aparece, y
resulta por lo tanto O (h?).

La primera integral se acota por
u 8 o

[ ax [au [ jsldx [ py x k(% % 0,%) dxg =
1] - -0

u-h

u 0 & u
dtf dx [ 1%]pyg 5,5, (6 0,0)d% = [dt [ dxBLX{/X =%, X, =0}py 4 (x,0)

- - 0 u-h

c\,m

Como tanto la esperanza condicional como la densidad que {iguran cn el integrando estan acotadas, esta
integral resulta mayorada por (cte) 8 h .

En resumen, como & > 0 es arbitrario, se obticne Ry(h) = o(h).

PAsO 3. Observemos todavia que el tercer término en el segundo miembro de (34) puede reemplazarse
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por

E{l\/lu—h,u [[(Msu)}

con un error o(h).

En cfecto, si £ es a valores enleros no negativos:

E-E(E-1) < I, <& -

E(8) -P(E=1)| = B{E(E-1)}

Aplicando esto a la variable aleatoria g, = M I

(Msu X sy-vy Y usando los resultados del
PASO 2, se tiene:

u-hb.u

|E(E,) -P(&, = 1) | = o(h) (42)

Por otro lado,

IE{MU_'II,U H(Msu)} ‘E(Eh)l = F‘{M_

u-h.u H(|x(‘)|m>h'”‘)} =
< (E((M, )" (POIX ™, > 072 = ah) (43)

IP(M, .,y =1, M s u) - P(E = 1) = PUXP| >h™) = o(h) (44)
(42), (43 ), ( 44) implican lo anunciado.
PASO 4. Podemos ahora reescribir ( 34 ) en la forma:

P(M=u)-P(M=u-h) = Pu-h- X;<u,M=u) + P(u-h<X, <u,M=<u)

u 1 0
+ [ dx fdt [151px, %% (%,0,5 M <u)dk + o(h)
u-h 0 -0

P(Msu)-P(M<u-h) - {[px‘(X;MSU) v Pxi(X;MS“) '

u-h
I 0 u

(45)
. fdtf|X|vaxl_>-(‘(x,(),x;l\/1Su)dj‘cj&Lﬁ vo(h) = [ 1(x,u)ds + o(h)
0 - u-h

Ll tecorema resultard demostrado (a menos de la restriccion que agregamos en cuanto a la
regularidad  de las trayectorias) si probamos que la [uncion

X - H(x , u)
tienc limite cuando x 4w, para cada u, que llamaremos H(u', u) , y que csta funcidn de u es continua.
Consideremos ¢l primer término cn H(x , u) (el scgundo es andlogo).
pxo(x;M su) = P(M=su/X, f:x)pxn(x)
¢s inmediata. Veamos primero que lim P(M <u/X, =x) existe.

xtu
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Usamos la descomposicién ortogonal:
E{X, X}

X, = X, -a(DX, +a(DX, = Y, + a()X,, a(t) = ]
E{Xq}

t

Dado que la distribucién de M no tiene atomos, es lo mismo probar el resultado para
PM <u/X, = x).

PM<u/X;=x)=P(Y, <u-at)yx VvV t€|0,1]).
Supongamos x, f u, x, # u y denotemos:

A, ={Y, <u- a()x,, VIE[O, L]} = A NA;

donde
Ay =Y, <u- a()x,, VIEI"}, J' = {tia(t) > 0}
A, =Y, <uv- a{)x,, VIE] ], J7 = {tia(t) = 0}

Noétese que J* es abierto y J' compacto (todo ocurre en el intervalo {0,1]).
Se tience:

A LA, ={Y, Su- a(t)u VtE]"}

A T A, ={Y, <u- a(t)u vVtel}

La seguuda convergencia se deriva de que J  es compacto, de modo que si
Y, <u- a(t)u VLEJ  existe nsulicientemente grande tal que Y, < u- a(t)x, Vie]".

Ademis,
iP(An; NA) -F(A, N A = P(An’ \ A;) +PALVA) = 0 si n— o

Esto prucba

t

P(M < u/X,=x) Tu P(A;(VAD)) =H (u) = P(Y,Su -a(u VIEI, Y <u-a(l)u vIE])

Iin cuanto al tercer término de H(x,u), se procede en forma andloga para demostrar la existencia
del limite
ImP(M=u/X =x,X =0,X =%)
xtu
o 3 H darn o ~f ¢ . . » Y : v e 31y e Y 7 21
para ¢, X [jjos. Para (,'H.O, proycctamos ortogonalmente X, sobre la terna (X, X, X )y se sigue de
mancra andloga sin dificultad.

PASO 5. Si X ticne trayectorias de clase C* | las regularizamos por convolucion con un nicleo determi-
nistico de clase C* y soporte compacto, obteniendo un proceso con trayectorias regulares que cumple las
hipotesis del TEOREMA 3.1. y por lo tanto la formula ( 32 ). Haciendo tender la regularizacidon a la
identidad resulta ( 32 ) para ¢l proceso de partida. &

El TEorEMA 3.1. puede utilizarse para dar cotas superiores ¢ inleriores para py(u) . Como ya
indicamos, una mayoracion simple resulta de reemplazar {M < wu} por @ en la férmufa (32 ), obtenicndo

(33).

Del mismo modo que en la Conferencia N¢ 2, se puede utilizar ¢l LEMA 2.2, adaptado para
obtener cotas en ambas dirccciones. Claro que entonces habran de requerirse hipdtesis adicionales que
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aseguren la finitud de los momentos factoriales.
Los mismos métodos que en la Conferencia N® 2 permiten también el cilculo numérico.

Supongamos que X es gaussiano, centrado y estacionario, con covarianza I, T(0) = 1. La
mayoracién simple es

1 2 1
2 5w .
Pu() = \[ e T o [AUE{X(/X =0, X, =0} py x (u,0) =
[

1.2
2 e .
"Nz e 2 v B{X,/X,=u,X,=0} Px,.x, (1, 0)
ya que ¢l integrando no depende de t.

La descomposicidn ortogonal de X con respecto al subespacio engendrado por X, X, es
inmediata

Xo = Xu A X AKX =Y - A X

con  Var(Y,) = A, -2;,Y, 1 (X,,X,)
Por lo tanto,

2

- Ay
Sy - . - _ _ ] l 2 Bt
E{X,/ Xo=u,X;=0} = E{(Yy-2,u)) = [(y-4,u) . e T gy

- (2m(A, - Az))l/z

_)kzu
FYRFY: .
[ iy L2y
= (A' u- TAW)—— ¢ W
—fw 2 4 o

A, - A2
Poniendo 6 = Li

3 >0 (yaque A, > )&: ), resulta, reemplazando en la cota de py,(u):
2

A A3/2
2+ 2 u d)(li) I 02 @ _u_
J 2 0 J2ZT 0

(é, ¢ denotan respectivamente la distribucién y la densidad normal tipica).

Ppy(u) = ¢(u)

No habremos de proseguir aqui las diversas maneras de explotar la [érmula (32) para obtener
cotas para py (u).

Para terminar, dejamos como cjercicio la obtencién de cotas superiores de Py (u) cuando
reemplazamos {M < u} por {X, < u} para un cierto r € [0, 1], bicn clegido. Del mismo modo, utilizar
los métodos de la Conferencia N¢ 2.
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