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Resumen

Se representa un reticulado residual divisible lineal en la forma: [0;i] x [0; -],
siendo i la negacién de un idempotente, y =i =i — 0.
Se caracteriza a los elementos negaciones de idempotentes como los booleanos del re-
ticulado, de donde resulta que la existencia de una tal representacion es cquivalente
a la existencia de un elemento booleano distinto de 0 y 1.
En particular, en el caso finito, se caracteriza a los descomponibles como aquellos
con mas de un dtomo.

1 Introduccién

Se presenta un cierto tipo de reticulados residuales como producto de reticulados residna-
les mas sencillos, generalizando un trabajo de Hohle [5] relativo a MV algebras.!
Los reticulados residuales constituyen una estructura algebraica asociada a la légica
fuzzy y admiten como casos particulares a las estructuras ligadas a las légicas bi y
multivalentes.[9]
Un reticulado residual es un reticulado (£, <,®) munido de otras dos operaciones bi-
narias: ® (asociativa, conmutativa, isGtona) y — tales que (®, —) constituyen un par
adjunto. :
Se demuestra que un reticulado residual divisible lineal puede representarse como un
producto:

[0,17] x [0, 7]

cou las operaciones definidas convenicntemente y donde ¢ es la negacién de un idempotente
con respecto a la operacion ® y =i = ¢ — 0.

Se define en forma natural a los elementos booleanos de un reticulado residual y se prueba
que en los reticulados residuales que hemos considerado los elementos que son negacién
de idempotentes son, justamente, los booleanos.

De aqui resulta que la existencia de una representacién (no trivial) como la propuesta, es

En este trabajo consideraremos a una MV algebra como un reticutado residual divisible en el que la
negacion es involutiva, es decir wn reticulado divisible de Girard.
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equivalente a la existencia de al menos un clemento booleano, distinto de 0 y 1.
En particular se obticue que todo reticulado residual divisible lineal, finito, con mds de
un atomo, es descomponible.

2 Nociones preliminares

2.1 Reticulados residuales integrales

Sea (£, <) un reticulado con primer y tltimo clemento. s decir, £ es un conjunto no
vacio, parcialmente ordenado por <, tal que existen el infimo y el supremo de cualquier
subconjunto finito. En particular inf @ = 1, y sup® = 0, donde 0 y 1 son, respectivamente,
el primer y el dltimo elemento de L.

Sea, ademds, ® : £ x £ — L una operacién isétona tal que (£, ®,e) es un monoide
ordenado, es decir:

ml) z®@(y®2)=(rQyY) Q=2
ml) r®e==x
m2) 2Qy=yQ®ux
m3) siz<yentonces R 2<yY®z2yzQ@r < z®y.
Entonces, si existe otra operacion binaria — en £ que satisface:
r@y<z sii x<y—z (1)

se dice que (£, <,®) es un reticulado residual. Sie = 1,(L,<,®) se dice un reticulado
residual integral. * El par (®, —) satisfaciendo (1) se dice un par adjunto 3

Lema 2.1.1 Sea (£, <,®) un reticulado residual integral, entonces se verifica:
i) a<bentoncesb—c<a—c
i) a®(a—0)<b
i) e®(bVe)=(a®b)V(e®c)

iv) (aVb) mc=(a—>c)A(b—¢)

2Birkholl {1] Nania - esta estructiea an -monoide, Pavelka [6] lo denomina reticutado residual y o
nota (L; ®; —)

8Pavelka [6], Turnnen {9)(La condicién que liga al producto y el residuo determina una correspondencia
de Galois) Birkhofl [1] )

4La demostracion de este lema, asi como las demds omitidas en este trabajo, se encuentran cu [2]
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vl a— (bAc)=(a—b)A(a— c)
vi) a<b—a
vii) a < b siy sélo sia—b=1

viii) sia Ab=0 entoncesa — b=a — 0

2.2 Reticulado residual lineal

Un reticulado residual (£, <, ®) se dice lineal si para cada a,b en £ se verifica;

(a—=0)V({b—a)=1

Lema 2.2.1 Sea (£, <,®) un reticulado residual integral. Son equivalentes:
a) (a—b)V(b—a)=1
b) a— (bVe)=(a—b)V(a— c)

c) (anb)—=c=(a—c)V(b— ¢

Es claro que definiendo el operador l-ario —a¢ = @ — 0 en un reticulado residual
integral lineal se satisfacen las leyes de De Morgan: °

—aV b = ﬁ(a A b)
—a A =b = =(aVb)

Para que este reticulado sea ademds un dlgebra de De Morgan debe verificarse ——a = a,
es decir (¢ — 0) — 0 = a, propiedad que caracteriza a un reticulado residual de Girard.
En general, en un reticulado integral se verifica a < ——a.

Lema 2.2.2 Si (£, <,®) un reticulado residual integral lineal, se verifica:

i)an(bVve)y=(anb)V(aAc)

i) (anb) = (aAc)=(anb) —c

8 Algunos autores denominan a la propicdad (a = b)V(b—a)=1 ley fuerte de De Morgan |5]
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2.3 Reticulado residual divisible

Un reticulado residual (£, <,®) se dice un reticulado residual divisible si para cada par
de elementos a,b, con b < a existe c tal que b=a @ c. °

Observaciéon 2.3.1 Es claro que todo reticulado residual divisible es necesariamente
integral.

Lema 2.3.1 Sea (£, <,®) un reticulado residual.
i) Son equivalentes:

a) (£,<,®) es divisible

b) aAb=a® (a — )

c)a—(bAc)=(a—-bd)®((a—b)—c)
i) 9i (L£,<,®) es divisible y a idempotente

a) aNb=a®b

3 Representacion de reticulados residuales divisibles lineales

3.1 Teorema de representacion

Lema 3.1.1 Sea (£,<,®) un reticulado residual divisible lineal, y sea x un elemento
idempotente en L. Entonces, cualquiera que seay en L se liene:

@—=yV(e—y -y =1

demostracion
Por la linealidad podemos escribir:

(z—=>y)V({(z—>y)—y)=((r—>y)Ax)—y

Dado que = es idempotente, y en virtud del lema 2.3.1.ii-a), i-b), se obtiene la igualdad
indicada. O

En particular, si y = 0 se tiene:

—zV-o—zr=1 (2)

8A los b que satisfacen esta propicdad se los sucle llamar elementos principales [4]
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Lema 3.1.2 Sea (£, <, Q) un reticulado residual divisible lineal, y sea x un elemento
idempotente, entonces —a también es idempotente

demostracion
Por el lema anterior
-2 =@ (—xV o)

y aplicando los lemas 2.1.1.iii y 2.3.1.1.b) resulta lo que queriamos probar. O

Observacién 3.1.1 s claro que el coujunto de los clementos idempotentes en nn reti-
culado residual integral es no vacio, ya que 0y 1 son idempolentes.

Sea 7y un elemento idempotente en £, entonces, en virtud del lema 3.1.2, ¢ = 29 — 0 es
también un elemento idempotente.

Ademas, cualquiera que sea a en £ satisface

a=(aNi)V (aA—1)

ya que L es reticulado distributivo y iV =i = 1
Lema 3.1.3 Sea (£, <,®) un reticulado residual divisible, lineal y sea i un elemento
idempotente en L. Entonces (a — V) Ai= (a Ai) — (bA1).

demostracion
Por el lema 2.2.2 escribimos

(ani)— (bAD) =(ani)—>D

y claramente se verifica
(a—=b)ANi<(ani)—Db

Para probar la otra desigualdad basta considerar

((a—=D)@a)Ai <D
y aplicar el lema 2.3.1.ii-a) y la condicién de par adjunto. O
Lema 3.1.4 Sea (£, <,®) un reticulado residual divisible lineal, i la negacidn de un
elemento idempotente, [0,7] = {A € L : X <1i}. Entonces [0,1] con la estructura inducida

por L es un reticulado residual divisible lineal.

demostracién
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Sii=0061=1 es trivial
Supongamos 0 # ¢ # 1. Las operaciones inducidas estin definidas por:

D) zrz@y=@R@Y)ANi=12QyY
yvaquezQy <Ay

(2) z = y=(z—y)Ai
(®;, —) conforman un par adjunto, y ([0, 4], <, ®;) es reticulado residual integral,

ya que ([0,17], ®;,1) es monoide ordenado.
Aplicando los lemas anteriores a estas deliniciones se comprueba que:

([Oa 1‘]: Sia ®1)
es un reticulado residual divisible lineal.

O

Observacién 3.1.2 Del resultado anterior se sigue que ([0, -], <_;, ®-;) es reticulado
residual divisible lineal.

Teorema 3.1.1 Todo reticulado residual divisible lineal puede representarse como un pro-
ducto de la forma [0,4] x [0, i}, siendo i la negacion de un idempotente.”

demostracion
Por los lemas 3.1.1 a 3.1.4, ([0,1] x [0, =], %, ®) resulta un reticulado residual divisible
lineal, si se define:

(a,b) < (/,V) siysélosia<;a,b<;V
(a,0) ® (¢/,0) = (e ®; a',b @~ V')
De donde:
(a,b) = (@', V) = (a —;a/,b—_; 1)
(0,0), (¢, %) el primer y ultimo elemento respectivamente.

(L, <, ®) es isomorfo a ([0,1]x[0, =], %, ®) como reticulados residuales, por ¢ : £ — [0, x [0, -]
definida del siguiente modo:
e(a) = (a AN, a N )

a

TEste tecorcina, conjuntamente con la observacién anterior, constituyen una generalizacién de lo
probado por J.A. Rodrigucz en su tesis doctoral para MV dlgebras. (7]
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Observacién 8.1.3 Si 0y 1 sou las vinicas negaciones de clenentos idempotentes la re-
presentacion indicada resulta trivial.

La existencia de elementos idempotentes cuya uegacion no sea nula garantiza una repre-
sentacion no trivial.

En la seccidn 4 estudiarcinos propiedades de estos clementos.

3.2 Ejemplos
Fjemplo 3.1

Consideremos el signiente reticulado

Con las operaciones definidas por:

® 0 a b ¢ d e S g 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
a 0 0 0 a 0 0 a 0 a
b 0 0 ) 0 b b b b b
c 0 a 0 c a 0 C a c
d 0 0 b a b O d b d
e 0 0 b 0 b e b c e
f 0 a b ¢ d f d f
g 0 0 b a b e d e g
1 0 a b c d f g 1
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— 0 a b ¢ d 2 S g 1
0 1 1 | L 1 L 1 1 1
a g 1 g 1 1 g 1 1 1
b c c 1 ¢ 1 1 1 1 1
c e g e 1 g e 1 g 1
d a c g ¢ 1 g 1 1 1
e c c g c g 1 f 1 1
f 0 a“ ¢ ¢ g ¢ 1 g 1
g a ¢ g c f g f 1 1
1 0 b C d e f g 1

De acuerdo con esta tabla, los clementos que son negaciones de idemmpotentes son:
0,c,e,1
y, en consecuencia las posibles descomposiciones son lab siguientes:
(1) [0,0] x [0,1], que es la descomposicién trivial.

(2) [0,¢] x [0, €]

c

b a

0 0
® 0 « C -— 0 a C
0 0 0 0 0 c c
a 0 0 a a a c
C 0 a ¢ C 0 a c
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® 0 b e — 0 b e
0 0 0 0 0 e e c
b 0 b b 0 e e
e 0 b e 0 b e

En estas cadenas observamos qiie los tinicos cleinentos ideinpotentes que son negacién
de idempotentes son el primer y el vltimo clemento de cada una.
Ejemplo 3.2

Consideremos el dlgebra de Heyting £ determinada por el siguicnte diagrama de Hasse:

Considerando ® = A se verifica que (£, < A) es un reticulado residual divisible lineal.
Los tinicos elementos negaciones de idempotentes son 0 y 1, por lo cual la descomposicidn
indicada resulta trivial.

4 Elementos idempotentes y booleanos de un reticulado resi-
dual '

4.1 Propiedades de los elementos idempotentes

Lema 4.1.1 Sea (L,S,@) un reliculado residual con 0 y 1, 2 un elemento idempotente
de L. Entonces a2 <x—ysiysiosia<y
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demostracién
Resulta de la condicién de par adjunto. O

Del lema resultan los siguientes corolarios de demostracién inmediata:
Corolario 4.1.1 z < —x st y solo siz =0
Corolario 4.1.2 2 £ -a si y sélo six =0
Corolario 4.1.3 Si (£, <) es una cadena, x # 0, entonces x > —x
Observacion 4.1.1

Es claro, entonces, en virtud de los corolarios anteriores que en una cadena que sea
un reticulado residual divisible (que por ser totalmente ordenado en lineal), la tinica
negacién de un elemento idempotente es el 0. s decir, son indescomponibles segiin
nuestra propuesta.

4.2 FElementos booleanos

Definicién 4.2.1

Sea (£, <, ®) un reticulado residual con 0 y 1, llamaremos elemento booleano a x, si existe
algin elemento y satisfaciendo:

TAy=20
rVy=1
Lema 4.2.1 En un reticulado residual divisible lineal si 22 es booleano, x' V -1 = 1,

xA-x =0, siendo ~x =z — 0.

demostracion

Por ser & booleano existe y tal que 2 Ay = 0,2V y = 1. Considerando -z =2 — 0 =
V{t:x®t =0}y que por ser integral se verifica 2 ® t < 2 Al es claro que y < -2y, en
consccuencia, 1 =axVy <aV e s decir V- = 1.

Ademds, por ser £ un reticulado divisible lincal —(ax: A -2) = ~a V ~—a > -2V a, de
donde —(z A =2:) = 1 y, en consecuencia x A - = (.

En virtud de la linealidad el reticulado es distributivo y por lo tanto y = . O

Leina 4.2.2 Iin un reticulado residual divisible lineal lodo @ booleano cs idempotenle.

demostracion
Basta considerar que = £ ® 1 y reemplazando el 1 por 2 V —a y aplicando propiedad
distributiva del producto con respecto al supremo obtenemos @ = x @ 2. a
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Corolario 4.2.1 En un reticulado residual divisible lineal = es booleano si y sdlo si x es
negacion de idempotente.

demostracién
Inmediata, ya que los elementos idempotentes de un reticulado divisible lineal conforman
un algebra de Heyting. [5] O

Observacion 4.2.1 En una MV dlgebra, por ser la negaciéon una involucién, cualquier
elemento idempotente es un elemento booleano. (Es decir, los elementos idempotentes de
una MV dlgebra conforman un dlgebra de Boole). [3]

Teorema 4.2.1 Para que (£, <,®), reticulado residual divisible lineal sea descomponible
es condicion necesaria y suficiente que exista un elemento booleano no trivial en L. In
ese caso, si x es el elemento booleano, resulta £ = [0, 2] x [0, ]

La demostraciéon de este teorema es inmediata a partir del teorema 3.1.1 y el corolario
4.2.1.

Caso particular: Probaremos ahora que todo reticulado lineal finito con més de un
atomo es descomponible.

Teorema 4.2.2 Todo reticulado residual divisible finito lineal con mds de un dtomo tiene
al menos un elemento booleano no trivial.

demostracion

Supongamos que (£, <, ®) tiene sélo dos dtomos.

Sean a y b los atomos de £. Es claro que a Ab = 0, si a Vb = 1 hemos encontrado el
elemento buscado.
SiaVb#1 sea:

a;p = a
a;+1 un cubrimiento de a;, tal que a;4.1 Ab=0,7 > 1.
A= {ai}ieI

Como el reticulado es finito es claro que la cadena A es finita y sea ¢’ su 1iltimo elemento.

Es claro que o’ Ab= 0. Si o’ Vb =1 IHemos hallado el elemento buscado.
Sia'Vbs#1 sea:
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by =5
biy1 un cubrimiento de b;, tal que b A o’ = 0.
B = {bi}iel

Como el reticulado es finito es claro que la cadena B es finita y sea V' su ltimo elemento.
Es claro que o' AV = 0. Veamos que necesariamente o/ vV ' = 1.
En efecto: en virtud del lema 2.1.1-viii)

"= 0=a -l

V—0=0—-d

ademds, por la linealidad (o' — V')V (0! — a') = 1. Es decir, para acabar la demostracién
del teorema resta ver que:

(i) ' =d - 0=V

i) V=V —-0=d
Observemos que o’ @ V' < o’ AV = 0, de donde resulta —a’ > V', ya que o/ — 0 =
V{t:d ®t =0}
Por otra parte, ya que o’ @ t < a’ At, cualquiera que sea t es claro que {t:d' ®t = 0} C

{t:a' At =20,t >0}y, porlo tanto ~a’ = \V{t:a' At =0,t > b}, s deciri—a’ = V.
Para probar (ii) el razonamiento es semcjaute.

Sean x1, To, ..., i, los dtomos de L.

Consideramos:
a =T
n
b=V
i=2
y realizamos un procedimiento andlogo al caso anterior. ' O

Corolario 4.2.2 Un reticulado residual finito lineal es descomponible si y sdlo si posee
mds de un dtomo.

demostracion

La condicién suficiente se deduce del teorema. Por otra parte, para la condicién necesaria
observemos que si un reticulado £ es descomponible, entonces existe x en £ tal que
L = [0,x] x [0, ~z]. Sean a un dtomo de [0,2] y b un dtomo de [0, ~z]. Es claro que (a, 0)
y (0,b) son dtomos de L. a
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