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Resumen
En el presente Lrabajo se propone una prueba de ajuste v2 en la que
el proceso empirico clisico es sustituido por un proceso cmipirico Lranslor-
mado. Se implementa la prueba en dos casos particulares y se compara su
rendimiento con el de la prueba y? cldsica, obtenicndose en ambos casos
una mcjora !

1 Introduccién : Procesos Empiricos Transfor-
mados

A.Cabafiay E.M.Cabaiia dan eu [1] un mélodo para levar el proceso empirico de
una muestra de variables i.i.d. en un proceso convergente en ley a un V-proceso
de Wiener, siendo V una medida elegida apropiadamente. Ademas del interés
que esto tiene en si mismo, presenta una iinportante ventaja para la estadistica,
ya que permite trabajar con objetos que convergen a procesos de incrementos
independientes. De esta forma puede pensarse en “ hacer estadistica a parlir
de Procesos Empiricos Transfotinados”, tal como se hace a partir de los pro-
cesos empiricos cldsicos. Por olra parte, la transformacién propucsta cn {1] no
es unica, lo cual nos permite elegir la mds conveniente de acuerdo al problema
plantecado. El Proceso Empirico Transformado de una muestra X, X, ... , Ny
de variables i.i.d.(con funcién de distribucién I7) asociado a la funcién de distri-
bucién Fy, a la isometria 7 en Lo(I1R, d1), con rango ortonormal a la funcidn
constante 1y a la “funcion de pesos” a con ||a||? = [a*(2)dly(z) = 1, [ue
introducido en [1] y se define como :
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whT (A) = / T (all 4)db,, = %g’r(au,,)(x,-) (1)

donde 4 es la funcién indicatriz de A, b,(z) = n(Fu(z) — Fo(z)) es el
proceso empirico y F, es la funcién de distribucién empirica de la muestra
X1, X2, ..., Xn.

Si [' = Iy, cuando n tiende a infinito, el proceso empirico by, converge en ley a un
Fy-puente browniano, mientras que ¢l Proceso Empirico Transformado w7 (A4)
tiende en ley, bajo ciertas hipdtesis, a un V-proceso de Wiener (ver {1] ), esto
es : proceso w" gaussiano tal que :

E(wY(A) =0, vA e B (2)

E(wY (A)w"(B)) =V(AND) , VA, B € B (3)
donde B es la o—algebra de Borel de 2y V es una medida con densidad a? con
respecto a Fy, o sea que para el conjunto A : V(A) = [ a?(2)dFy(x).

Supongamos que quereinos someter a prucba la llip(’)tcsi/; Ho : I' = Fy contra
la sucesién de alternativas #,, : I = [F4/V?) contigua a Fo, (ver [2] ), con
densidad fC/V™) con respeclo a Fy . Vamos a suponer que existe una funcién
ke LZ(R,dFU) tal que :

il T l
vl (./j(é/f) - 1) -3

Esta ultima ecuacién implica

lim
n—+4oo

=0,6%0 (4)

L2

/k(m)dFU(a:) =0 (5)

y k es el limite en L!(IR, dI%) de /n/6(f9/V™) — 1), cuando n — co.
Bajo M, , bn(A) converge en distribucién a un Fy-puente b mds el sesgo de-

terministico (5/ k(z)dFo(z) (ver [3]). Mientras que wi®" converge, bajo H,
A

en las condiciones mencionadas arriba, a un V-Wiener w¥ mds el sesgo de-

terministico J/k(x)T(aH,\)(:c)ng(a;). La propuesta dcl presente trabajo es,

considerar una prueba de ajuste x2, en que los Procesos Etnpiricos Transforma-
dos reemplazan al proceso empijrico cldsico, y se eligen de inodo de aumentar
la potencia, para una sucesién dada de allernativas contiguas. Para disciiar la
prueba debe introducirse una particién del espacio ( en nuestro caso IR) de la
forma Ay, Aa, ..., A, . Siguiendo recomendaciones folckléricas de la estadistica
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préctica tomareinos regiones equiprobables bajo la medida V (que serd conve-
nientemente elegida segin las hipdtesis de la prueba ). Supongamos ademds,
que las regiones son intervalos conseculivos de la recta. Consideremos el vector
aleatorio

(w7 (A1), weT (Az), ..., w7 (A,))

En virtud de lo anterior, bajo 7y, esle veetor converge, cuando 21 — 400 o una
normal multivariada de media (0,...,0) y varianza

L0 0
1
0 o ... 4

m
Por lo tanto m E (w27 (A;))" Liene, en el limite, distribucién x? con m grados

i=1
de libertad. Mientras que, bajo la sucesién contigua de alternativas H,, : I' =
FGIV7) ¢} sesgo scrd -

m 2 m <
md? Z (/ kT(a]IA,.)dFo) = mé? Z (/ a7"’kd1"u)
i=1 ¢

$=])
m ,’_ﬁll' 2 ) m 2
mé? L(l\’) = md (/ th) 6
> ([ % >(/, ©)

-1 . . . s ..
donde I - Tai. Iisto sugiere una prueba, basada en la distribucién limite del
Proceso E.npirico Transformado, en la que el sesgo sea maximo, para maximnizar

la potencia. Por Cauchy-Schwarz

m 2 " 1 mn / Pl
th) < “/ h"cl\/’/ dV = — /h"’dV: . 7
S ([ rar) <2 [ wav [oov=d 3 [ e < BE g

— P . Tk
ya que [ h2dV = [(T-1k)2dFy = ||k]]2. Por otra parle si tomamos a = _ﬂ'l?h—l’
es decir h = ||k|| tenemos que

3 RTTOR S I
Z(/ | MV) = JIK] Z—= (8)

i=1

=10

y la conclusion es que, la funcion a = "[]'Ek es Oplima, en cl sentido en que
maximiza el sesgo.

En la seccién que sigue implementaremos la prueba x? propuesta en dos casos
particulares de alternativas contiguas : corrimientos en la mcdia y cambios de
dispersidn, para la distribucién normal.
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2 La implementacién de la prueba

En los dos ejemplos que siguen, utilizaremos la isometria 71, definida en L2(IR, ®)
por :

TLg(z) = g(z) — /_x f(i)g((?) dt , Yg € L*(IR, ®) )

Donde @ es la distribucidén normal tipica y ¢ la densidad correspondiente, la
inversa de T, es

(570 () = W) + gy [ R (10)

Para ver que 7y, es una isometria en L2(IR,®), consultar [1]

Pasemos a los ejemplos mencionados

2.1 Caso 1. Corrimientos en la media
Sean Fy(z) = ®(x) y Fo(z) = @ (z — §/+/n), donde @ es la funcién de distribu-

cién normal tipica. La funcién k serd entonces :

k(z) = lim —\/—-:(f(‘s/m() ): lim ﬁ(w—l>:z

n--++00 n—+o00 <p(:1:)

Es posible demostrar de la funcién k(z) = x cumple (4) . Elijamos, ahora la
funcién a

1 i ‘ e(z)

-1

= =+ — to(Ydt =2 — ———

o@) =Tt =4 gy [ 0@ =- 0y
Recordemos que queremos intervalos Ay, Az, ..., Ay, equiprobables bajo la me-

dida V, donde

v

Vo) = [ d@piz= [ (o- l%ﬂ,%—)—)zso(x) ds =

[ ate@an- [ j”_*"z(“”)d o+ [ m(ivdz—

2
v* (v)
= ®(y) —yely) + ——— 12
) ~ o) + T (12
Tomamos m = 10 y definimos los intervalos A; = (t;-1,¢;], para j =
1,...,10 con la convencién tg = —oo y 19 = 400, de modo.que V(4;) =
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Tlﬁ, J=1,...,10. Pasemos a evaluar el Proceso Empirico Transformado en las
regiones en cuestién

VRWET (A7) = Vi [ T(alla)db = YO T(ala,)(X0) =

- X'““’Ht--,,tj z)plz

; (a(Xi)H(ej_,,tJ](X,-)-/_oo (x) (1,_ q)()g(c))w( )dx> _
n Xint; 0(13)30(12) B
i (a(X")H(tj—n,tj](Xi) - /X-Alj—x T () dz | =

-
b

=1

-

<a(,‘x';)n(¢,_,,z,j1(Xf) - {Tz—é%}xz)(iAtj ) B

z=XiAt;_,

. o) p(tj-1) ) ,
il (X0) + =T gty — et W s (13)
iﬂ( R T R R e T T

La regién critica de nuestra prueba, para el nivel o serd entonces

{ Z(w,‘i’T(ﬂj))2 > 110 Xio(e) } (14)

donde x3%; es el percentil de orden 1 — « para la distribucién Ji-cuadrado con 10
grados de libertad.

Realizando una simulacién, en la que se aplicaron la prueba ji-cuadrado cldsica y
la prueba aqui propuesta (ambas al nivel 0.05 ), a 5000 muestras de tamaiio 100,
para diferentes valores del apartamiento inicial 4, se obtuvieron los siguientes
datos.
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[6 ][ x7 clasica | x* con PETs ]

0 0,0466 0,0514
0,5 || 0,0560 0,0684
10| 0,0812 0,1210
151 0,1222 0,1981
2.0 10,2236 0,3148
25 | 0,3568 0,4574
3.0 || 0,4942 0,6028
35 0,6418 0,7468
4,0 || 0,8040 0,8642
45 || 0,8976 0,0336
50| 0,9528 0,0746

cuadro 1

Comparacién de la proporcién de rechazos para una y otra prucba con
diferentes apartamientos iniciales, en el caso 1

[X13 e
0.8+ 7
0.7 4

0.6 4

figura 1
Caso 1. Variacién de la potencia en funcién del apartamiento inicial 4, la
linea punteada corresponde a la prueba cldsica y la otra a la prueba con el
Proceso Empirico Transformado
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2.2 Caso 2. Cambios de dispersién

Sean Fp(z) = ¥(z) y Fu(z) = ((1 - %)x), donde @ es la funcién de distri-
bucién normal tipica. La funcidn k sera entonces :

k(z) = lim —? (f(‘s/‘/ﬁ)(:z:) - 1) =

n— 400

= tim ¥ (w—((l—;(x;ﬁ)— - 1) =z2—1 (15)

n—-co

Es posible demostrar de la funcién k(z) = z? — 1 cumple (4).
Elijamos ahora, la funcién a, normalizando (ya que |}k||? = 2) obtenemos

a(r)=%R"(mz—l):\—lfi(z2—1+i-_f—p@/;(z2—1)<p(t)cu):
L (g zel®) .
v G ) (16)

Veamos ahora, cual es la medida V

Vilmooul) = [ @@pids =3 [ (s-1- %ﬁ%)zw(w do =

L, O
TG A T ) E Sl w7 R Y

2,2
. , v (y) -
= 9D (y) ~ ) — o°
W) — vely) — v ely) + = () (1
Tomamosm = 10 y definimos los intervalos A; = (¢;_1,t;] paraj = 1,.
con la convencién tp = —0o y tip = +00, de modo que V(A;) = 00 J
1,...,10.
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Pasemos a evaluar el Proceso Empirico Transformado en las regiones en
cuestidn

1 n
w7 (A;) = f T (all4,)db,, = NG };1 T(alla,)(X;) =

Xi a(z) tiot;](@)e(z
1 & » . XiAt; a(z)p(z) B
\/ﬁ ; (a(X’)H(tj—btj](Xl) /X.'/\tj_l "——1 — <I>(:v) dz | =

RN [ zme@) VTR
o 1( 1) H(z, ~1t ,](X) {1—(I>(-’C)}a,—=X.-Mj—l> -

i=

1 . p(t (i
EZ (X7? - 1) ey, (X6) + 4 (L(Jt))n{xl>t1) - J_l_(du{f\'-'ﬂj—x))
i=1

O(t;-1)
(18)
Realizando una simulacién, en la que se aplicaron la prueba ji-cuadrado
clasica y la prueba aqui propuesta (ambas al nivel 0.05 ), a 5000 muestras de
tamafio 100, para diferentes valores del apartamiento inicial §, se obtuvieron los
siguientes datos.

{ & | x*clasica | x* con PETs [| ¢ | x* cldsica [ x? con PETs |

0 0.0466 0.0454 1.6 0.2368 0.5768
0.2 0.0530 0.0610 1.8 0.3276 0.6742
0.4 0.0536 0.0946 2.0 0.4018 0.7716
0.6 0.0724 0.1400 2.2 0.5032 0.8482
0.8 0.0850 0.1970 2.4 0.5916 0.9092
1.0 0.1112 0.2698 2.6 0.6864 0.9508
1.2 0.1416 0.3588 2.8 0.7664 0.9748
1.4 0.1864 0.4680 3.0 0.8434 0.9910

cuadro 2

Comparacidn de la proporcién de rechazos para una y otra prueba con
diferentes apartamientos iuiciales, en el caso 2
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figura 2
Caso 2. Variacién de la polencia en [uncién del apartamicento inicial ¢, la
linea punteada corresponde a la prueba cldsica y la otra a la prucba con el
Proceso Empirico Transformado

2.3 Conclusiones

En ambos casos se ha obtenido un mejor rendimiento que cl de la prucba x?
clasica. En el caso de cambios de dispersion la dilerencia ha sido mds notoria que
en el caso de corrimientos en la media y eso es de alguna manera esperable, ya
que en el primer caso, la prueba x? cldsica, tiene un buen rendimiento, mientras
que en el segundo caso, no cs tan bueno.
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