PRUEBAS DE ANDERSON-DARLING MODIFICADAS CON
MEJORA SELECTIVA DE LA POTENCIA.

A. Cabaia *y E. M. Cabaiia !

Resumen

Se construye una prueba de ajuste inspirada en la prucba clisica de Anderson y Datling, en la que
se reemplaza el proceso empirico por un Proceso Empirico Transformado (PET), y posteriormente se
integra para distribuir el efecto de la singularidad que aparece en el extremo izquierdo del recorrido
de la variable,

La funcién de pesos del PET se clige de manera tal que la potencia frente una sucesién dada de
alternativas contiguas se magnifique.

La distribucién asintética del estadistico de prucha s la misma e Lodos los casos, bajo la hipétesis
nula, y también bajo la sucesién normalizada de alternativas para la cual ha sido disciiado el es-
tadistico. :

Se proporcionan tablas de los niveles criticos y potencias asintéticas.

1 Introduccién. Procesos empiricos transformados y su dis-
tribucién asintédtica.

Denotemos por {X;, X3, ..., X, } a una muestra de variables aleatorias reales, independientes con funcién
de distribucién F', y consideremos una familia de distribuciones de probabilidad #(r) (con 7 en un entorno
de 0%) contigua a F(®) = Fy (ver [5),[6)), con densidad f(7) respecto de Iy, y tal que existe una funcién
k en L*(R,dFp) de norma ([ kzdFo)l/") = 1 que satisface

[t

de donde se deduce que [ k(z)dFo(z) = 0.

En [2], uno de los autores introduce ciertas familias de procesos empiricos transformados dependientes
de un parametro funcional (funcidn de pesos) con el propésito de disefiar pruebas de bondad de ajuste de
tipo Kolmogorov-Smirnov para la hipdtesis nula Ho : “F' = [y”. Tales prucbas resultan ser consislentes
frente a cualquier alternativa fija “F" # Iy”, y son especialmente sensibles a la sucesion de alternativas
“Hyp o “F = POV

Siguiendo [3], definimos el Proceso Empirico Transformado (PET) de Ja muestra {X1, Xa, .., X0,
asociado a la funcidn de distribucién Fy, la isometria 7 de Ly = Ls(R,dFy) con rango 1t (el complemento
ortogonal de la funcién constante 1), y la funcidn de pesos a con |ja||* = [ a*(z)dfy(2z) = 1 como

Lz—v()asr—-»O",‘r;&O, (1)

w{®T)(A) = / T (al 4)db,, 2)

*Departamento de Matematicas, Instituto Venezolano de Investigaciones Cientificas, Apartado 21827, Caracas 1020-A,
Venezuela.

! Centro de Matematica, Facultad de Ciencias, Eduardo Acevedo 1139, 11200 Montevideo, Uruguay.

33



donde 14 es la funcién indicatriz A, b, (2) = u(F,(2) — Fy(x)) cs el proceso empirico, y Fyu(z) =
Ly 1 Lixi<s) es la funcién de distribucion de la inuestra.

Sea J la familia de todos los intervalos en R, y denotemos por w(Y) un proceso de Wiener en R con
medida de covariancia

V(A)=E (w“’))2 = / 2(O)dF(t), EwY ) (A)wY)(B) = V(AN B). (3)
A
En [3] se muestra que, bajo condiciones apropiadas, ¢l PET w,(,"'T)(A),A € J converge ch ley a
w"I(A) + 6 / kT (al p)ddy, A€ T (4)
cuando n tiende a infinito. En particular, u},(,"'T) converge en ley a w(") bajo Hy.

Las condiciones generales que garantizan la convergencia a (1) se pueden ver en [3]. Cuando 7 es la
L-isometria (ver [4], 0 §6.1 en [3]) '

g(t)dFo(t)

(T9)@) = () = o(2) - [ HOTH, )

-0

la afirmacién precedenle sobre la distribucidn limite del PET se cumple si

|

e € Lo(R, dF), para algin o > 0. 6
(I = Ip) € La(R,dFy), para algin o ©)

2 El estadistico de Anderson-Darling modificado.

dFy ()
Fo(z)(1-Fy(x))
donde b es un pucnte browniano estandar.

. o . (0T
Cuando el proceso empirico b, y su variancia Fy(x)(l — Fo(x)) sc reemplazan por el PET w,(,“ )
~ I 1 |
a . . » .
Varw(” )(m) = V() respeclivaimente, se obticne el nuevo estadistico

SdV(z
1Y = / (ol T ())? V((i')) .

La prueba clisica de Anderson-Darling sc basa en el estadistico cuadrdtico S, = [(b,.(2))?
ds
s(i—s)?

que se distribuye asiutéticamente como [(b(s))*

que tiene una singularidad en el extremo izquicrdo del soporte de V, por la misma razén por la cual
el estadistico de Anderson-Darling tiene singularidades eu ambos extremos del soporte de 5. Vanos a
evitar este comportamiento distribuyendo la singularidad sobre todo el recorrido de V de la siguicnte
manera:

Introducimos en primer lugar la familia de estadisticos cuadriticos

, N av
106 = [ ([t ) o ®

I fa<s<yy<es<sors<y<u, '
C(r,y)(s):

con

0 sino. ()

0 T) (a,T)

integrando 137" 7(x) sobre o recorrido de V:

(e, T) _ Nl T) AV (2)dV (y)
1500 = [[ ([ ecntamuirni ) 529500 (10)
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El proceso (4) que tiene la distribucién limite de {ws,a’T)(A) : A € J} bajo la sucesion de alter-

nativas H, : “F = FO/VP)*  también puede escribirse como {w(Y)(A) + 6 [, a(T=1k)dF,}, dado que
fkT(lAa)dFo = fA a7 'kdFy ya que T es una isomelria.

Entonces, T,(,"’T) se distribuye asintdticamente bajo H,, como

// (/ (e (2) () (z) + 6ct(’.f“‘k)dl;'o))2 T%

2 >} G 1
=// </C(,.y)(z)(<lw(V(z))+5h(V(z))dV(z))) f_i% (11)

donde h(V(2))a(z) = (T~'k)(z). Como c(x y)(2) = c(v(z),v(y))(V(2)), entonces, con las nuevas variables
r=V(z), s =V(y), t = V(2), (11) se reduce a

// (/ ctry (O (dw(t) + 6Iz(t)dt)>2 %

1 1
= /(; A C(t, w)(dw(t) + oh(t)dt)(dw(u) + sh{u)du), (12)

con
L rds
C'(t,u)='/0 /0 C(r',)(t)C(r’,)(u)%—), A(r,s):/C(,.,,)(t)dl. (13)

La distribucién de (12) depende sélamente de la funcién de pesos elegida a través de la funcién h. En
particular, el sesgo asintdtico bajo la alternativa es

b(e) = 62/0’ /0‘ C(t, w)h(t)h(u)dt du. (14)

El comportamiento limite descrito por (12) sugiere rechazar la hipétesis nula Ho cuando T5*7) es
mayor que una constante adecuada, y, para aumentar la sensibilidad de la prueba respecto de la sucesién
de alternativas contiguas dada, propouneios elegir la funcién de pesos a que maximice el sesgo asintético

b{a).

Proposicién 1 El sesgo asintdtico b(a) dado por (14) es mdzimo cuando la funcién de pesos a se elige
igual ¢ & = Tk, y su valor mdzimo es 6%/2.

Nota. El peso éptimo @ = 7'k es el mismo que optimiza la polencia para las pruebas de tipo
Kolmogorov-Smirnov (ver (2, 3]).
Demostracion. Calculemos, para t < u,

1 1 t r
ds ds
{ = Iy Ir ——
ct = i [ o [

u r ds ! " ds
+/ d7'/ '1—4-?‘{'\/ d7'/ m =’)’(lll—tl), (15)
t t u u

con v(y) = 1+ |y[log(Jyl) + (1 = Jy]) log(1 ~ |y]). La expresién (15) también es véilida para u < {, porque
depende siméiricamente de t y u.

La funcidén -y es simétrica respecto del 0 y de 1/2, y esto implica que jul C(t,w)du no depende de ¢ y
es igual a fol Y(y)dy = 1/2 asi que, cuando L es la constante 1, y por lo tanto ¢ = &, tencmos b(a) = 1/2.
Por otra parte, por la desigualdad de Cauchy-Schwarz ,

b(a) < /01 /01 (OO, u)dt du = %/Olh’(t)cu =%
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porque la restriccién ||k|| = 1 implica que & debe satisfacer

ILZS(S: 13 1 2 = 1 2 =
A/(w ﬂu<mM/ /Uk)MRIWLHI

Esto concluye la demostracién de la proposicion.

3 Implementacién de la prueba.

3.1 Caélculo del estadistico de prueba.

Abreviemos T,, = T,Sa ). Los mismos cambios de variables hechos en §2 nos conducen a escribir la
variable de prueba dptima como

(1, w)dwt® T (V=11 dwl T) 1y
n_//cu (V=1 )V =1 (),

Z / / C(t, wydwiE (V=1 (0))dwiE T (V= w)).

iJ—l

Es facil de verificar que para cualquicr ¢ medible, fj(l)(llu(a' )(.L‘) = T(ag)(X), y por lo tanto, con
las notaciones

Teg(z, Y)lo=x = T(g(«, y))(X), /i Tyg(z, 9)ly=y = T(g(z, IUY), (16)
llegamos a la expresién T, = 3’.2?.,‘:1 S(Ni, X;) con
S(X,Y) = T, Tya(x)a(y) C(V(2), V(Y lz=xy=y (17)

que muestra que 7}, es un U-estadistico de segundo orden.

3.2 Regiones criticas y potencia.

La regién critica T, > k() con & definido por

P {/; /01 C(t, uw)dw(t)dw(u) > ;c(rx)} =

proporciona una prueba para Hg consistente frente a cualquier alternativa fija, con nivel asintético a. Su
potencia asintdtica es

1 1
7(6) =P {/0 /u C(t, w)(dw(t) + édt)(dw(u) + bdu) > N(a)} . (18)

Los valores de x(a) y m(8) que se indican en las tablas 3.2 y 3.2, lucron obtenidos por medio de
simulaciones basadas en 8000 réplicas. También se indica la polencia asintdlica m* de la prueba de
Kolmogorov-Smirnov modificada introducida en [2] para la funcién de pesos éptima, con el propdsito de
hacer comparaciones. Se notara que ambas prucbas presentan un coimmportamiento muy similar.

3.3 Ejemplo: Ajuste a una normal estandar.

- Finalmente, calculemos ¢l estadistico S(.\,Y) definido en (17) para la isometria particular

* g(t)de | ¢
’I'g:g—[_oo‘-ll—(%——(i}—)(—(;)—), T—l/z:h—{-—l—:—m[—m MOdD(1)

(los detalles acerca de ésta y otras isometrias se pueden ver en [3] ) cu dos casos sencillos:
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a 1% | 2.5% | 5% | 10%
k(a) |1 3.78 | 2.97 | 2.40 | 1.84

Tabla 1: Aproximacién numérica de los valores criticos k() para niveles o = 1, 2.5, 5 y 10%.

5 0 02 04 06 08 10 12 14
7(8) (%) | 50 5
=4

0 53 66 89 123 168 223 287

T (8)(%) | 5.0 54 67 89 120 162 213 27.3
5 1.6 18 20 22 24 26 28 30
7(8)(%) | 35.7 43.2 520 599 67.2 74.3 80.2 850
= (6)(%) | 341 414 490 569 0644 714 777 83.1

Tabla 2: POLCllCi{L i\SillLéLiCll w(6 dc la prucba bropuesta 7 (8) de la ywueba de 1\-8 modificada con
| I ) 1
pesos 61)“”105,{1!1][){15 con nivel 5%, como funcion de 6.

3.3.1 Caso 1: prueba sensible a cambios de localizacién.

o
r--2xr

Supongamos que Fo(z) = ®(z) = [°_ @(t)dl, ¢(x) 7—}—=e"2/3, () = ﬂ&%fl =" Tz

dm

por lo tanto k(z) = lim, %(e"z_f" =) = kP = [ 2%¢(a)de = 1, a(x) = T~ (z) = o +
T-+0

. 2 . 2
T=a) S0 LD = & = P2, y entonces V(x) = [2 (1= $525) w(0de = [7 Pp()de + £
Una vez obtenidas las expresiones analiticas de C, ay V, S puede ser calculada mediante de un algoritmo
I I
sencillo que involucra integracién numérica.

3.3.2 Caso 2: prucba sensible a cambios de dispersidn.

Sea F()(z) = @((1—7’3)2),@ manera que f{7)(z) = (1——%)@((1—%).),)/50(1) = (1—-%)@” (-0-357,

k(z) = lim, g+ 2 (, /1~ 7’—§e§—x?(\/§r—r2/:’) - 1) = \/Lz(a/ — 1), and [[k]|? = %ff;(iz —1)2p(z)dz = 1.

La funcién de pesos es a(z) = T_Ii;;_” = 1’\2/_-_'21 + 1—(%»(1:) ffoo %-",Tl-cp(t)dl = % [1:2 -1- T’é—_“f-‘(,% ,

: 2 4 o 9 : : ‘
y por lo tanto, V(z) = § [° [tz -1~ %_‘*’—x“(—)()] dt = [* (12 = 1)%p(t)dt - xli‘fli(%l Como en el caso

anterior, se puede utilizar integracién numérica para hacer cada evaluacién de S.
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