INFERENCIA BASADA EN
PrROCES0OsS EMPIRICOS TRANSFORMADOS.

Enrique M. Cabana *

Part 1
Pruebas clasicas.

1 Introduccién. Estadisticos basados en el proceso
empirico.

Cada procedimiento de inferencia estadistica basado en la informacion proporcionada por
una muestra aleatoria simple no ordenada (Xj,...,X,) de cierta distribucién de proba-
bilidades I, puede considerarse también basado en la funcién de distribucién empirica de

la muestra |
u A Z 1 {XNiea)
o en el proceso empirico relativo a la probabilidad I

bu(A) = V(I (A) = Iy(A)),

puesto que estas dos ultimas medidas aleatorias contienen la misma informacién que
el conjunto desordenado de las n variables aleatorias (Xi,...,X,) que constituyen la
muestra.

" Consideremos tres ejemplos bien conocidos, que corresponden a pruchas de ajuste,
es decir, a pruebas de la hipdtesis nula Hg:“I" = I4”. Denotaremos a la funcidn de
distribucion de una medida, con el mismo simbolo que a la medida, es decir, utilizaremos
las notaciones I, (2) = ]“n('(oo x]), bu(x) = b,((00,2]) o Ly(a) = Fy((o0,2]).

Ejemplo 1: Tomemos una particién del recorrido de las variables aleatorias en conjun-
tos {12y,..., Ry}, y lamemos O = (Oy,...,04), O = Lis, 1ix,en,) al vector que cuenta
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cuantas observaciones de la muestra pertenecen a cada uno de esos conjuntos. La prucha
de ajuste x? rechaza Hy cuando el estadistico

k 4, 2
B (Oh — nly(12))
Q= hg nlo(12,) ’

cuya distribucién asintética bajo Ho es Xi_,;, es grande, mayor ¢ue una constante quc se
elige para que el nivel de la prueba sea a.
El estadistico Q puede escribirse de manera cquivalente, en términos del proceso ecm-

k72
s b"(Rh)
pitico: @ = e Y
h=1 FO(Izh.) . :

Ejemplo 2: La prueba de Kolmogorov-Smirnov, consiste en rechazar Hgy cuando D, =
sup, R |In(2) — Fo(z)| es grande, mayor que una constante ¢,(a) que se elige para que
el nivel de la prueba sea a, como en el caso anterior. Ll estadistico D, puede escribirse
en la forma D, = sup_ g ba(2)]/ V.

Ejemplo 3: Las pruebas de ajuste del tipo de Cramér-von Mises, rechazan Hy cuando
estadisticos de la forma W2 = [=_4(Fp(a)) () — Fo(x))*dFy(x) son mds grandes
que una constante adecuada al nivel descado.  Cuando la funcién de pesos 3 sc clige
constante, igual a 1, W, es el estadistico de Cramér-von Mises propiamente dicho. Cuando
P(a) = (Fo(z)(1 = Fy()))™?, es el estadistico de Anderson y Darling.

Como es obvio, también en este caso puede escribirse el estadistico en funcion del

proceso empirico: W7 = [ (Fo())(bu(2))2dly(2)/ /.

2 Distribucién asintética del proceso empirico bajo

Hy.

Las distribuciones asintéticas de los estadisticos de la seccion precedente se obticnen
inmediatamente a parlir de las distribuciones asintélicas del proceso empivico.

En electo, es bien conocido qiic bajo la hipdtesis nula, el proceso empirico tiene por
distribucién limite, cuando n — oo, la de un puente browniano asociado a la probabilidad
Fo.

Resulta més simple describir el comportamiento asintético del- proceso empirico aso-
ciado a una muestra aleatoria simple Ui, ..., U, de la distribucién uniforme en [0,1], y
generalizar a muestras Xq,..., X, de cualquier distribucién Iy mediante la transformacion
candnica que lleva X; en U; = Ip(X5).

El puente empirico b (w) = b, (Fy " (w)) (0 £ w < 1) es una variable aleatoria en
el espacio D de las funciones reales en [0, 1], continuas por la derecha con limile por la
izquierda, con la métrica de Prohorov d(gy,g2) = inf{e : sup,eoy lg1(w) — g2(A(w))] <
€,5UPyepo) M) —ul <&, A € A}, A= {):[0,1] = [0,1], creciente, A(0) = 0, (1) = 1}.

El puente browniano tipico es el proceso gaussiano (b(w))o<u<1 centrado, con cova-
riancias Eb(w)b(v) = min{u,v} — uv, que ticne casi seguramente traycctorias continuas,



y se anula en los extremos del intervalo, de modo que puede considerarse una variable
aleatoria con valores en D, concentrada con probabilidad uno en la familia C de las
funciones continuas en [0, 1].

La convergencia a la que aludimos mas arriba es la convergencia débil en D: Para
cualquier funcional 1 : D — R continua y acotada, se cumple lim,_, o, E(0{Y)) = Exp(0).

De la convergencia débil de b{) a b, resulta por ejemplo, que supge,<q 168 (u)| con-
verge en distribucién a supgey<; [0(w)], y que cuando % define una funcional continua,
T () (W9 (w))2du a [ h(u)(b(w))2du. ’

Deshaciendo ¢l cambio de variables candnico, encontramos quesup, |0, (¢)| coincide
con supgey<; | (w)| y tiene por lo tanto el mismo limite en ley, que puede escribirse
como sup, [0 ()], con bR)(t) = b(Iy(t)). A un proceso con la distribucién de 070 se lo
llama puente browniano asociado « la probabilidad I%.

Encontramos de la misma manera que [(F(t))(0,(¢))2dLFy(¢) converge en ley a

S (Fo(£)) (07 (2))2d o (2).

3 Distribucidén asintdética del proceso empirico bajo
alternativas contiguas.

Vamos a introducir ahora una sucesién de alternativas H,: “I" = [7,”, donde la sucesién
de las distribuciones de las muestras aleatorias simples Xj,..., X,, ~ I}, es contigua a la
sucesion de las distribuciones correspondientes a la hipdtesis nula de X,..., X, ~ [,

La contigliidad significa que para toda sucesién de conjuntos A, C R™ que cumple
limaoo P{(X1,...,X.) € A,} = 0 cuando Xi,..., X, son independicntes e idéntica-
mente distribuidas con distribucién Fy, entonces el limite de la misma probabilidad es
también cero cuando X,,..., X, ~ [,.

Vamos a suponer que se cumplen las siguientes hipdtesis, que suclen ser cémodamente
verificables, y que implican la contigiiidad ([13]):

(i) Fu y I tienen densidades f; y fo respecto de una medida .

. ‘1 (S\]“:Tl . . o L4 e
(i) /== =1+ con {unciones k, uniformemente acotadas por una funcién K tal
fo N
que [ K?(t)dIo(t) < oo, que convergen en L2(R,d[}) a una [uncién & de norma |
(J(kw — k)2dFy — 0, [ L2, = 1).

El lamado Tercer Lema de Le Cam ([11]) implica en ese caso que la ley limite de
bu(A) es la de DR (A) + & [, k(L)d (1), es decir, que BY) converge débilmente en D a
b+ 6 [ k(u)du, con r(Fy(t)) = k(t).

Como consecuencia, de lo anterior, resulta inmediato describir el comportamiento
asintético bajo alternativas que cumplan las condiciones (i) y (ii), y en particular bajo la
hipétesis nula, que corresponde a § = 0.



Antes de considerar esa aplicacion, vamos a presentar algunos ejemplos de alternativas
contiguas, y vamos a calcular el apartamiento asintdtico 0k o el apartamiento asinldlico
normalizado o tipificado Ok.

3.1 Algunos ejemplos de alternativas contiguas.

3.1.1 Alternativas de cambio de posicién.

Si Iy (con densidad fo 1espe(,to de cierta medida p) es la distribucion de (Xy,..., X.)
bajo Ho, tomaremos H,: “F = Iy(- = T)” Como consecuencia, la densidad asocmda a

Hnes fn=fo(- — ) y entonces, si existe el limite cuadratico de k,, debe ser

k<m>=,351;kn<m)—,3£&2f fO(./u<.)) e ;::;

Jj(=)) i

Ll coeliciente ¢ = (f —}’(a—)dl.t(n:))
La Tabla 1 indica los valores de ¢, k(z) = r(ly(x)) y «(u) correspondientes a algu-
nas distribuciones. Excepto la tltima (distribuciéon de Cauchy) que no tiene momentos

finitos, las distribuciones se han tomado centradas en cero y con variancia uno, para su

normalizacién. La Figura 1 permite comparar entre si los apartamientos correspondientes
a cada una de las distrivuciones. Iin cada caso, puede verificarse que (i) y (ii) sc cumplen.

3.1.2 Alternativas de cambio de dispersién.

Nuevamente suponemos que Iy con densidad [y respecto de o es la distribucion asociada
a Hg, y tomamos H, : “I" = [y((1 + \;:T)) La densidad asociada a M, es f.(a) =

(1+ S0+ 52)2) ¥

e 24/ ] - fo((1 + 7;;)90) _ Jo(2)
k(z) = lim — 1+WJ To(x) —h =l /U(l))

con c tal que ¢® f(1 4+ s (1)) Sfo(a)dype(x) = 1. Para las mismas distribuciones de la Tabla
1, los nuevos ¢, k(z), x(z) se indican en la la,l)la. 2

4 Determinacién de la potencia de pruebas clasicas
frente a alternativas contiguas.
Vamos a plantearnos el calculo de la potencia asintética de la prueba de ajuste de

Kolmogorov-Smirnov, que corresponde a nuestro Ejemplo 2 de la seccion 1. Los casos
de los Ejemplos 1 y 3 son analogos.



Tabla 1: Apartaimientos asintoticos para allernativas de cambio de posicion.

” fO(J-) fc’.(l) c L(z) = —-c% I ,‘-(u) = k(lro-l (u)) ”
Normal: ¢(z)
= Loe—3"/2 -z4(z) 1 z - (u)
2m
Doble exponencial: /s 1 )
Ipg(z) = e_—__\\;__;ﬂ -sgu(z)V2/pEE) | 7 sgn{x) sgn(u — 1)
Logistica: [} g (x) ,
wx /3y _anx/V3 ve/ V3
x orc/V3 r-e (1-c ) 2 —e -1 - _
= B PTG : | Ve V3(zu - 1)
Cauchy: x = — .
= —‘(‘,T;'—n'—gCA( ) ﬂ(l+2.:4)5 V2 ﬁ%‘ VZsinw(2u - 1)
T T
q , , . .

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 1: Apartamientos normalizados (x(u), 0 < u < 1) para cambios en posicion.

La distribucién asintética de 3/nD,, = sup g [bu(2)| fue obtenida por Kolmogorov
(1) -

lim P{\/nD, >c} =23 (=1)~'e™"" (1)

— /

A partir de los resultados de §2, esa distribucion es la de sup, g |67 ()], que coincide
con la de supge,«; [0(2)]. El resultado de Kolmogorov, puede entonces reencontrarse a
partir de las propiedades del puente browniano.

Para que el nivel asinlético de la prueba sea a, se elige ¢, (a) (ver el Ejemplo 2) igual
a c(a)/v/n, con c(a) tal que P{supyc,<; |0(w)| > c(a)} = @, eslo es, tal que reemplazado
en lugar de ¢ en (1) el resultado sca a.

De §3 resulta la potencia asintotica de la prueba cuando la muestra esta distribuida
con las leyes de la sucesion de alternativas contiguas de apartamiento asintdtico tipificado

6/\',:

(&1



Tabla 2: Apartaniientos asintéticos para alternativas de cambio de dispersion.

[ Distribucién ] c | k(x) | () 1
Normal 7’5 7’;(1 - z?) 7’5(1 - (=1 (u))?)
Doble exponencial 1 1 - /2|2 1+ log(l — J2u = 1])
fats 3 3 _ Iz e"s/V3_q 3 — —- u
Logistica T | B ( Bl T (1 —(2u—=1)log %))
‘
Cauchy V2 2%’15,- V2 cos r(2u - 1)

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 2: Apartamientos normalizados (x(u), 0 < u < 1) para cambios en dispersion.

(e, éx) = P{ sup |b(u) + 5/u k(s)ds| > c(a)}. (2)
0<u<l . Jo

El célculo exacto de II(a, 6x) no es posible mediante una férmula cerrada, pero para
cada 6k puede hacerse aproximadémmente por simulacion, por ejemplo.

Es obvio que la potencia sera tanto mayor, cuanto mayor sea el tamaifio 6 del aparta-
miento asintético y el sesgo B(u) = [ k(s)ds, correspondiente al apartamiento tipificado
y normalizado. .

Las figuras 3 y 4 indican la forma de B(u) para los apartamientos descritos en las
figuras 1 y 2.In particular, puede verse en la figura 3 que el apartamiento integrado
maximo se obtiene (en 1/2) en el caso de los cambios de posicidon de la distribucion doble
exponencial.

Vamos a resolver el siguiente problema: De todas las funciones « que satisfacen [ & = 0,
J r? =1, { cudl es la que produce mayor sesgo [ k(s)ds en ¢l punto u?

Lo que buscamos es la funcién del L?([0, 1]) ortogonal a la constante 1, y de norma 1,
que forma el menor dngulo posible con la indicatriz de [0, u]. La solucién es la proyeccién

de esta indicatriz sobre el hiperplano ortogonal al 1, corregida para que la norma seca 1,

1-v)1 ~ul
esto es: & )\/(°'("1) ) () v el valor resultante del sesgo en u es \/u(l — ), que alcanza
Uufl—u
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Figura 3: Apartamientos normalizados, tipilicados ¢ integrados para cambios en posicion.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 4: Apartamientos normalizados, tipificados e integrados para cambios en disper-
sion.
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el maximo precisamente en u = 1/2, donde la variancia de b es maxima. Para este valor
de u, la funcién £ dptima es k(s) = sgn(1/2 — s).

Argumentos como los utilizados en [1], [2] muestran, a partir de las observaciones
precedentes, que la prueba de Kolmogorov-Smirnov es, para a 'y f = 1 — Il pequeiios,
tan eficiente como la basada en b,(1/2), que, a su vez, es equivalente a la del cociente de
verosimilitudes, cuando x(s) = sgn(1/2 — s). Lste resultado fue obtenido directamente
por Capon [5].

Part 11
Procesos Empiricos Transformados

5 Motivacion

Vamos a proponer pruebas de ajuste similares a las pruebas clasicas en las que el sroceso
empirico b, serd reemplazado por un nuevo proceso w,, también definido a partir de la
muestra, que diseflaremos para que la prucha tenga mejor eliciencia que la correspondicnte
prueba cldsica en la deteccién de una familia dada de alternativas contiguas.

Notemos que el proceso empirico clasico asociado a la muestra {X} de tamafio | con
respecto a la distribucién de probabilidades Iy en R, puede pensarse como la funcién de
distribucién de la medida con signo b, : A = b,(A) = 1eay — Fo(A), evaluada en el
punto aleatorio z = X.

Cuando X tiene distribucidén [, by satislace

Ebx(A) = 0 para cada A medible, y
Eby(A)bx(B) = Fo(AN B)=— Fy(A)Iy(B) para cualesquiera A, B medibles,

y esto significa que bx tiene los mismos momentos de primero y segundo orden que un
puente browniano asociado a [7.

De alli resulta, a través de un teorema del limite central, que cl proceso empivico b, =
n~Y2 5 by, tiene bajo Hy la distribucién asintdtica de un puente browniano asociado
a Ig.

El sesgo asintético de b, bajo H,, es

lim Vo (I, (A) = Fy(A)) = lim\/ﬁ/(%fl — D)l = 5/ sy,
A JO J A

y del Tercer Lema de Le Cam resulta la distribucion asintélica bajo las alternativas
indicada en §3.



6 Construccién formal de los PETs en L2

Nos planteamos ahora construir medidas w, tales que
wx(A) es una variable aleatoria para cada intervalo A,
Ewx(A) =0 para cada A, cuando X ~ [y

3 )

Ewx(A)wx(B) = V(ANDB) para cualesquiera A, B y alguna probabilidad V, cuando
X~ FQ. .

Un teorema del limite central conducird a concluir que w, = n='/? —, wy, liene la
distribucién asintética de un proceso de Wiener asociado a la proba.l)lll(ld.d V.

Como criterio de optimizacién, procuraremos finalmente que el sesgo asintético
lim vnEwy (A), X ~ I,

sea lo mayor posible en R.

La familia de medidas aleatorias wy depende de la eleccion de la probabilidad V7,
Supondremos que V tiene densidad «? respecto de 14, y que a # 0 Iy c.s., de modo que
V, Iy son mutuamentc absolutamente continuas.

Denotamos (f, g) = [ fgdly al producto interno en L*(R,dI%), y {f,9)v = [ fgdV al
producto interno en L%(R,dV).

= (o = 1,%1,...) es una base ortonormal de L%(R,d[}), ¥V = (3;/a) es una
base ortonormal de L*(R,dV).
Introducimos ahora el desarrollo formal de Fourier de w,:

wy(A) :Zc,( )/ ! (y )(ZV(U /zp () dw,(y).

i

Las condiciones sobre a w, imponen que se cumpla:

(ciy1) = Eci(X D/(/)‘ y)dwy (y) = 0

(ciycj) = Bci(X)e(- D/l/’ Ydwx (3 )/1/) (z)dwx(z)
= [ WY@} V() = @9y = b,

donde las integrales respecto de wy son integrales estocasticas respecto de procesos de
incrementos ortogonales.
Calculamos ahora

EA@M DAV () = S e 1y = ZalX) s q).

9



De aqui resulta el sesgo asintotico correspondiente a X ~ [Fi;:

lim Evhwy (R) = lim \/_Z/ (—/—’i — 1) (x)dLo(2) (i, @)

— Z (ci, b t,ll,a = (T 'k,a) = (h, L)y

donde T es la isometria que lleva cada ; en ¢; y h =T 'k/a.
Dado que ||i||Z = ||T7'L||? = ||k]|* = 1, el sesgo resulta maximo cuando h = 1, es
decir, cuando « se elige igual a

a=T 1k
De este desarrollo formal oblenemos

wy(A) = ZC,‘(\) (WY 1)y = Z’Tz/) Wi, aly)

i

= T 3 i(e)(hir aladlemy = T(ala)(X) = / T(ala)dby

y por lo tanto

w(" 7) (A) /T al,)db,. (3)

7 Propiedades asintéticas de los PETs.

La expresién (3) puede tomarse como punto de partida. Una vez definidos los PIVTs de
esta manera, se establece directamente sin dificultad que los momentos de wy son los
indicados en la construccién, y es posible aplicar un teorema del limite central y luego el
Tercer Lema de L¢ Cam para concluir que la distribucion asintélica de w “T(A) es la de

/ T (a1 ) (dbP) 4 6kdFy) = w¥ (A) + 6 / «T~Y%edFy = w" (A) + 6 / hdV.
A A

La existencia de un teorema del limile central que asegure esta convergencia, requiere
imponer alguna condicién sobre «,7. La convergencia en distribucién de w THA) a
wY (A) sobre la familia J de las semirrectas de R, estd asegurada (por un Teorema del
Limite Central de Ossiander, [14]) cuando la familia de integrandos G = {7 (al,): A €
J} estd uniformemente acotada por una [uncién G' € L*H(R,d[y) y se cumple

! A1 (2) .,
/ wog N (£,G, Ip)ds < o0
0

2 - . o . . .
con N[(])(S,Q,I‘o) igual al minimo v para el cual existen conjuntos £ = {(y,.... 0.}y
U = {u,...,u,} de lunciones dc cuadrado integrable tales que, para cada [ en ¢ se
encuentran £ € Ly u € U de modo que { < f <uy |lu—L]]* <2

10



Part 111
Pruebas basadas en PETs.

8 Prueba de Kolmogorov-Smirnov modificada.

Vamos a describir pruebas alternativas a la del Ejemplo 2, siguiendo a [1]. En los trabajos
[7] y [4] se analizan las pruebas de ajuste x* y de Cramér-von Mises respectivamentc.
Proponemos probar Hy mediante la region critica
0

sup [T (A)] > ¢(a)
Aed

con a =T, J={(-co,2]: 2 €R},y

P{sup [w"(A)| > ¢(a)} = a. (1)
Aed

El nivel asintético es «, de acuerdo a (4), y la potencia asintdlica parva H,, es

P{sgp oV (2) 4 8V (2)] > c(a)}‘

= P{sup Jw(u) + du| > c(a)}.

Esto significa en particular que una vez que la [uncion a se ha clegido igual a Tk
para optimizar el sesgo, la potencia asintdtica no depende mds que de la magnitud é del
apartamiento, pero no de la distribucion [y de la hipdtesis nula, ni de la forma & del
apartamiento de las alternativas.

9 Construccidon de isometrias.

Dos sencillas observaciones nos permiten construir las isometrias 7 de L*(R, d[%) que
necesitamos para la construccion de los PETs:

iy SiW = (1o =1,%1,%2,...) es una base ortonormal de L*(R, d ), entonces T : 1); s
i1 es una isometria cuyo recorrido es el complemento ortogonal de la constante 1.

iz Si 7p es una isometria en L*(R, dJ"), entonces
(Trg)(x) = (Tr(g o I o F)) (1"~ (Ly(x)))

es una isometria en L*(R, d[%).

11



La isometria mas sencilla que conocemos ha sido usada por I aratzas en la construccion
del puente browniano a partir del proceso de Wiener en ([8}), -por Lfron y Johnstone
([6]) y por Ritov y Wellner ([15]) en conexién con tasas de azar, e introducida en la
inferencia estadistica por E. V. Khmaladze en [9] con especial énflasis en sus propiedades
de martingala que nuestro enfoque no utiliza. Se obtiene a partir del sistema ortonormal
de los Polinomios de Laguerre, base de L*(R,e *da). La transformacién

T

Tig(e) = gw) = [ o(t)d,

0

que lleva cada polinomio de Laguerre en ¢l siguiente (excepto por el signo) nos conduce,
a través de (1), a ‘

(Tio)(e) = (o) - [ LI 6

cuya inversa es
1 x .
(T () = hw) + Ty /_ RIGIZAG!
Para csta isomelria, la hipdtesis adicional '
lal/(1 = I4)” € L3R, dIy) para algin p >0

basta para asegurar la validez del Teorema del Limite Central que describe la distribucién
asintética de los PETs (ver §7).

Otros ejemplos y el detalle de lo que precede pueden verse en [3]. También alli sc
extienden las isometrias, los PIVTs y las pruebas de ajuste a un contexto multivariante.

10 Construccién de los estadisticos para la Prue-
ba de Kolmogorov-Smirnov Modificada, con la
Isometria de Laguerre.

A partir de la distribucién [y asociada a Hy y del apartaniento normalizado b de las
alternativas de interés, se construye & = 7 =1k, para lo que se necesita elegir una isometria.
Con la isometria de Laguerre (5), tenemos
() L [* k@R
&:v::x—}-————-/ (t)ydFo(t),
(®) = be) + Ty - OO
y el cambio de variables a*(u) = a(Fy ' (u)), nos lleva a
1 u
a*(u) = r(u) + - / k(s)ds.
0

1 —u

Una vez obtenido &, calculamos wy ((—o0,z]) = wx(z)

) i ) i z . (lF t
- T(al(—oo,x])(}‘) = a()\)l{‘\’Sx} — /oo C’t(t)l{tsa:}l__%(‘(%[—)-

12
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) .  a(D)d (1
= a(X)1xgay — A(X Ax), con A(x) = / %)—(_[:%_)l
-0 — Lo\t

Esta funcidn tienc un salto en X que vale wy (X)) —wy (X 7) = a(N), es constante a
la derecha de X (vale a(X) — /Al(X)) y en (—oo, X) se reduce a —Afa).

En el caso particular en que @ es de signo constante, por ejemplo, negativo, w, crece
~ en cada intervalo (X(i-1), X(;y) y salta hacia abajo en cada X(;), por lo que el estadistico

supglw, ()] = max {U)”(/\’(';)) Vv (—w”(X('E)))}
se calcula sin dificultad.

Cuando a es de signo variable, se requicre mayor cuidado para determinar el es-
tadistico. Por cjemplo, si @ cambia de signo en los puntos y,, y2, ..., y., cutonces

supglw, ()] = max {|’LU,L(X(7))| v ]’(U”()\,(—t:))l} V 111;1.x{['wn(yj)]}.

Las tablas siguientes indican las [unciones @ para los ejemplos de las Tablas 1 y 2:
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Tabla 3: Pardmetro @ éptimo para alternalivas de cambio de posicion.

] Distribucion | w*(u) a(r) i
T —I vl
Normal o (u) — M - w(r)
1—u 1 — b (x)
Doble -1 1 )
exponencial | = fu<i/2} 7 o/ae <o)
Logistica \/S(u -1) : “—/-\/é,i}_ 1
R 1 + cos(2u — l)zr) 2 ( 1 )
Cauchy 7 (sin(2u = 1)r — (oo
auchy V2 (qm( 1 yx ) e e
1 - : :

0.2 0.4 0.6

0.8 ]

Figura 5: Funciones de “score” tipificadas para cambios en posicion.



Tabla 4: Parametro @ Sptimo para alternativas de cambio de dispersion.

[ Distribucién | a*(u) | af.r)
1 b ()P () { 2 re(a)
Normal —_— =@ )P —— — (1 — a2 —)
ormal 7 ( ( () + —— 7 z° + T ()
Doble log 2u NS
exponencial 1 2¢u) + ((1 + — ) 1ii<iy2y 1oy + (‘ + T NI 1¢r<0}
Logist; 3 ( + (L Y u ) 3 - mr
ogistica — |+ (L = u)log — -
& V34 w2 L= Vi r? \/-i(l+c"‘/\/3)
sin(2u — 1) NZ] ( 9 x )
Caudl 7 cos(2u — 1 B fuf L AL S Y
e Vie (2 )m+ \/5([ —u)r 1+ a2 o /2 — arclanx

0 0.2 0.4 0.6 0.8 I

IMigura 6: Tfunciones de¢ “score”™ tipificadas para cambios en dispersion.,
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