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Multiplicidades para médulos de Verma

Jorge Vargas !
Resumen

En estas notas describimos, en forma sucinta, los trabajos que culminaron con la
determinacién de algoritmos para el calculo de las multiplicidades de los subcocientes
irreducibles en la sucesién de Jordan-Hélder de los médulos de Verma de las dlgebras
de Lie semisimples complejas. La exposicién sélo presupone conocimientos de algebra
basicos.

Concepto de algebra de Lie

Sea g un espacio vectorial sobre un cuerpo A". Una estructura de algebra de Lie en ¢ es una
funcion

[.]:9xg9g—yg

de modo que se satisface:
i) [, ] es K —bilineal
ii) Para toda terna de elementos w,y, z de g se satisface la identidad de Jacobi. a saber:

(e, [y, 2] + [y [z.2]) + [z, [ 9] = O

y ademas es antisimetrica, esto es, [y, z] = —[z, y]

Ejemplo: Sea A un dlgebra asociativa, definamos una nueva estructura de dlgebra en A por
la regla, [, ]g x ¢ — g por [a,b] = ab—ba, Va,b € A. Un simple cilculo que lo justifica la
asociativad muestra que se satisfacen la identidad de Jacobi v la antisimetria.

Un caso particular e importante es el caso de que A es el dlgebra de operadores lineales de un
K —espacio vectorial V. En este caso, es comun denotar el dlgebra de Lic resultante por gl/(V).
st V.= K™ se la denota por gi(n, K).

El concepto de subdlgebra o ideal de Lieson los de la teoria de dlgebras. Notar que debido a
la antisimetria, los conceptos de ideal izquierdo. ideal derecho o ideal bildtero coinciden en un
dlgebra de Lie. Los conceptos de morfismo entre algebras de Lic y el de cociente de un dlgebra
por un ideal son los usuales. Un dlgebra de Lie es simple si es no abeliana y sus tnicos ideales
son los triviales. Un algebra de Lie es semisimple si es suma directa de ideales simples

Ejemplos:
1)Para un espacio vectorial de dimensién finita V, sea sl(V) el subconjunto de todos los oper-
adores lineales en V de traza nula. Como traza(ab)=traza(ba) para cualquier par de operadores

Este trabajo ha sido parcialmente subsidiado por CONICOR, CONICET, SecytUNC, TWAS, ICTP

177



lineales, se tiene que sl(V') es una subdlgebra de Lie de gl(V). En el caso V = K™ se denota
sl(V) por sl(n, K) 6 sl,. sl(V) es un dlgebra de Lie simple si dimV > 2
2)Sea b es una forma bilineal simétrica o alternante nodegenerada,

{T € gl(V): b(Tv,w) + b(v,Tw) =0, Vv, we vV}

es una subalgebra de Lie semisimple de gl(V').

3) Sean b = totalidad de matrices en gl(n, K') triangulares superiores, nt = totalidad de matrices
en gl(n, K) triangulares superiores estrictas, h = totalidad de matrices diagonales en gl(n, K).
Un calculo directo justifica que los tres ejemplos son subélgebras de gl(n, K), ademds nt es un
ideal en b.

Representaciones de Algebras de Lie

Sea g un algebra de Lie sobre un cuerpo Ky V un K —espacio vectorial. Una transformacion
lineal 7 : g — Endg (V) = gl(V) es una representacion de g en V' si r([X,Y]) = n(X)n(Y) -
(Y)r(X)VX,Y € g. Esto es, si ([X,Y]) = [r(X),n(Y)]VX,Y €g.

Usualmente, denotaremos por (7,V) una representacién 7 de g en V. A veces, imitando la
teorfa de médulos sobre un anillo, llamaremos un g—mddulo a una representacién m de g en V
Ejemplo: 1) La representacion trivial g en K, la cual esta definida por 7(X) =0V X € g.

2) Sea g = gl(n, K)y V" =el espacio vectorial de polinomios a coeficientes en K en las variables
X1,---, X, de grado menor o igual ar.

Sea 7 : gl(n, K) — Endg (V") definida por (A€ gl(n,K),pe V")

1=n 9
(R(AW) (X, Xa) = = Y (AX):i 5
1=1 '

Aqui (AX); denota la i-sima componente del vector que se obtiene al multiplicar A por el vector
columna X = (X1, . Xn).

Denotemos por V(d) (d = 0,1,...) el espacio de polinomios homogéneos de grado d las vari-
ables X1, -+, X,. Como las primeras derivadas parciales de un polinomio homogéneo de grado
d, resultan polinomios homogéneos de grado d — 1y debido a que (AX); es un polinomio ho-
mogéneo de grado uno, se tiene que 7(A)p € V(d),si p € V(d).

Esto es un ejemplo de:

Definicion: Sea (r,V) una representacién de un ilgebra de Lie g. Un subespacio W de V' se
dice g—invariante si (X )w € Wpara cada w € W y para cada X € g.

De esto, {0} y V son subespacios g—invariantes para cualquier representacion.

En el ejemplo hemos verificado que V(d) es un subespacio gl(n, K)—invariante de V" por la
representacién 7 definida mas arriba. Notemos que V7 = VYo V(1)@ --- & V(r), siendo la
suma directa una suma gl(n, K')—moddulos.

Estudiemos en mayor detalle los V(7).

Definicion: Diremos que una representacién (w,V) es irreducible, si los dinicos subespacios
g—invariantes son los triviales. De lo contrario, diremos que es reducible.

De esto, V7, (r > 1) es una representacion reducible de gl(n, K).

Proposicion 1: La representacién (r,V(d)) de gl(n, K) es irreducible.
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Demostracién: Sélo para n=2. Por definicién, V(d) consiste de los polinomios en las va-
riables z,y, homogéneos de grado d. Recordemos que la accién de sl(2, K) esta definida por
(m(A)p(z;9) = ~[(az +by)FE + (co + dy) 3

Una base de s{(2, K') es:

1 0 0 1 00
H_O—l’ E_}O 0” F_‘IOI (1)
las relaciones de conmutacién son:
[H,E)=2F, [H,F] = —2F, [E,F]=H (2)

Recordemos que dim V(d) = d + 1 y que una base ordenada de V(d) es

{ydv yd_1$7 Tty yxd_17 xd}

Calculemos la matriz de m(H),m(E)y 7(F) en esta base.

T(H)(z'y*™) = —(iza~yd™" = (d - i)yaTyd—i—1 = —(d — 2i)z'y*~". Por tanto, la matriz de
7(H) es diagonal. A » . _ A
Como m(E)(z'y?™t) = —(yiz*~lyd=i = —12'"1y4=+1 se tiene que la matriz de m(E) es tri-

angular superior. Los tnicos coeficientes no nulos de la matriz de m(E) son los de la diagonal
principal superior.

Notar que 7(E)(y?) = 0.

Como 7(F)(z'y*™") = —(a(d ~ i)z'y* 1 = —(d — 1)2*+1y¢ =1 se tiene que la matriz de n(F)
es triangular inferior, las tnicas entradas matriciales no nulas de m(F') son los de la diagonal
principal inferior.

Notar que 7(F)(z%) = 0.

Sea v, = n(F)"(y?), parar = 0,1,---,d, sea V441 = 0.

Calculemos las matrices de 7(H),7(E) y 7(F) en la base {vo, -+, v4}.

Para m(H), es la misma que antes, ya que por induccién en r se tiene que: w(H)(vo) =
d, 7(H )v, = n(H)r(F)v,_q == [7(H),7(F)(v,_1 )+

+7(F)(r(H)(vr—1) = —270(F)o._y + (d = 2(r = 1))x(F)v,_q = (d - 2r)v,

Fijemos v_; = 0, entonces se tiene que 7(E)(v,) = r(d — r + 1)v,_q, en efecto, para r = 0,
T(E)(wo) = 0. 7(E)(v,41) =

= 7(E)n(F)o, = [x(E),n(F)](n,) + x(F)x(E), =

=m(H)v, + n(F)(r(d—r+ 1)),y = ((d=2r) + r(d— 7 + D)ve = (r+ 1)(d ~ r)o,.

Por consiguiente, 7(E)(v,) = b,v,_; donde b, = r(d~r +1). Notar que b, = 0, b, #0,Vr=
1,---,d.

Probemos ahora que V(d) es una representacién irreducible de sl,. Sea W un subespacio
sly—invariante, como 7(H) es diagonalizable y 7(H)W C W se tiene que m(H) contiene un
autovector v en W. Como los autovectores de w(H) son {vg,---,v4}, se tiene que v = v, para
algun r. Debido a que 7(F)W C W, entonces v,41.---,vg pertenecen a W. Como m(E)W C W
y m(E)(v,) = byv,_1 con b, = 0,b, # 0,V r = L,---,d se tiene que v,_y,---vg € W. De esto,
W = V(d). Lo que concluye la proposicién.

Notemos que para cada dimensién d, hemos construido una representacion irreducible de
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sl(2,K)
Probemos ahora que estas son "todas”, para esto es necesario definir ”todas”
, q ' P

Definicién: Dos representaciones (7,W),(o,V) de un algebra de Lie g son equivalentes si
existe una transformacién lineal, biyectiva, T : W — V que entrelaza las representaciones,
estoes,siTom(X)=0(X)oTVX €g.

Por razones de dimensién se tiene que (7, V(d)) no es equivalente a (7, V(k)) para k # d.
A manera de ejercicio proponemos probar al lector: Si Xy,---, X, es una base de g, ‘{vo, e, vg}
es una base de V, {wo, - -+, wy} una base de W de modo que para cada j la matriz de 7(X;) en
la base w es igual a la matriz de o(X;) en la base v , entonces las representaciones (m,W),(o,V)
son equivalentes.
Usaremos este simple hecho para probar:
Proposicién 2: Sea (m,V) una representacion irreducible de sly de dimensién d + 1. Entonces
(7,V) es equivalente a (7, V(d)).
Demostracién: Probemos que existe una base ordenada de V' de modo que la matriz de 7(H),
7(E) y n(F) en dicha base coincide con las calculadas para V(d) al final de la prueba de que
(r,V(d)) es irreducible. Por ser K algebraicamente cerrado y V de dimensién finita, m(H ) tiene
autovalores. Denotemos por V. el autoespacio de 7(H )de autovalor c. Se tiene que:

T(F)V,. C Vg, m(EW. C Ve
En efecto, si v € V., 7(H)n(F)v = [x(H),7(F))(v) + n(F)(r(H)v = =2 (F)v + cer(F)v =

(c = 2)v, De esto, m(F)v € V._3. De manera andloga se prueba la otra inclusion.

Sea ¢ un autovalor de #H y v un autovector de autovalor c¢. Los vectores n(E)"(v) r = 0,---
pertenecen a distintos autoespacios de m(H). Por consiguiente, son linealmene independientes.
Como dimV es finita, existe r de modo que m7(E) (v) # 0y m(E)ytY(v) = 0. Sea w = w(E) (v).
Tenemos que w # 0, 7(H)(w) = mw (m =nimero complejo y m(E)(w) = 0. Veamos que el
subespacio Z :=generado por los vectores {r(F)*(w) k = 0,---} es sly—invariante.

Como 7 (H)(m(F)F(w)) = (c—2k)7(F)*(w) tenemos que 7( H)Z C Z. Por construccién 7(F)Z C
Z. Por induccién probemos que 7(E)(x(F)*(w)) = cem(F)*~Y(w), donde ¢k = k(m — k + 1).
Para k = 0 como TEw = 0yco = 0 vamos bien. r(Eyr(F)fw = [W(E),W(F)](W(F)k_lw) +
r(FYr(E)r(F)flw = r(H)n(FYlw+n(F)(k—1)(m~ kVm(FYe—2w = ((m—2(k—1))+ (k-
1)(m — 2k))r(F)*~'w = ¢xm(F)*'w. Por lo tanto, hemos comprobado que Z es sl;—invariante
y ala vez, hemos calculado la matriz de n(H ),m(E)y 7(F) en la base 7(F)*w, k = 0,---,d. Por
la irreducibilidad y como Z # 0 se tiene que Z = V. Para concluir que las matrices calculadas
son iguales a las calculadas en V(d) nos falta verificar que m = d. Para comprobarlo notemos
que la matriz de 7(H) en la base recien calculada es:

m 0 0

0 m-2 ... 0
[x(H)]= | . : :

0 0 m-2d

Ahora H = [E, F) Por lo tanto, trar(H) = 0. Por otra parte, 0 = trar(H) = (d + )m-(2+
44---+2d)=(d+ 1)m—2d(d+1)/2 = (d+1)(m - d) = 0. Como K tiene caracteristica cero,
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se tiene que m = d. Lo que concluye la prueba de la equivalencia.
Notar: toda representacién irreduciblede si(2, K'), K algebraicamente cerrado y de caracteristica
cero tiene un vector no nulo anulado por E y que es autovector de H con autovalor dimV — 1.

Algebra Universal Envolvente de un dlgebra de Lie,

Informalmente, el dlgebra universal de un dlgebra de Lie es el dlgebra asociativa generada
por una base (X;)i<i<n de g sujeta a las relaciones X;X; — X;X; = [X;, X]

Formalmente, un modo de construirla es el siguiente: Sea T(g) el algebra de tensores con-
travariantes de g. Esto es, como espacio vectorial,

Tg)=Kogd(gQg)P(9®9IQY)P(9QIQRIRg) P --

La estructura de algebra es la que origina la multiplicacién de tensores. Ahora consideramos
el ideal I en T'(g) generado por los tensores X @ Y - Y ® X — [X,Y] con X,Y variando en
g. El algebra cociente la denotamos por U(g) y la denominamos el Algebra Universal de g”.
Fijemos (X;)i<i<n una base de g. Por consiguiente, en principio el algebra universal de g
estad generada i;o_r los monomios desornados en los elementos que corresponden a (X;)1<i<, sin
embargo, usando las relacione entre estos elementos y alglin‘ trabajo, se tiene: o

Teorema (Poincaré, Birkhoff, Witt )(PBW). Los monomios ordenados asociados a la base
(Xi)1<i<n constituyen una base del espacio vectorial U(g). Mas precsisamente, denotemos nue-
vamente por (X;)i<i<n los elementos correspondientes en U(g) a la base de g antes seleccionada.
Entonces, el conjunto

Xlk1 e X,lf" : (k1,...,k,) esunan — upla deenteros no negativos arbitraria

es una base del espacio vectorial U(g).
Para una demostracién consultar [H].

El 4lgebra universal tiene la siguiente propiedad universal. Si 7 : ¢ — ¢; es un morfismo de
dlgebras de Lie, entonces 7 origina un tnico morfismo de algebras asociativas 7 : U(g) — U(gy)
que hace conmutativo el diagrama:

La demostracion consiste en recordar que cualquier transformacién lineal de un espacio
vectorial en un algebra asociativa se extiende a un morfismo de lgebras desde el algebra tensorial
del espacio vectorial en el dlgebra asociativa. Como en nuestro caso comenzamos con un morfismo
de élgebras de Lie, la extension es cero en el ideal utilizado para construir el dlgebra universal
de g, por tanto la extensién cae a un morfismo de dlgebras asociativas desde U(g) en U(gy).

Con la misma demostracién se verifica que cualquier morfismo de un algebra de Lie en
el dlgebra de Lie subyacente en un élgebra asociativa se extiende a un morfismo de 4lgebras
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asociativas desde el dlgebra universal del dlgebra de Lie en el dlgebra asociativa. En particular
toda representacion (7,V) de g origina un morfismo de algebras de asociativas desde U(g) en
End(V). Refinando lo afirmado se prueba que la categoria de representaciones de un algebra de
Lie g es equivalente a la categoria de U(g)—moddulos. Por consiguiente, por un lado podemos
aplicar todo lo conocido para médulos sobre un anillo a las representaciones de algebras de Lie
y por otro podemos usar las representaciones de algebras de Lie para verificar conjeturas sobre
modulos sobre un anillo en una categoria muy particular.

Una consecuencia del teorema de PBW es que para cualquier subdlgebra s de un dlgebra
de Lie g, la inclusién de s en g determina una inclusiin del algebra U(s) en U(g). Si ahora
pensamos U(g) como U(s)-mddulo por multiplicacién a izquierda entonces U(g) es libre como
U(s)—médulo. Puesto que si m es cualquier subespacio vectorial suplementario de s en g,
entonces, por PBW, los monomios ordenados en una base de m constituyen una base de U/(g)
como U(s)—médulo. ,

Otra consecuencia es que U(g) no posee divisores de cero.

Representaciones Inducidas.

Sea U(g) ® V el producto tensorlal de los i —espacxos voctorlalos U{g) y V". Consideremos el
subespacio Y generado por '

{dp@v—d®alp)v), de Ulg),pe U(b ). el }

Convengamos en denotar el espacio cociente (U(g) ¢:c V')/Y por (/(q) -V

La coclase de d € U(g)@x V la denotaremos por ¢(d).

U(g) se representa en el espacio vectorial (U(g) ¢:, V) del modo siguiente. sea v @ {/(g) —
Endp(U(g) ®, V) definida por

m(d) c(q @ v) = c(dq (. v) para d,q€ U(g), vel

y extendida por linealidad al espacio (U/(g) ¢, V). ‘

7 estd bien definida puesto que c(q ) v) = c(t & w) implica (q ¢ v) —(t & w) = S(dypi
v, — d; @ o(p:)(v;)),donde d; € U(g),p; € Ulb),v; € V., de esto, (dg = v) — (dt -2 w) =
>-o(ddipi&v;—dd;©o(p;}(vi))] =a un elemento de Y. Probemos que 7 es un morfismo de dlgebras
asociativas, si d,t € U(g), n(d)om(t)c(q o v)) = n{d)e(tq i v) = eldtg i v) = w(dt)e(q = ).
Por consiguiente 7 : U(g) — Endp(U(g) &, V) define una representacion de U(g).

Definicion: Convengamos en denominar la representacion (7, U(g) %, V') de ['{g). la repre-
sentacion inducida por (o,V) a g.

. Las preguntas que surgen‘son: ;Cuando la representacion inducida es irreducible?; . ;si calcu-
lamos los subcocientes irreducibles de la serie de.Jordan-Hoélder de todas las representaciones in-
ducidas, obtenemos todas las representaciones-irreducibles de g7, o en su defecto, que propiedades
tienen estas irreducibles, ;Cuando una representacién.inducida tiene una serie de composicién
finita? S : : S (

Como ejemplo estudiemos -en detalle el caso g = 51(2 K ) y tomemos. como b la subdlgebra de
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matrices triangulares superiores.

Esto es
b:{(g b ) abe K}

—a

Sea, para cada A € K,
oy, :b— K

m(ﬁ_i):Q—na

es facil verificar que (o), K') define una representacién de b en K.
Convengamos en denotar por (7, M) la representacién inducida a sl(2) por (o), K). De esto,
M)y = U(sl(2,K)) ®,, K. Para cada nimero natural A, denotamos por L) la representacién
irreducible de sl; de dimensién A. De esto, Ly = V(A — 1)
Se tiene:
Proposicion 3:
i) Si A ¢ {1,2,...}, entonces M) es irreducible.
ii) Si A € {1,2,...}, entonces,

00— M_, —M,—L,—0
es una sucesién exacta. (Notar que M_y y Ly son irreducibles por la hipétesis de ii)
ili) M) es un sl; médulo primario.
Demostracién:
Recordemos la base E, F, H de sl; definida en (1).
Una base de M)y es {c¢(F"® 1), n > 0}.
En efecto, una familia de generadores de My es ¢(F"H*E"™ @ 1), n,r, s, niimeros enteros noneg-
ativos, sujetos a las relaciones, (F"H°E™ ® 1) = (F" ® 0 \(H*E")(1)). Como o\(H°E") =
(A =1)%6r0, se tiene que ¢(F"H*E” ® 1) = ¢(F™ ® (A — 1)*6,0), por lo tanto, {¢(F"®1), n > 0}
generan M). La independencia lineal es consecuencia del teorema de PBW, los detalles los
haremos cuando estudiemos el caso g = si(n, K).
Por comodidad convengamos en escribir (F* @ 1) := ¢(F™ ® 1) y tambien d.(F" ® 1) :=
T(d)(F"®1),Vde U(g).
Un célculo inductivo conduce a:

F(Fr@1l)=Frtlgil

E(Frel)y=n(A-n)(F"1®1)

H{F'®l)=(A-1-2n)(F"®1)
El primero es obvio, el segundo y tercero lo hicimos al probar que toda representacién irreducible
de dimensién finita de sl; es equivalente a V(d)
Notar que si A ¢ {1,2,...} entonces n(A —n) # 0 paran > 1.
Probemos que si A ¢ {1,2,...} entonces M) es irreducible. Sea V C M) un subespacio sl,(K)
- invariante. Como H actda en forma semisimple, existe N tal que F¥ ® 1 pertenece a V. La
primera férmula dice que F"® 1 € V ,paran > N y como n((A—n) # 0 para n > 1 se tiene que
F"® 1€V paran < N. En consecuéncia V = M) y hemos probado i).
Para A € {1,2,...},sea v = F* ® 1. De esto, Hv = (A= 1) = 2\)v =
= (=X = 1)v. Como A es natural, E.(F* ® 1) = A(A — A)v = 0 Por lo tanto, el subespacio Z)
generado por (F"®1), n > A es un subespacio sl;—invariante. Veamos que la accién sly en Z), es

definida por

183



irreducible, en efecto, nuevamente H en Zy es diagonalizable , E.(F"®1) = n(A—n)(F"" ' ®1)
implican que E.(F® ® 1) # 0 Yn > A, un argumento similar al hecho en parrafos anteriores
fuerzan a que Z, es irreducible. Posteriormente probaremos que M_, es isomorfo como sl
médulo a Z), una manera de convencerse de este hecho es notando que en bases convenientes
de M_, y Zy los operadores E, F, H tienen la misma matriz. El cociente de M\ por Z, tiene
por base las coclases de {F* ® 1, n = 0,1,...A — 1} en consecuencia dimMy/Zy = A. Un
razonamiento analogo permite concluir la irreducibilidad de este cociente. Esto concluye ii).
Para probariii) Sea M) que admite un submédulo no trivial V, deseamos probar que V no admite
un médulo complementario. Por tanto, M) es reducible (lo cual equivale a que A es natural no
nulo), veamos que V' = Z,. En efecto, VNZ\ es un sly—submddulo de Zy, como Z) es irreducible
se tiene que V N Z, es igual a {0} o a Z), si la interseccion es cero, entonces la proyeccién de V
en M,/Z), es un sl; submddulo notrivial, como M, /Zy es irreducible, se tiene que la proyeccén
de V es igual a M,/Z,, por consiguiente, existe un vector v en Zy de modo que FO ¢ 1 + »
pertenece a V. Por lo tanto, E.(FO® 1 +v) € V, pero, E(F°®14v)= FE.v € Z\, por con-
siguiente, F.v € VN Zy = {0} cdmo el dnico vector de Z, anulado por £ es FA® 1, se tiene que
(FOR1)+(F*®1) € V. Deesto, H[(FOQ1)+(F*@1)] = (A= 1)(FP@1)+(A—-1-2X)(F¢il) =
A=D(FO@ 1)+ (-1 - A)F'®1) € V,lo cual implica que 2A(F° @ 1) € V', como A > 1.
se tiene que (F°® 1) € V,de esto V = M), absurdo, por consi guiente V' N Z\ = Z,, de esto.
V O Z,, consideremos nuevamente la proyeccién de V' al cociente My /Z) por irreducibilidad es
todo o el trivial, si es todo el V original coincide con My, absurdo, por tanto V' = Z\. Lo que
concluye la demostracion de iii).

Representaciones inducidas (Mdédulos de Verma)

A continuacién presentamos resultados debidos esencialmente a Harish-Chandra (1951).
Verma (1965) y Bernstein-Gelfand (1970), si bien los resultados sobre representaciones induci-
das que describiremos son vdilidos para cualquier algebra de Lie semisimple, por simplicidad
en el lenguaje nos restringiremos a estudiar el caso particular del dlgebra sl := sli(n, ). En
concreto, comenzaremos a estudiar las representaciones de sl, que se obtienen al inducir rep-
resentaciones unidimensionales de la subalgebra de matrices triangulares inferiores, hoy en dia
estas representaciones se las denomina médulos de Verma. Andlogamente a lo verificado para el
caso n = 2, para los médulos de Verma, probaremos que admiten una serie de composicion finita
y describiremos sus subcocientes irreducibles, en este caso se requiere herramientas matematicas
de mayor complejidad, las cuales las describiremos a medida de su necesidad. Sistematicamente
se evidenciard como un mayor conocimiento de la estructura interna del algebra universal nos
proporciona mayor informacién sobre sus representaciones.

De ahora en mas, K indica un cuerpo algebraicamente cerrado de caracteristica cero. si bien
esta hipbtesis no es siempre necesaria, simplifica algunas demostraciones.

Para comenzar probaremos:

Proposicion 4: Si g es un algebra de Lie de dimensidn finita, entonces U(g) es un anillo noethe-
riano.

Sea U,(g) el subespacio de U(g) generado por los elementos de orden menor o igual a r, i.e por
los monomios que son producto de a lo sumo de 7 elementos de g. Si x1,---, I, es una base de
U(g) por el teorema de PBW se tiene que los monomios

z'l“ --'rﬁ", ij <r
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forman una base de U.(g). Por consiguiente el espacio cociente U,(g)/U,_1(g) admite como
base zkl -+, Zkn 5" k; = r (aqui, @ denota la clase de a en U (9)/Ur-1(g)), de esto, el algebra
gradua.da de U(g), que por definicién es gradU(g) = &%2,(U.(g)/U.-1(g)), resulta el algebra
de polinomios en las variables Z;,---,%,. Por un teorema de Hilbert, el algebra de polinomios
a coeficientes en un cuerpo es un anillo noetheriano. Sea, I; C <+« [, --- una sucesién creciente
de ideales izquierdos en U(g), se tiene que la sucecién J,, := B2 (Ur(g) N 1)/ (Ur—a(g) N 1)
es una sucesion creciente de ideales en gradU(g), como este tltimo es noetheriano, se tiene que
Jm = Jmy1 = -+, de esto, I, = I;pyq -+, lo que concluye la prueba de U(g) noetheriano.

Una consecuencia de esta proposicién es que todo ideal de U(g) es finitamente generado, otra
es que toda representacién finitamente generada, de U/(g) admite submédulos maximales, en
particular, admite un cociente irreducible.

A partir de esto, estamos en condiciones de comenzar a estudiar los médulos de Verma. Lo
haremos para el caso g = sl(n, i)
Sea b = sudlgebra de matrices triangulare superiores en sl,. De esto,

b= {(a,'j) tal que ai;; =0V1<j}

b contiene la subdlgebra de matrices diagonales h y la subalgebra nt de matrices estrictamente
triangulares superiores. Es claro que b= h & nt. Ademds, [h,nt] C n*, [b,b] C nt. Sea n~ la
subalgebra de matrices triangulares inferiores estrictas. Se tiene que eln = n~ b b puesto que
toda matriz es suma de una triangular superior y una estrictamente triangular inferior.
Por definicién, los médulos de Verma de s, son las representaciones de s, que se obtienen al
inducir representaciones unidimensionales de b.

Para A € h* sea 0y ; b — K = Endy(K) definida por

hl 12 ... djin
0 hy ... ag,
2% I [ TV A A
: 0 . 4n
0 0 ... h,

Como, [b,0] C nt y oy(nT) = 0, se tiene que o\ es un morfismo de algebras de Lie. esto es, o,
es una representacion de b.

Consideremos la representacién (7. (U(sl,) & iay, V) de U(sly).

Se tiene:

Proposicion 5: El espacio vectorial (U(sl,) o, ') es isomorfo al espacio vectorial ['(n™).
Prueba: Sea ¢ : U(n™) — (U(sl,) ©., K) por la férmula, o(q) = clqg&1).

¢ es una transformacién lineal suryectiva pués un elemento tipico de

(U(slp) ®s, K) es de la forma c(d @ 1) (recordar que estamos calculando un producto tensorial
del tipo W ® K'), se tiene, escribiendo d = Y. fipisl fie Un™). pi € U(b). quec (dw 1) =
(2 oa(p)fi @ 1) = (X, oa(pi) ).

Para probar que es inyectiva acudimos al teorema de PBW, si &(q) = 0, entonces ¢(g@ 1) = 0 en
(U(sln)®q, K), lo cual implica que (¢ & 1) = Yildipi @1 —d;®o\p)), di € U(g), pi € U(b).
por consiguiente, ¢ = > (d;p; — (ox(p;))d;), escribamos d, = Z 4ijpi; donde ¢;; € U(n™) p;, €
U(b), reemplazando en la igualdad para ¢ resulta, ¢ = PR Z Gi; PisPi — (0a(pi)) 22, Gispiy - el
miembro izquierdo de la igualdad pertenece a U/(n~), mientras que el miembro derecho es suma
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de productos de elementos en U(n~) por elementos de U(b), por la independencia lineal en el
teorema de PBW esto sélo es posible si cada uno de los factores en U(b) de grado mayor o
igual a uno que estan acompafiados de factores en U(n~) son nulos, por lo tanto, ¢ = ) g —
(6x(1)) S ¢i; = 0, aqui, el 1 escrito es la identidad de U(b) y recordemos que un morfismo de
anillos lleva 1 en 1, por consiguiente el igual a cero es correcto. Esto concluye la prueba de
proposicion 5.

Una consecuencia importante de esta proposicién es:

Proposicion 6: m(H) : (U(sln) @y K) — (U(sln) ®, K) es un operador diagonalizable.

De la prueba surge una expresién explicita de sus autovalores y autovectores.

Verificiacién: si e;; indica la matriz con un uno en el lugar i,j y cero en los otros lugares y
H = (hy, -+, hn),un célculo muestra que [H,ei;] = (hi — hj)es;

Sabemos que las matrices ea1,€31,€32, ", €nn—1 forman una base ordenada de n~. Por PBW
los monomios en estas matrices constituyen una base de U(n™). Via ¢ estos monomios se
transforman en una base de (U(sl,) ®,, K). Calculemos, 7(H) en uno de estos monomios Para
cada 7 > s definimos a,; : h — K por la férmula:

ars(hla T hn) = hr - hs
[H,ers] = ars(H)ers (5)
Por induccién en k probemos que U(sl,) vale la identidad
Hek, = 5 H + ka,s( H)ek,

En efecto, para k = 1 el miembro izquierdo es He,; = Heps + [H,e,s] =miembro derecho
Hek = He,seft = [H,e,«s]e’,‘;1+ersHefs‘1 = a,S(H)e,sefs‘l-|—eTs(ef?S’lH+(k—1)a,s(H)e,’?s”l) =
lado derecho.

Ahora,
r(H)e(ef el eyt ey ©1) =
ko1 ka1 k knn—1-
(3 ks (H)el(e 5t efit e ) @ 1]
knn—
tel(epPesy sy o e ) H @ 1) =
ko1 ka1 k knn—
(ACH) + (D kija (H))el(e3 e5t €55 - e7) @ 1]
Por consiguiente los monomios (egi’ egil eggz ceey eﬁ’;"_’ll ® 1) son autovectores de m(H ). Sabe-

mos que estos monomios constituyen un generador de U(g) ®, &', por ende n(H) es diagonaliz-
able. Lo que concluye la proposicién.

Por ser U(n~) un &lgebra resulta un U(n~)—médulo por multiplicacion a izquierda. De
ahora en mas, cuando pensemos a U(n~) como U(n~)—mddulo es con esta accion.
Para proseguir necesitamos: ,
Definicion: Sean (m,V), (o, W) dos representaciones de un dlgebra de Lie g, un operador de
entrelazamiento de (7,V) a (0, W) es una transformacién lineal T : V. — W de modo que
Tor(X)=o0(X)oTVXE€Eg.
A manera de ejemplo, sea ¢ como en la demostracién de proposicion 5, entonces
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Proposicion 7: ¢ es un operador de entrelazamiento entre las representaciones de n~ en U (n7)
y (U(sly) @0, K) .

Verificacién: Recordemos que ¢(q) = c(¢® 1)g € U(n™). Si z € n~, entonces, ¢(zq) =
c(zq® 1) = 7(z)c(q® 1) = 7(z)é(q), lo cual prueba que ¢ entrelaza.

Notemos que para cada
z € nt se tiene que m(z)(c(1® 1)) = 0,
puesto que m(z)(c(1® 1)) = ¢(z2 ® 1) = ¢(1® ox(z)) = ¢(1® 0) = 0, la pentiltima igualdad se
Justifica porque 0(z) = 0 para z € n*. En resimen tenemos que (7, U(g) ¢, K) goza de las
propiedades siguientes:
Siv=¢(1®1), entonces U(g) ®,, K = U(sly).v,
tv=0VzentyHv=XNH)v,YVHEh
Esto es un ejemplo de:

Definicion: Fijemos A € h*. Una representacén (m,V) de sl(n, K') diremos que pertenece a
la categoria O, si:
i) Existe v € V de modo que V = U(sl,).v
iiyzv=0Vezenty Hv=AH)v,Y Heh
Ejemplos:
1) (7, U(sly) ®y, K) € Oy
2) Sea (m,V) una representacién irreducible de dimensién finita de si(n, k), se tiene que
(m,V) € O, para A conveniente. Para una demostracién, consultar [H]

Destaquemos que todo elemento en la categorfa Oy admite submédulos maximales puesto
que son médulos finitamente generados sobre un anillo noetheriano. Un teorema de Gelfand y
otros prueba en realidad que son médulos de tipo finito.

Lema 8: Sea (n,V) € O,, entonces
2) V = m(U(n"))(v)
b) Para H € h, 7(H) actia como un operador semisimple de V.
Prueba: Sea ¢ = n(n—1)/2=dimnt = dimn~.
Por el teorema de PBW, si F,- < Fy, Hy,- -+, Hoy, Ey, -+, E, es una base ordenada de si,
elegida de modo que F; e n~, H; € h, E; € n*, sabemos que los monomios

s1, L ek gka-r gy pPe
FrY - FUH H,"7 E5 Eq

constituyen una base de U(sl,) como K —espacio vectorial. Ahora,
si 3_p; > 0 entonces por ii) se tiene que n(E --- E7)v = 0, ademés por ii) se tiene tambien
que T(HF Y s v = E;:ll A(H;)* (v), por consiguiente, es valido que:

n—1

m(F - FUHP - HTDER - ER)(0)=0 sy pi> 0

n—1
(Y FPH - HIPED B (0) = Y MH) P r(F - F)() si Y py = 0

i=1
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De esto, 7(U(n™))v = V lo cual verifica a).
Para la parte b) elejimos mejor la base de n™, esto es, elejimos

{Fi,- Fo} = {621,6317632,"',€nn—1}
Por a) los vectores,

W[(egﬁlegil ek efl';"_'ll Ju tal que k;; € Naturales
generan V, un célculo similar al realizado en la prueba de proposicién 7 tiene como consecuencia
que 7(H) es diagonalizable, lo que concluye b)
Notar que en realidad hemos probado que los operadores m( /) son simulténeamente diagonal-
izables al variar H € h, puesto que la base de autovectores construida no depende de H. Esto
motiva la siguiente
Definicién: Sea (7,V) un sl,médulo y p € h*, el p— autoespacio de y en V es:

V,={weVtalquen(H)w=p(H)w. V H € h}
Por parte b) del lema anterior, se tiene que para cada (m,V) € O, vale que
V = Z v,
weh*

Notar ademas que para (m,V) & O, se tiene:
j) Si V, # 0, entonces p = A+ > k50, con kg enteros nonegativos y v > s.
jj) dimV, < co. En efecto un generador de V), es
r[(elﬁl elﬁl (l;%? cee efl’;"__ll )]v tal que k;; € Naturales
de modo que p = A+ Y kysap5 con ki enteros nonegativos y r > s.
Por tanto dim V,, < cardinal (k) -~

Ahora,{ag1, @32, 043, Gnn_1} €s una base h™y vale, para r > s que Qg = Qrr—y + Qo172 +
-+ agu1s, por lo tanto, g — A = ZT>S k,s,s =combinacién lineal con coeficientes enteros no
negativos de {ag1, 32, 043, " s Qnn_1}, por tanto el nimero de familias de enteros no negativos

k., que contribuyen (posiblemente) a V), es finito, por consiguiente dim V), < oc.
jjj) Va = Kv =miltiplos de v

En efecto, si ﬂ[(egglegileggz . ﬁ'r‘L”_‘ll )Ju € Vi, entonces se tiene que A — A = Y ros krsars = 0.
COMO Qys = Oppol + Crogr2 + -+ + Qgy15 ¥ ks 2 0 se tiene que k,;, =0V 7 > s.

Definicion: Para (7.V) un sl,—médulo y p € h* decimos que y es un peso de V si dim V), > 0.
el nimero dim V, lo denomimos la multiplicidad del peso p.

Definicion: Si V. € O, diremos que V' tiene peso maximo A.

Ejemplos: Para el caso sly, los pesos de U(sly) @y, 1) son

{A+nayjz,n=0,1,--,

y cada uno tiene multiplicidad uno, puesto que una base de U(sl,)@s, K )es FP@1,n=10,1,---,.
Nuevamente para el caso sl y las representaciones de dimensién finita V(d), aqui los pesos son
las funcionales lineales que en H valen d —1—2n,n=0,1,---, (d — 1) como lo hemos verificado
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la unidad anterior, de esto, los pesos de V(d) tienen multiplicidad uno.

Para el caso sl, y la representacién (r,U(sl,) ®;, K), debido a que una base de U(sl,) ®,,
ka1 ka1 ka2 knn 1

K) es (eyi'eziess? -+, e ') ® 1, tal quek;; son enteros no negativos arbitrarios, se tiene
que (U(sln) ®«, K)). = al subespacio de base (ek egi‘ ek ... n',‘l" T)®1, talque g — A\ =

D r>s krsttrs El lector puede reescribir esta ltima igualdad en el lenguaje de la teorfa de parti-
ciones y de alli deducir una férmula para dim V.

Probemos ahora que (7,U(sl,) ®,, K) es un objeto universal en la categoria ©). Esto es:
Proposicion 9: Si (r,V) € Oy entonces existe T : U(sl,) ®,, K — V, K —lineal, suryectiva y
sl, —morfismo.

Prueba: Puesto V € O, se tiene que existe v € V de modo que V = U(sl,)v, Hv = \(H)v (H €
h),z.v =0 (z € nt). Por otro lado,U(sl,) ®,, K = (U(sl,) ®x K)/Y donde Y =subespacio
generado por{dp ® 1 — d ® o\(p)l,d € U(sl,), p € U(b)}. Sea T : (U(sl,) ®x K) - V
definida por T(d ® 1) = n(d)(v). Por defincién T es lineal, veamos que T(Y) = 0, en efecto,
T(dp®1-d®1) = n(dp)v—7r(d)(or(p)v) = 7(d)(A(p)v— A(p)v) = 0. Por consiguiene, T" define
una aplicacion lineal T' : U(sl,) ®,, K — V por la férmula T(c(d® 1) = n(d)(v). V = U(sl,)v
implica que T es suryectiva. T entrelaza las representaciones puesto que 7T'(d.(¢ ® 1)) =
T(dq® 1) = n(dg)(v) = n(d)w(g)(v) = 7(d)T (¢ ® 1), lo que concluye la proposicién.

Aplicacién, para n = 2, hemos probado M) > Z\ = U(sly)(F* ® 1), debido a que un algebra
universal no tiene divisores de cero, resulta en este caso T inyectiva, de esto, Zy ~ M_,.

Ahora continuamos indagando en la estructura interna de los elementos de la categoria O,
Proposicion 10: Para todo (7, V) € O, se tiene que admite un unico submédulo maximal. Ade-
mas, el médulo cociente que se obtiene es irreducible y pertenece a la categoria O,
Verificacién: Recordemos que por jjj) sabemos que Vy = Kv. Sea V, = E##\ V., por tanto, el
subespacio V es propio. Afirmamos que para todo submédulo propio Z de V esta contenido en
V4, en efecto, por ser submédulo y debido a que 7( H) es diagonalizable para H € h, podemos
escribir Z = Zu(Vu N Z), como dimVy = 1, V\ N Z es el subespacio trivial o unidimensional,
si fuera unidimensional tendriamos que V\ C Z y por consiguiente, Z serfa igual a V', con-
tradiccion, por lo tanto, Z C V.. Sea Z la suma de todos los sl, —submédulos propios de V', por
la afirmacién anterior Z C Vy y en consecuencia es propio, tambien es claro que es maximal por
consiguiente el cociente V'//Z es sl,—irreducible. (Denotemos la clase de equivalencia de w € V
en V//Z por w), debido a que la proyeccion de V en V/Z es un U(sl,)—morfismo, se tiene que:
tv=av=0Yaeent; Ho=Ho=MNH)o=XH)TY Heh; Ulsly)d = Usl)v=V =
V/Z. Por consiguiente, V/Z estd en O,.

Corolario: La categoria Q) contiene (salvo equivalencia) un tdnico sl, irreducible, una realizacién
concreta del irreducible en O, es el cociente de U{(sl,) @, A por su dnico submoddulo maximal.
Prueba: Sean V' y W dos irreducibles en Oy, por la proposicién anterior, ambos resultan imagen
de U(sl,)@s, K, los niicleos resultantes son (por la irreducibilidad) U(sl,)—invariantes y max-
imales, por la proposicién son iguales, por el teorema de isomorfismo los cocientes resultan
isomorfos.

Notar que para el caso sl; hemos probado que para ciertos A la categoria Oy contiene al menos
dos elementos, un irreducible de dimensién finita y un primario de dimensién infinita. En este
caso observamos que el maximal del primario pertenece a O_,. Para el caso sl; cada categoria
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O, es finita, para el caso sl3 es posible encontrar M) con un numero infinitos de submédulos.

Estructura de la sucesién de Jordan - Holder para médulos de Verma Conjeturas de
Kashdan-Lusztig

En esta subseccién presentamos las ideas y conjeturas de Kashdan-Lusztig para calcular la
multiplicidad de cada subcociente irreducible de un médulo de Verma. Tambien indicamos cual
es el estado actual de estas conjeturas.

Com antes, sl,, es le algebra de matrices de traza nula a cocficientes en un cuerpo algebraica-
mente cerrado K. Escribamos, b = h + n para las matrices triangulares superiores (diagonales,
triangulares superiores estrictas). »

Sea p = %Ziq a;;. Para cada A € h* sea or_p 2 b— K la representacion de b
en K definida por

or_(H+Y)=(A=p)H), Heh Yen
Sea M)y el sl,, - médulo inducido por oy_,. De esto

My = U(sly) ©oy_, IV
Recordemos que la subseccién anterior hemos comprobado que M\ tiene un dnico subinddulo
maximal.
Sea L) el tnico cociente irreducible de M. Por tanto Ly y M) tienen peso maximo A — p, esto
es, pertenecen a O\_,.
Sea S, el grupo de permutaciones pensado actuando en h como los operadores lineales que per-
mutan las componentes de cada vector en h. Por dualidad. 5, opera en h”. En [D] se encuentra
una prueba de:
Teorema: (Gelfand-Bernstein) My tiene una sucesion de Jordan-liclder finita.
Sus subcocientes irreducibles pertenecen a la familia finita {L,.\. w € 5.}

Fijemos una sucesién de Jordan-Holder 0 €V, C V,oy C ... C Vo = M,
Para cada w en §, sea:
a(w, A\) = nimero de indices i tal que Vi/Vi_y = Ly

Problema: Calcular a(w, A).

En el grupo de Grothendieck de la categoria de [7(sl,) - médulos que admiten una sucesion de
Jordan - Holder finita, podemos escribir:
M, = Zwe.\‘,. o loyy 1, Nteros .
Por consiguiente. para cada y € 5,. tenemos que
My = ZH'ES,. aly. )l -
A pesar de que a(y, w) depende de A no lo destacamos.

Idea de Kashdan-Lusztig en lugar de calcular. para cada y. por separado los vectores
(a(y. w))wes,,» Calculemos la |5,] x [9,.] - matriz a(y. u).

Caso g = sly( ). Por proposicién 3. se tiene que:
a)Si A g {1,2,...}. entonces M, es irreducible.
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b) Si A € {1,2,...}, entonces se tiene:
0 —M_ — M, —L,—0
una sucesién exacta, ademds L) tiene dimensién A y M_) es irreducible.
Como, §3 = {id,—id}, En el anillo de Grothendieck se tiene que My = Ly si A ¢ {1,2,...}
My=M_,+L)siAe{1,2,...} ’
En consecuencia, la matriz es:

(ao(z(_li,li) a‘z(_ll__ll))) =<(1) (1)) siAg {£1,42,..)
i (1)> siA€{1,2,...}
=<(1) i) sixe{-1,-2,...)

Notar que la matriz a(y,w) es triangular e invertible.
Este es un hecho general, mas precisamente:
En S, definimos un orden (llamado de Bruhat), para esto, expresamos cada elemento de Sr
como producto de transposiciones elementales, i.e. los 2-ciclos (t,24 1). C omo Bruhat defini-
mos:

w<y
si una expresién reducida de w se la obtiene eliminando algunas transposiciones de una expresion
reducida de y.
Estoes,siy=581...5, S;=(sj,s;+1), w<ysiiw= Sip S, 1< <. <y <k,
Para sl;, id < —id. Para S3 el orden no es lineal.
Para el préximo teorema necesitamos:
Definicion: A € h* es antidominante e integral si A(0,---,0,1,-1,0,---,0) es un entero no pos-
itivo para todos los vectores (0,...,0,1,-1,0,---,0).

Teorema (Bernstein - Geltand - Gelfand)
a) Supongamos que A es antidominante e integral, entonces a(y,w) # 0 implica y < w. En otras
palabras, la matriz a(y, w) es triangular.
b) a(w,w) =1

La demostracién de a) se encuentra en [D].
Parab) como Ly es el inico cociente irreducible de M, y por el teorema de Gelfand-Bernstein,
en el anillo de Grothendieck se tiene que

Mu/)\ = Lw)\ + Z G(y, w)Lyw/\
y<w

Por lo tanto, a(w,w) = 1.

En consecuencia, la matriz a(y, w) es triangular con todos los elementos de la diagonal igual a
uno. Por consiguiente, se tiene:

Corolario: La matriz a(y, w) es invertible.

Idea de Kashdan-Lusztig: calculemos la inversa de la matriz a(y, w).
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Denotemos pis1 A(y,w) la inversa de a(y, w)

Conjetura de Kashdan - Lusztig(1977).

Para A a.ntldomlna,nte, integral, tal que A(0,...,0,1,—1,0,:--,0) # 0 para todo vector del tipo
(o,...,0,1,-1,0,---,0), existe una familia Py w(q) de polinomios que se pueden calcular por
induccién en (y,w) tal que A(y,w) = Pyu(-1).

Un resultado de Bernstein-Gelfand-Gelfand-Jantzen dice que bajo las hipétesis de las conjeturas
de Kashdan-Lusztig, la matriz a(w, y) no depende de A.

Ahora describimos el algoritmo de Kashdan - Lusztig.

Convengamos en denotar los nimeros enteros por Z Sea Z[g,q”'] la localizacién de Z [g] en el
primo ¢. De esto Z[g,¢™!] es el anillo de series de Laurent finitas a coeficientes enteros.

Sea H el Z[q,q~']—médulo libre generado por S,. Para w € S, denotemos por 6., el elemento
de la base que corresponde a w.

Paracadai=1,...,n — 1 sea S; la reflexién en h determinada por la transposicion (¢,1+ 1) y
sea T; el Z[q,q!]— endomorfismo de H definido por:

T(6 ) _ q0y + Ous, st l(’wSi) = l(w) +1
AT ¢y + Bus, st l(wS)) = (w) — 1

Aqui [ denota la funcién longitud en 5.

Se tiene:
Teorema (Kashdan - Lusztig, 1977) Existe una tnica funcién ¢ : 5n — H tal que:

1- (W) = 6w + 2 pew Powby  con Pyy € qZ[q] .

2- Si l(wS;) = l[(w) — 1, entonces
Ti(p(wS:)) = Y., <w Cop(v) con ¢, enteros que, en principio, dependen de v,ty w.

Aproximadamente en 1980 (Beilinson - Bernstein - Brylinski - Kashiwara) demostraron para
el cuerpo de los niimeros complejos que

A(yv U)) = Py.w(_l)-

Probemos el teorema de Kashdan- Lusztig.
Unicidad: Sean ¢,y que satisfacen (1) y (2).
Por (1) () = w(e) = b -
Probemos: ¢(w) = ¥(w) por induccién en la longitud de w. Si longitud de w es mayor que uno,
sea S; la reflexién tal que I(wS;) = I(w) — 1. Para por la segunda hipotesis se tiene que

Ti(o(wS;)) = cwp(w +Zcu‘p

v<w

Entonces ¢, = 1,¢, = 0 si [((vS;) = I(v) + 1, ¥y ¢, es igual al coeficiente de ¢ en P, us, si
(vS;)=l(v) - 1.
En efecto

p(wS;) = bus, + Z Py.wS-Jy
y<wS,

192



Ti(p(wS;)) = gbus, + 6, + Z Pyws;Ti(by)
y<wS;

Evaluando en ¢ = 0 y como la primera hipéteis implica ¢(v)(0) = §,, se obtiene:

bw+ > Pyusi(0) (0£16, +6,s,)

y<wsS;
= 3 ep()(0) = 3 e,
v<w v<w

De esto ¢y, = 1,¢, = 0si {(v5;) = I(v) + 15 ¢y = Pows;(0)071 si {(vS;) = I(v) — 1, o sea, ¢, =
coeficiente de ¢ en P, ,s,. Por ende, despejando p(w), se obtiene

p(w) = Ti(p(wSi) = D euip(v)

v<w

st l(wS;) = l(w) — 1.

Por consiguiente, evaluando en ¢ = 0, se obtiene en Z[W] la identidad:
Tl((io(wsl))(o) = 610 + Ev(w CU(SU
ya que ¢(v)(0) = 6, por la primera hipdtesis. También, se obtienen identidades similares para
1. Esto es,

Y(w) = Ti($(wS:) = Y e(v)
v<w

si l(wSi) = l(w) — 1.y Ti(p(wS:))(0) = buw + D, ¢y, Cuby

Por la hipétesis inductiva, ¢(v) = 9(v) para v < w, en consecuencia ¢, = ¢, = 1 para v < w,
en conjunto tenemos que p(w) = P(w).
Una expresién explicita de P, ,, en funcidn de los anteriores se calcula a partir de la identidad

Ti(p(wS:)) = p(w) + Y cop((v)

v<w

Construccién de ¢:
Para esto recordemos de la prueba de la unicidad que :

Ti(p(wSi) = cup(w) + ) cvpl(v),

v<w

donde ¢, = 1,¢, = 0 si I((vS;) = I(v) + 1, y ¢, es igual al coeficiente de ¢ en P,,s, si
l(vS:)) =1(v) - 1.
La verificacién de que T;(p(wS;)) = >, <., cop(v) para cada j es un ejercicio para el lector. QED

Es claro del enunciado de la conjetura de Kashdan-Lusztig que su enunciado no requiere
ninguna modificacién para A arbitrario, un problema que se presenta es el teorema de unicidad
de ¢, este se puede modificar considerando en lugar de S, un subgrupo asociado naturalmente
a A, a saber el subgrupo generado por las reflexiones integrales de A, lo que hoy en dia no se ha
escrito es una prueba, en este caso general, del teorema de los cuatro autores, tampoco ahy una
demostracién para el caso A singular, esto es, algunos de los valores que se supusieron de A no
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nulos pueden ser cero. Otro problema que requiere atencién es la estructura de la sucesién de
Jordan-Holder en el caso de cuerpos K de caracteristica cero o positiva. Para el caso de cuerpos
de caracterfstica cero de cardinal igual al continuo, en principio, la validéz de las conjeturas de
Kashdan-Lusztig son consecuencia del caso complejo por el principio de Lesfchetz. Para mas
detalles sobre la prueba del teorema de Beilison-Bernstein-Brilinsky-Kashiwara y sobre otros
problemas relativos a esta area consultar las dos monografias de [V].
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