Grupos abelianos reticulados libres

RoBERTO CIGNOLI

En lo que sigue, un £-grupo significara un grupo abeliano reticulado, esto es, un sistema
(G,+,—,V,A,0) tal que (G,+, —,0) es un grupo conmutativo, (G,V,A) es un reticulado
y las siguientes condiciones de compatibilidad son satisfechas, donde z,y, z denotan ele-
mentos arbitrarios de G:

(1) z+(yVz)=(z+y)V(z+2)
(2) z+(@yAz)=(z+y)A(z+2)
Con Z, Q y R denotaremos los grupos aditivos de los enteros, racionales y reales,

respectivamente, cada uno con su orden natural.

El siguiente resultado se encuentra en el Apéndice del libro de Bigard, Keimel y Wolfen-
stein [1]:

Teorema 1 Sea k un cardinal. El £-grupo libre sobre «, F(k), es isomorfo al {-subgrupo
del £-grupo de las funciones f:Z* — 7. generado por las funciones proyeccion {X,}aex-

A partir de este teorema no es dificil dar la siguiente descripcién de F{«) (ver [1]):
Sea G(k) el subgrupo de 22" generado por las funciones proyeccién, esto es

G(k) = {Z NoXa | Ra € Z yn, = 0 salvo un nimero finito de indices}

aEs
Entonces:
F(x) = {V A fij | {fi;} familia finita de elementos de G(x)}
g
A titulo de ejemplo, tomemos k = 1. Como para {m,,...,mx} C Z, se tiene que:
_ _J min{my,...,mglz siz >0
mE A mad A /\mk:zs—{ max{my,...,mx}z siz <0

resulta que los infimos de familias finitas de elementos de G(1) son de la forma

1z >
(3) f(x):{;n; :izg conm,n€Z ym<n
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y como los supremos de familias finitas de funciones de la forma (3) son de la forma:

(z) = me sz 20 conm,n € Z
)= nz siz<0 ’

podemos identificar al ¢-grupo libre con un generador con el ¢-grupo formado por
los pares ordenados de enteros, con la suma definida coordenada a coordenada y las
operaciones de reticulado definidas por

(m.n) V (p.q) = (max{m, p}, min{n, ¢})
(m.n) A(p,q) = (min{m, p}, max{n, ¢})

Esto es. F(1) = Z x Z*. donde Z* denota el grupo aditivo de los enteros con el orden
dual. El generador libre (que se corresponde con la funcién identidad de Z en Z), es el
par (1.1) (cf [2. Chapter XIII, §4, Exercise 6]).

En el caso general, podemos decir que los elementos de F(x) son funciones “lineales
a trozos .

En [1] se destaca la siguiente consecuencia del Teorema 1:

Corolario 2 Todo {-grupo es imagen homomorfa de un sub-£-grupo de un producto de
copias de Z.

Recordemos que un término en el lenguaje de £-grupos es una expresion 7(zy,. ..,
que se obtiene combinando formalmente algunas de las variables z,,...,z, y la cons-
tante 0 por medio de las operaciones +, —, V y A y los paréntesis. Por ejemplo,
(((zy + z3) V0) — z4) es un término en las variables z1,. .., 7e. Una ecuacidn en el
lenguaje de f-grupos es una expresién de la forma 7(z,...,2m) = o(y1, - - ,Yn ), donde
7 y o denotan términos.

Dado un término 7(zy,...,*,) y una n-upla (a,. .., a,) de elementos de un £-grupo
G, indicaremos por 7%(ay,. .., a,) al elemento de G que se obtiene reemplazando cada
variable z; por el elemento a;, i = 1,...,n, y efectuando las operaciones indicadas en 7.

Se dice que la ecuacién 7(z1,...,2m) = 0(y1,.-.,Yn) €8 satisfecha por un £-grupo G
si para toda m-upla (a1,...,a,) y toda n-upla (by,...,b,) de elementos de G, se tiene
que 76(ay, ..., ay,) = 0%(by,...,b,).

Por ejemplo, (1) y (2) son ecuaciones que son satisfechas por todos los £-grupos.

Observemos que como

TG(al, ey ) = O'G(bl, .y by) sty sdlo siTG(al, ey ) — O'G(bl,...,bn) =0

podemos limitarnos a considerar ecuaciones de la forma 7(z1,...,2,) = 0.

Sean G y H f-grupos, y h: G — H un homomorfismo de £-grupo (es decir, h es
un homomorfismo de grupo y un homomorfismo de reticulado). Para todo término
7(zq,...,2,) y toda n-upla (a;,...,a,) € G" se tiene que

(4) h(TG(al,...,am)) =7H(h(ay),...,h(an))
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Sea {G.}ier una familia d.: £-grupos, y G = [[;¢; Gi. Para todo término 7(z,...,z,)
y toda n-upla (fi,..., f,) € G™ se tiene que

(5) Para cada i € I,(7%(f1,. .., f))(E) = 79 (£1(2), .. ., fa(2))

De (4) resulta que si una ecuacién es satisfecha por un £-grupo G, entonces también
es satisfecha por toda imagen homomorfa de G, y de (5) se deduce que si una ecuacién
es satisfecha por todos los miembros de una familia de ¢-grupos, entonces también es
satisfecha por el ¢-grupo producto de la familia. Ademads, es claro que si una ecuacién
es satisfecha por un ¢-grupo G, entonces también es satisfecha por todo sub- ¢-subgrupo
de G. D e estas consideraciones y del Corolario 2 se obtiene el resultado sxgulente

Corolario 3 Una ecuacion es satzsfecha por todos los £-grupos si y sélo si es satzsfecha,
por el L-grupo 7.

En otras palabras, la clase ecuacional de los £-grupos estd generada por Z.

Un resultado de algebra universal (ver, por ejemplo, [6, p. 176]) nos dice que si
una clase ecuacional £ esta generada por un algebra A, entonces el algebra libre sobre
un conjunto de cardinal « en £ es isomorfa a la subdlgebra de A4" generada por las
funciones proyecciéon x,: A® — A, a € k.

Por lo tanto, el Teorema 1 es consecuencia del Corolario 3, y ambos enunciados
resultan ser equivalentes.

En un trabajo conjunto con Mundici [4] hemos dado una demostracién simple y
directa del Corolario 3, que utiliza basicamente herramientas elementales de 4lgebra
lineal, y los siguientes resultados de la teoria de los ¢ -grupus, cuyas demostraciones no
dependen ni del Teorema 1 ni de sus corolarios:

Teorema 4 (Birkhoff [2,1]) Todo £-grupo es isomorfo ¢ un sub-£-grupo del producto
de una familia de grupos totalmente ordenados.

Teorema 5 ([2,1]) Todo £-grupo es sin torsion.

Del Teorema 4 resulta que una ecuacién es satisfecha por todos los ¢-grupos si y
solo si es satisfecha por todos los £-grupos totalmente ordenados. Luego si una ecuacién
7(z1,...,2,) = 0 no es satisfecha por algin ¢-grupo, existird un ¢-grupo totalmente
ordenado G que tampoco la satisface. Esto significa que en G podremos encontrar
elementos ay, . . ., a, tales que 7Y(
de G generado por los elementos ay,...,a, es isomorfo a Z", con r < n. Luego cada

ayy...,ay) > 0. Del Teorema 5 resulta que el subgrupo

elemento a; puede pensarse como un vector a; € R™ con coordenadas enteras, para
1=1,...,n

Utilizando resultados bésicos de separacion de convexos en el espacio euclideano R”
(o, equivalentemente, propiedades de sistemas de inecuaciones lineales), se prueba la
existencia de numeros reales &;,...,&,, independientes sobre Q, y tales que el vector
v = (&,...,£,) tiene la propiedad que el producto escalar v -z > 0 para todo z € Z7
de la forma z = 0% (ay, ..., a,), donde o(zy,...,z,) es un subtérmino de 7(z1, ..., z,).
En particular, v-a; >0 para:=1,...,n,y v- TZr(ah...,an) > 0.
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Para X,y € Z", definamos x <y si y sélo si v - (y —x) > 0. Resulta que la relacién
< es un orden total sobre Z7, compatible con la estructura de grupo aditivo. Llamemos
H a este ¢-grupo totalmente ordenado.

Por ser los niimeros &1, . . ., ¢, independientes sobre Q, resulta que la aplicacion:

91(”1,---,7%-)’—*51711+---—+—£an

es un isomorfismo de ¢-grupo de H en R.

Por consiguiente, 7%(8(a;),...,60(a,)) > 0. Un argumento de continuidad muestra
que hay ntimeros racionales ¢, ..., ¢, tales que 7 q1,...,¢,) > 0, y multiplicando por
el maximo comin denominador de gqi, ..., g, encontraremos enteros py, ..., P, tales que
7Z(py,...,pn) > 0. Esto significa que Z no satisface la ecuacién 7(zy,...,2,) = 0.
Luego, si una ecuacién no es satisfecha por algun ¢-grupo,

tampoco es satisfecha por Z. Estos son los pasos esenciales de

la demostracién del Corolario 3 dada en [4].

Como ya dijimos, del Corolario 3 se deduce, por argumentos de dlgebra universal, el
Teorema 1.

Finalmente, conviene observar que los £-grupos estan estrechamente vinculados a las
algebras de las légicas polivalentes de Lukasiewiz. En (3], utilizamos el Corolario 2 para
dar una demostracién algebraica de la completud de un sistema de axiomas propuesto
por Lukasiewicz para el célculo proposicional infinito-valente. Utilizando ideas similares
a las de [4], en el trabajo conjunto con Mundici (5], damos una demostracién elemental
y autocontenida de la completud de dichos axiomas.
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