El Anillo Clasificante de un Grupo de Lie Semisimple

Juan Tirao

Sea G, un grupo de Lie semisimple no compacto conexo con centro finito y sea K,
un subgrupo maximal compacto de G,. Si ¢ C g denotan las complexificaciones de
las dlgebras de Lie de K, y de G, respectivamente, U(g) serd el algebra envolvente
universal de g y U(g)¥ denotard el centralizador de €& en U(g).

Por ejemplo podemos tomar G, = SL(n, R), K, = SO(n), ¢ = s0(n,C) y g = sl(n, C).
El édlgebra U(g) es un algebra asociativa, noconmutativa, con identidad, de dimensién
infinita sobre C y generada por g. Esta definida por la propiedad universal de que toda
representacion del dlgebra de Lie g se extiende a una dnica representacién del dlgebra
asociativa U(g). Se la puede construir como cociente del dlgebra tensorial T(g) de g
dividida por el ideal bilatero generado por {r @ y —y ® = — [z,y] : 2,y € g}, y es
canénicamente isomorfa al dlgebra de operadores diferenciales invariantes a izquierda
sobre el grupo de Lie G,.

Por los trabajos fundacionales de Harish-Chandra sabemos que muchos aspectos de
la teoria de representaciones de dimensién infinita de G, se reducen a propiedades de
la estructura y de la teoria de reprentaciones de dimensién finita del 4lgebra U(g)¥,
conocida también como el anillo clasificante del grupo de Lie G, (cf. Cooper [4]).

Brevemente, la razén de ésto es la siguiente: a cada representacién (casi-simple)
irreducible 7 de G, en un espacio de Banach le estd asociado un (U(g), K, )-médulo
irreducible V' que es localmente finito como K,-médulo, y que determina a 7 salvo
equivalencia infinitesimal. Mas precisamente tenemos una descomposiciéon primaria V' =
P Vs, donde la suma se extiende sobre el conjunto K, de todas las clases de equivalencia
6 de representaciones irreducibles de dimensién finita de K., y la multiplicidad de é es
finita para toda § € K,. Entonces cada Vj es un U(g)X-médulo de dimensién finita.
Pero ademas el propio V' como (U(g), K,)-mdédulo estd completamente determinado
por Vs como (U(g)¥, K,)-médulo para cualquier § tal que V5 # 0. Ver Lepowsky
and McCollum [13] y Lepowsky [12] para hallar una excelente exposicién de ésto. Ver
también Dixmier [5] and Wallach [17].

Cuando Vs, # 0, siendo &, la clase de la representacién trivial de K,, entonces 7 se
llama esférica. El enfoque anterior ha sido utilizado con mucho éxito por B. Kostant
para estudiar las representaciones irreducibles esféricas de G, (ver Kostant [9]). En este
caso podemos tomar § = &, y considerar solamente el cociente U(g)¥ /I en lugar de
U(g)X. Aqui I es la interseccién de U(g)X con el ideal izquierdo en U(g) generado por
. Ahora por otro teorema de Harish- Chandra, U(g)¥ /I no sélo es conmutativa sino
isomorfa a un anillo de polinomios en r variables, siendo r el rango split de G,.

Mas precisamente tenemos una sucesién exacta de algebras

(1) 01— U@"/I5U@)" -0
donde a es el algebra de Lie compleja asociada a una descomposicién de Iwasawa G, =

Typeset by AagS-TEX
101



K,A.N, de G, adaptada a K.,y U(a)" es el anillo de W -invariantes en U(a), siendo
W el grupo de Wey! trasladado.

Para investigar el caso general (no necesariamente esférico) desde este punto de vista
debemos tener en cuenta toda el dlgebra U(g)X y no solamente U(g)¥ /I. Sabemos (ver
e.g. Kostant and Tirao [11]) que la aplicacién (1) puede reemplazarse por una sucesion
exacta

0 U@* S U@ eU(a)
donde U(£)M denota al centralizador de M, en U(£), M, es el centralizador de A, en
Koy U(®)™ @ U(a) tiene la estructura producto tensorial de dlgebras. Ademds P es
un antihomomorfismo de algebras.

Para generalizar (1) es necesario determinar la imagen de P. Para esto hemos in-
troducido en [16] una subalgebra B de U(¢)M ® U(a) definida por un conjunto de

ecuaciones derivadas de ciertas inmersiones de médulos de Verma y la subdlgebra B
de todos los elementos en B que conmutan con ciertos operadores de entrelazamiento.
Tales operadores estén en correspondencia uno a uno con los elementos del grupo de
Weyl W y estdn intimamente relacionados con los operadores de entrelazamiento de
Kunze-Stein. Ademés hemos probado que la imagen de P esta contenida en BY | y que
cuando Go =SO(n,1) o SU(n,1) tenemos P(U(g)¥) = BWY. De aqui podemos deducir
que en estos dos casos U(g)X ~ Z(g) ® Z(t), donde Z(g) y Z(E) denotan respecti-
vamente los centros de U(g) y de U(E). Pero otro teorema de Harish-Chandra dice
que estos centros son anillos de polinomios en rango(g) and rango(t) indeterminadas,
respectivamente. Por lo tanto la estructura de los anillos clasificantes de SO(n,1) y
de SU(n,1) queda determinada. Hoy en dia hay varias demostraciones de este hecho
(Cooper [4], Benabdallah [2], Knop [7]) sin embargo poco se sabe de la estructura del
anillo clasificante en el caso general, mas all4 de que es un dlgebra finitamente generada
y de que su centro es un anillo de polinomios (Knop [8]). No obstante pensamos que la
determinacién de la imagen de U(g)X deberia ser 1til para atacar el caso general, o al
menos los casos de rango uno que faltan: Sp(n,1) y Fy.

Pasamos a dar una idea de las demostraciones. La aplicacién P: U(g)X — U)M@
U(a) es la restriccién de la proyeccién correspondiente a la suma directa

Ug) = (U(®)® U(a)) & U(g)n,
asociada a la descomposicidn de Iwasawa Go = KoAoN, de G, adaptada a K,. Por
ejemplo en el caso G = SL(n, R) podemos tomar K, = SO(n), A, igual al subgrupo de
G, formado por todas las matrices diagonales y N, igual al grupo de todas las matrices
triangulares superiores con unos en la diagonal.

En Lepowsky [12] se demuestra que P: U(g)¥ — U(¢)M @ U(a) es un antihomo-
morfismo de dlgebras. Recordemos que se trata de determinar la imagen de U (g)K en
U)M@ Ula).

Sea g = ¢ @ p la descomposicién de Cartan correspondiente a K,, y denotemos

indistintamente con @ la correspondiente involucién de Cartan de G, o de g. Ademas
sea M! el normalizador of A, in K,. Entonces W = M /M, es el grupo de Weyl.
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Dado w € M; sea Ny, = No Nw™! Now, donde N, = 8(N,). Si A € a* consideramos
T(w,\): f — / e~ OFIHO) f(r(v))dv, f € C(KS).
Ny

Para A en un cono abierto S(w) C a*, T(w,)) define una distribucién sobre K,
(ver Schiffmann [14]). M4s ain como T(w, ) estd intimamente relacionada con el
correspondiente operador de entrelazamiento de Kunze-Stein se puede demostrar (ver
Kostant, Tirao [11,Theorem 3.2]) que

T(w,A) ¥ P(u)(=A = p) = P(u)(~w(A) = p) * T(w, )

vale para todo u € U(g)¥. Ahora consideremos el conjunto (U®MeU(a)) Y de todos
los elementos b € U(E)M ® U(a) tales que

T(w, ) * b(—=A = p) = b(—w(X) — p) x T(w, ), X € S(w).

Esta es una ecuacién en el dlgebra D'(K,) D U(#) de todas las distribuciones sobre K.
Claramente

P(U()X) € (UEM o U(a)” .

SiU(a) = ;5, Uj(a) es la graduacion candnica de U(a) y b € U(8)M @ U(a), podemos
escribir de manera tnica b = by + bg_; + - + by con b e UM @ Uj(a). En Kostant,

Tirao {11, Theorem 4.5] se demostré que si b € (U(8)M @ U(a))W entonces by es W-
invariant, bajo la accién canénica del grupo de Weyl en U(8)M @ U(a). A partir de
este hecho se probé también que hay maneras apropiadas de completar una localizacién

de U(g)¥ y correspondientemente una localizacién de (U®M @ U(a)) Y de forma que
ambas devienen isomorfas (cf. Kostant, Tirac [11, Theorem 7.4]).

Para caracterizar a P(U(g)®) necesitamos encontar mas relaciones que sean satis-
fechas por sus elementos. Para obtenerlas consideraremos ciertas inmersio.ies M(p) C
M (p2) entre médulos de Verma.

Sea t, una subdlgebra de Cartan del dlgebra de Lie m, de M,. Sea ho = to @ a, y
sea h =t @ a la correspondiente complexificacién. Entonces §, y § son subalgebras de
Cartan de g. y g, respectivamente. Ahora elegimos una subslgebra de Borel t & m™ de
la. complexificacién m de m, y tomamos b =h dm* @ n como subalgebra de Borel de
g. Sea A™ el correspondiente conjunto de raices positivas, pongamos g* = mt @ n y

07 = oca+ G- Ademds sea p = 7 D acat O

Dado i € h* sea
M(“) = U(g) ®U(b) Cu—p

donde C,,_, denota el b-médulo de dimensién uno en el que h actda por p—pygat actia
trivialmente. Entonces M(u) tiene una estructura de U(g)-médulo por multiplicacién
a izquierda en el primer factor, con un generador canénico 1, =11
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Si (,) denota la forma de Killing de g y (¢, @) = 2(p, @)/{a, o) = n € N para algin
a € AT entonces se sabe que M(p—na) C M(p). En particular si a es una raiz simple
y X_qo €s un vector raiz no nulo correspondiente a —a, entonces X2, -1, puede ser
identificado con el generador canénico 1,_ne de M(p —na) C M(p). Dada a € At
sea Hy € b el tinico elemento tal que (p,a) = p(Hq) para todo p € h*. También
escribamos H, = Yy + Zo donde Yy, €ty Z, € a, y sea Pt = {a € At : Z, # 0}.

Sia € Ptseaa, = {H € a:afH) = 0}. Entonces a = an ® CZ, y podemos
considerar a los elementos en U(¥) ® U(a) como polinomios in Z, con coeficientes en
U(t) ® U(ag). Si @ € Pt es una raiz simple, de la inmersién M(u ~ na) C M(p),
podemos deducir que para todo u € U(g)¥ el elemento b = P(u) satisface

P(X" )(n—=Y,—1)b(n—-Yy—1))

2
@) =b(-n—-Yy-1)P(X2 )(n—-Yy—1)
mod(U(®)m™* @ U(ay)).

Las ecuaciones (2) definen una subdlgebra B de U(E)M ® U(a). Mds precisamente
sean

B={be U)M@ U(a): (2) se satisface para todo a € P* simple, n € N}

BY = Bn (U®)™ @ Ua)"”.

Por lo tanto tenemos

P(U(g)¥) c BY.

Ahora describiremos someramente como pensamos demostrar que
P(U(g)¥) = BY

cuando G, es de rango 1. Este programa ha sido exitoso cuando G, =SO(n,1) o SU(n,1)
(ver Tirao [16]).

De ahora en més asumiremos que rango(G,)=dim(4,)=1. Cuando G, =SO(n,1)
(n# 3), Sp(n,1) o Fy hay una sola raiz simple @ € P*, cuando G, =SU(n,1) hay
exactamente dos. Pongamos E, = X_, 4+ 8(X-4) € . Entonces el algebra B que
introdujimos es el conjunto de todos los b € U(£)M ® U(a) tales que para todo n € N

(3) E’b(n —Y,—1)=b(—n-Y, — 1)E? mod (U(¥)m™)

para todo a € P simple.

A esta altura necesitamos citar un teorema de restriccién que probamos tiempo atras.
Sea G el grupo adjunto de g y sea K el subgrupo de Lie conexo de G con élgebra de Lie
adg4(€). También sean M = Centrg(a), M' = Normg(a), entonces W = M'/M. Si H
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esun grupoy V es un H-médulo de dimensién finita sobre C, sea S(V*) el anillo de todas
las funciones polinomiales sobre V, y sea S(V*)# el anillo de todos los H-invariantes.
También denotemos con S™(V) y S™(V*) los correspondientes subespacios homogéneos
de S(V) y S(V*) de grado n. Necesitaremos conocer la imagen del homomorfismo
7: 8(g*)K — S((E®a)*) = S(¢*) ® S(a*) inducido por restriccién de g a € & a.

Denotemos con I' al conjunto de todas las clases de equivalencia de representaciones
irreducibles holomorfas de dimensién finita de K en V., tales que V7M # 0. Cualquier
v € T puede realizarse como submédulo del médulo de todas las funciones polinomiales
armonicas en p, homogéneas de grado d para un d = d(y) univocamente determinado
(Kostant, ver Kostant, Rallis [10]).

Sea C' = S(&*)M y sea Cq = @ S(¢*)}, la suma sobre todos los v € T tales que
d(vy) < d. Entonces C = |J 5, Cq s una interesante filtraciéon ascentente de C'. Ahora

D = @)(Ca & 5%a*))

d>0
es un algebra, precisamente el dlgebra de Rees asociada a la filtracién C = 5, Ca.

Theorem. (ver Tirao [15] and Andruskiewitsch, Tirao [1].) La operacion de restriccion
de g a t @ a induce un isomorfismo de S(g*)¥ sobre DW.

Si a € U(£)M definimos

d(a) =min{m :a € @ U(E)y}

yel,d(v)<m

Si0#beU(t)®U(a) podemos escribir b = by, @ ZJ + - -+ + by de manera tnica con
b; € U(¢) para j =0,...,m, by # 0. En este caso by, se llama el coeficiente director
de b. Del teorema anterior deducimos

Theorem. Los sigLAu;entés enunciados son equivalentes:
(i) Para todo b € BY existe u € U(g)¥ tal que P(u) =b.
(ii) Si by, es el coeficiente director de cualquier b € BY entonces d(b,,) < m.

Con mucho trabajo combinatorio y con el siguiente teorema de transversalidad es-
tablecido en Brega, Tirao [3,Theorem 2.11] logramos probar (ii) y por lo tanto nuestro
teorema central cuando G, = SO(n,1), o SU(n,1).

Theorem. Si G, = S0(n,1)., SU(n, 1) entonces la suma infinita 3, EI(U(®)M) es
una suma directa. Mas aun -
(Z B (U(E)M)) NUE)m* = 0.
20
En colaboracidn con el Dr.Brega estamos tratando arduamente de establecer (ii) para

Go =Sp(2,1).
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