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1 Introduccién

Los grupos finitos de Coxeter son aquellos que admiten una presentacién por generadores
81---,8n y relaciones del tipo:

(Si.Sj)mU = 1, (mi]‘ Z 2, my; = 1)

Por otra parte, si O,(R) denota el grupo ortogonal real asociado con el producto
interno candnico <, > , los grupos de Coxeter son, esencialmente, los subgrupos finitos
de O,(R) que pueden ser generados por reflexiones.

En este trabajo se extienden algunas propiedades establecidas para grupos de
Coxeter a un grupo finito representado fielmente en O,.(R) . Para grupos de Coxeter
puede consultarse [1],[3], [4] y [5].

Las consideraciones siguientes sobre poliedros en general, son auxiliares para los
resultados posteriores.

Un subconjunto P de R™ se dird un poliedro, si P es la capsula convexa de un
numero finito de puntos de R". Dado un poliedro P, un subconjunto no vacio C de P
se dird una cara de P si existe una funcional lineal ¥ de R™ tal que:

C=0'()\) NP

siendo A el méximo valor alcanzado por ¥ en P.

Una cara C de P se dird m-dimensional 6 m-cara si la variedad lineal generada
por los elementos de C es de dimensién m.

Las caras 0-dimensionales se dirdn vértices, las 1-dimensionales aristas y las
2-dimensionales se dirdn caras planas.

Dado un vértice v en P, para cada vértice w en P, w # v, sea [, la semirecta
definida por:

Ly ={v+r(w-v):reR, r>0}.
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Sea ¢ una funcional lineal tal que p(v) =X y (P — {v}) < A, denotemos con H
un hiperplano con ecuacién ¢(z) =€ < A.

Con F, designamos la capsula convexa de los puntos I, N H, y con C, el cono dado
por :

v={v+2 ri(v; —v): r € R, r; >0}

donde los v; son los vértices en P tales que los segmentos de extremos v y v; son todas
las aristas de P que contienen a v. Con las notaciones precedentes se tiene:

Lema 1.1 i) Hay una correspondencia biyectiva entre las m-caras de P que con-
tienen a v y las (m — 1)-caras de F., (m>1).

ii) P CCy

i11) Si 1 es una funcional bineal, v € R, uy w vértices en P tales que P(u) <ry
(w) < r, entonces u y w pueden ser conectados mediante una sucesion de aristas
de P en el semiespacio ¥(z) <.

Demostracién

i) Sea C una m—cara de P que contiene a v y sea V la variedad lineal generada por
C. Si ¢ es una forma lineal tal que:

P(P)<éy 1/)(u):63iysélosiu€;c.

Se tiene ¥(V) =&, ¥(l,) <&, de donde W(F,) < 6. Por otra parte, cada punto s
de P puede ser expresado como:

S :E T Vg, con E ro=1, r, >0,
i i

donde v; son los vértices de P.

La condicién (s) = 6, impone r; = 0 si 9(v;) < 6, de modo que C es la capsula
convexa de los vértices de P que estén en C.

Puesto que m > 1, C’ = VN JF, esno vacio. Por otra parte, poniendo:
U; = lv,- ﬂH

cada punto p € F puede expresarse como:

p= riui con =1, rn2>0
g i

Luego la condicién ¢(p) = 6 implicap € V , es decir, p € C'. Se tiene entonces
que C' es una (m — 1)-cara de F,.
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iii)

Consideremos ahora C’ una (m — 1)-cara de F, y una funcional ¢ tal que:
H(F) <6y d(u)y=26 siysdlosi uec(.

Definimos la forma lineal ¥ como:

Y =¢+ (—“UT)(SO —€)
La forma % se comporta igual que ¢ respecto de F, y ademas P (v) = 6.
Sea V la variedad lineal generada por C'U {v} y C = V N P. Para cada vértice w
de P, w # v, existe r > 0 tal que v 4 r(w — v) € F, luego P(v+r(w—-v)) <6,
de donde %(P) < § y vale la igualdad si y sélo si v + r(w — v) € C', es decir si y
sdlo si w € C, de modo que C es una m-cara de P , ademas C genera a V.

6—¢(
A—e¢

Dado un vértice w de P, existen reales no negativos r,r; y € tales que:

v+r(w—v) = r(v+e(v; —v)), con Zr,- = 1.

donde r # 0 si w # v y se concluye que C, contiene todos los vértices de P,y por
ser C', convexo, contiene a P.

Sean ry <ry < ... <7, <ren R tales que existe un vértice s en P con P(s) =r;.

Sea V; el conjunto de vértices en P en los cuales ¥ alcanza el valor r;. Si C es
la cdpsula convexa de V;, ¢(C) = r; y C resulta una cara de P, de modo que
dos vértices en V; pueden ser conectados por una sucesién de aristas de C , que
son tambien aristas de P. Si s € V; con ¢ > 1, y las aristas que contienen a s
se encuentran en el semiespacio r; < ¥(z), por ii) resulta P contenido en este
semiespacio, luego al menos una arista en s entra al semiespacio 1 (z) < ry, es
decir s se conecta con algin vértice en V; con j < i. En conclusién, todo vértice
en UV; se conecta con algin vértice en V; por aristas de P en el semiespacio

Y (acz) <.

0

Notaremos con G un subrupo finito de O,,(R). G opera naturalmente en R" . Un vector
v € R™ se dird regular para G si G, = {1}, donde G, es el grupo de isotropia de v en g,
mas precisamente:

Go={r€G:rv=n}

Para un punto regular v, notaremos con P, el poliedro en R" resultante de tomar la
capsula convexa de la G-6rbita de v, es decir del conjunto

lrv:T € G}

81



Proposicién 1.1 i) Los vértices de P, son los transformados de v por los elementos

de G.
i) Para T € G, se tiene 7(Py) = Prw =Py .

i) Si G # {1}, los elementos de P, generan un subespacio G-invariante no nulo.
En particular si G opera irreduciblemente, los elementos de P, generan R™.

Demostracion

i) Si|jv|| =, P, esta contenido en la esfera S, con centro en el origen de coordenadas
y radio r. Para 7 € G, la funcional ¢ definida como ¥(w) = < w,7.v > alcanza
su maximo valor en S,, y en consecuencia sobre P,, sélo en el punto 7.v.

ii) Los poliedros 7(P,) , Pr, y P tienen como vértices la G-6rbita de v.

iii) Si G # {1}, v # 0, pues v es regular. Por ii) es un subespacio generado por P, es
G-invariante.

a

Definicién 1.1 Sea G un subgrupo finito de O,(R), v regular pare G. Llamaremos
sistema fundamental de transformaciones en v al conjunto 7, formado por los
elementos T € G tales que el segmento que une v con 7.V €8 UNG arista de P,.

Teorema 1.1 Con las notaciones precedentes se tiene:
i) =T,  yparaoc €G , Loy = 0.Tp07.
i) T, genera a G.

Demostracion

i) Supongamos 17 € 7, es decir que hay una funcional 9 que alcanza su mMaximo
valor A en P, exactamente en los puntos del segmento que une v con 7.v.
La funcional 1.0~ alcanza el mismo valor maximo A en P,, dado que o(Py) = Pu,
y exactamente, en los puntos del segmento que une o.v con 0.7.0 = o.r.0 b . (ow).
Se sigue que T,, = 0.7,.07'. Dado que de 7 € T, v 'eT,,=7T,77", sesigue
que 771 € T, luego T,7! = T,.

ii) Sea Go el subgrupo de G generado por 7,. Dado w vértice de P,, sea u en la
Go-6rbita de w tal que la distancia de u a v sea minima. Pongamos :

T, ={T1, -y Tm}, Vi=TiV

se tiene:

d(vi,u) = d(v, 77 u) > d(v,u) V i=1,...,m

82



donde d denota la distancia, y segin el lema 1.1:
u—v :Zr,-.(vi—v) (r; >0).
Se sigue que:

<vpau> < <v,u> V i=1,...,m.

o bien < v; —v,u > <0 Vi, de modoque < u—v,u> < 0 desigualdad que
puede ponerse como:

0<|ullllvll = <uw,u> < <wu,v >,
lo que indica que u = v.

Se tiene que Gy opera transitivamente en Py , luego | Go | > | P, | = |G |y asi,

Go=g.

O

Una arista a en P, se dird orientada si se ha elegido uno de sus vértices como

inicial, que notaremos con i(a), y el otro como terminal que notaremos con t(a).

Un circuito orientado es una sucesién de aristas a,...,a; orientadas de modo que

t(a;) = i(a;41) (1 < k)y t(ar) = i(ay). Para una arista orientada a notaremos con o, la

unica transformacién de G que aplica el vértice i(a) en t(a). Si ay,...,a; es un circuito
orientado usaremos o; por o,,, en tal caso se tiene:

01.09...0 = 1.

Un circuito orientado ai,...,a; se dird simple si sus aristas son distintas y cubren
exactamente k vértices, dicho de otra manera, a; # a; y i(a;) # i(a;) sit # j.
En un circuito orientado, asocidndole a cada arista su vértice inicial, resulta que el
nimero de vértices cubiertos por el circuito, es menor o igual que el nimero de aristas.
Diremos que dos circuitos son iguales si uno se obtiene del otro por una permutacién
ciclica de sus aristas. Si dos circuitos ¢ y ¢ tienen un vértice comin definimos el
producto c.c’ como el circuito obtenido de la sucesién de aristas de ¢ seguido de la
sucesién de aristas de ¢’. Resulta c.c/ = ¢.c

Lema 1.2 Todo circuito se descompone en producto de circuitos simples.

Demostracién Sea ¢ = a;,...,a; un circuito, si existen indices ¢ y j tales que i < j y
a; = a; o bien ¢(a;) = i(q;), entonces:

¢ =(a,aiq1,...,a;-1).(a;,...,ak,a1,...,a;_1)

iterando este razonamiento se obtiene el lema. D
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Sea T, = {m,...,Tm} un sistema fundamental de transformaciones en v.

Convenimos en incluir en 7, con cada transformacién 7 su inversa ="' atn cuando 7 =
r=1. Sea L el grupo libre generado por & = {s1,...,5x}, S7' =S y sea 1 el morfismo
de £ en G inducido por ¥(s;) = 7.

Si a es una arista, existe [ en £ tal que o, = (l), luego cada circuito ¢ = ay,...,ax da
lugar a un elemento del nicleo de 9, si se pone:

o(a;) = (L)
I=1...1; € Nu(). Diremos que ! es inducido por c.
Con las notaciones precedentes se tiene:

Teorema 1.2 El nicleo de ¢ estd generado por los elementos inducidos por circuitos
simples sobre las caras planas de P, que contienen a v.

Demostracién Sea [ = s;...s, en Ly () = 01...0s con o; en 7T,. Consideremos
las transformaciones:

(i :01...02-_1.01-.0[_11...01_1, 1=1,...,s
se tiene:
O1.. .05 = flg... [y
Sea l; = s1...8i_1.8i.87Y ...s7", 1 =1,...,s, donde ¥(s;) = o;. Se tiene:
I=1...1.
En la sucesion de vértices:
Vo = U, 0 = i Mop1v, t=1,...,8

1; es la transformacién que aplica v,_; en v; y por i) del teorema 1.1, los segmentos a;
que unen v;_; con v; son aristas en P,. Luego [ estd en Nu(v)) siy solosic=ay,...,ak
es un circuito y en tal caso ! es inducido por c.
Sea ¢ una funcional tal que é(u) # #(w) si u y w son vértices distintos de P,.

Si un circuito simple cubre dos vértices, entonces se realiza sobre una arista de P.

Sea ¢ un circuito simple cubriendo al menos tres vértices. Sea w un vértice en c tal
que ¢(w) sea el maximo valor de ¢ sobre los vértices que cubre c. Sea ¢ la funcional
dada por ¢(z) = < z,w >, asociada con ¢ se tiene F,, como en el lema 1.1. Sea V
el conjunto de vértices en F,, en los cuales ¢ toma valores menores que #(w), se tiene
|VI>2.

Si a y b son las aristas tales que t(a) = w = i(b), por el lema 1.1, @ y b determinan
vértices en V los cuales pueden ser conectados por una sucesion de aristas de F,, en el
semiespacio ¢(z) < ¢(w), de donde las aristas a y b estdn conectadas por una sucesién

Cy,Co,...,C, de caras planas que contienen a w en el semiespacio ¢(z) < ¢(w).
Sean a = ay, dg, ..., Gy, Az41 = b aristas en P, tales que a; es comun a C;_1 y C;. Sean
li, 13, ..., 1; en £ inducidos por Cy,Cs,...,C; iniciando en as, ..., as, 41 respectivamente.
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Si [ es el elemento inducido por ¢ , se tiene que L(lL,...,1)7! es un elemento inducido
por un circuito contenido en el semiespacio ¢(z) < ¢(w).

El razonamiento precedente permite completar la demostracién del teorema por
induccién en el nimero de vértices para los cuales ¢ toma valores menores que ¢(w). O

A continuacién se presentan los puntos regulares para los grupos de rotaciones de
los poliedros regulares clasificandolos segtin el sistema de generadores y relaciones que
los mismos inducen en el grupo considerado. El objeto de esta presentacién es ilustrar
la situacién general mediante casos concretos y geométricamente accesibles.

Dos puntos regulares v y w para G se dirdn equivalentes si definen para G el mismo
sistema de generadores y relaciones.

Cabe agregar que los grupos de isometrias de los poliedros regulares son casos par-
ticulares de grupos de Coxeter. .

El siguiente lema posibilitard una importante reduccién en los casos a estudiar de
los grupos de rotaciones de los poliedros regulares.

Lema 1.3 1) St v es regular para G y A es un real no nulo, entonces \v es reqular
y equivalente con v.

1) Sea G un subgrupo normal del grupo de isometrias de un conjunto A de puntos con
centro de gravedad en el origen y T una isometria de A, entonces si v es reqular
para G, 7(v) es regular para G y ademds, v y T(v) son equivalentes.

Demostracién

i) Es claro que Av es regular para G, por otra parte, los poliedros P, y P, tienen
asociadas en v y Av las mismas transformaciones fundamentales y las mismas
relaciones.

ii) Si para o €3, 0.7(v) = 7(v), entonces 771 (v).0.7(v) = v, luego 77 l.o.7 es la
identidad en G, luego o = 1. Si y; y R; son las transformaciones fundamentales y
relaciones en v, entonces 7.4;.77! y R; son las transformaciones fundamentales y
relaciones en 7(v), lo que establece la equivalencia de v y 7(v).

O
En lo que sigue entenderemos por el orden de una arista a el orden de la transformacion
Og-

2 Grupo de rotaciones del tetraedro
Notemos con 7 el tetraedro formado por la capsula convexa de los puntos de R3 :
(1,1,1),(-1,-1,1),(1,-1,-1),(=1,1,-1).

Se designa con G(7) el grupo. de rotaciones de T y P,, el poliedro donde v es un punto
regular para G(7).
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A partir del lema 1.3, y teniendo en cuenta el grupo de isometrias del tetraedro, todo
punto regular para G(7) tiene un punto equivalente en la regién triangular 7 dada por:

T={ap+Bg+yr:a+pf+y=1, 0<a,fB,y<1}

donde: p = (-1,-1,1), ¢ =(0,-1,0), r = (1/3,-1/3,1/3).

Se distinguen 4 regiones en 7

To={veT: 0<a,b7)
T, ={veT: a=0}
T,={veT: =0}
Ts={veT:vy=0}

Si v € T, v tiene 4 aristas de orden 3, 4, p~t, 7,77, y una arista o de orden 2.
Por v pasan cinco caras :

o Dos tridngulos equildteros con las relaciones: =1, =1

o Tres triangulos equivalentes con la relacion: 7.0.p4 = 1

El sistema de generadores y relaciones para G(T) es:

WPr=rt=ct=r0op=1

Si v € Ty, v tiene 3 aristas, 2 aristas de orden 3, p ¥y p~ ', una de orden 2, o.
Se obtienen:

e Dos caras exagonales equivalentes con la relacion: (o.pu) =1

¢ Un tridngulo equildtero con la relacion: =1

Las relaciones generadoras para v en G(7) son:

pd=o?= (a.u)?’:],

Si v € Ty, v tiene 3 aristas, 2 aristas de orden 3, p ¥y p~!, una arista o de orden 2.
Por v pasan tres caras :

o Dos exagonos equivalentes con la relacién : (o pP =1

o Un tridngulo equildtero con la relacion: p=1

El sistema de generadores y relaciones para G(7) es:

p=a"=(op)=1

Si v € T3, v tiene 4 aristas, pu , p~l,0,07! todas de orden 3.

Se obtienen las siguientes caras:

o Dos tridngulos equilateros con las relaciones : p=10"=1
e Dos rectangulos equivalentes con la relacién: (o pP=1

El sistema de generadores y relaciones para G(7) es:

pw=o'=(op)’=1
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3 Grupo de rotaciones del cubo

Notemos con O el cubo formado por la cdpsula convexa de los puntos de R3 cuyas
coordenadas son 1 6 -1, con G(O) designamos el grupo de rotaciones de @ y con cada
punto v regular para G(O) tenemos asociado el poliedro P, .

A partir del lema 1.3, teniendo en cuenta el grupo de isometrias del cubo, todo punto
regular para G(O) tiene un punto equivalente en la regién triangular 7 dada por:

T ={o.(1,1,1) + £.(1,0,1) +7.(1,0,0) : a+B+7=1,0<a,B,v< 1}
Se distinguen 4 regiones en 7:

%:{UGT: 0<aa/577}
Ii={veT: a=0}
T,={veT: =0}
Tz={veT:vy=0}

Si se elige un punto v en 7, y se realizan todas las rotaciones posibles del cubo, se
obtiene el poliedro P,.

Supongamos que v estd en el interior de 7, v € Tp.

La cantidad de aristas para el punto v es 5, siendo 7 y 77! aristas de orden 4, uy
p~! aristas de orden 3 y o una arista de orden 2.
Las caras correspondientes a estas aristas son:

e Un cuadrado con la relacién: 74 =1

e Un tridngulo equildtero con la relacién: p® =1

o Tres tridngulos equivalentes con la relacién: o.7.pu = 1

Por consiguiente el sistema de generadores y relaciones para G (O) es:

2

= pl=ol=0.rpu=1

Supongamos que v € 7, v tiene tres aristas, dos de orden 4 , Ty 77!,y una de
orden 2, o.

Por v pasan tres caras:

e Un cuadrado con la relacién: ¢ = 1

e Dos exdgonos equivalentes con la relacién: (o.7) = 1.

Se concluye que el sistema de generadores y relaciones para G (O) es:

T=o?=(c.7)®=1

Si ahora suponemos v € 7; , en este caso v tiene 4 aristas, dos de orden 4, 7 y 77!
y dos de orden 3, u y p1.

Las caras obtenidas son:

¢ Un cuadrado con la relacién: 74 = 1

¢ Un tridngulo equildtero con la relacién: p® =1

e Un rectdngulo con la relacién: (u.7)? =1.

El sistema de generadores y relaciones para G(O) es:
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= 1B= (p.7)2=1

Por dltimo sea v € Ts, v tiene 3 aristas, dos de orden 3, 4 y u~'y la restante o de
orden 2.

Las caras son :

e Dos octégonos equivalentes con la relacién: (o .u)* =1.

o Un tridngulo equildtero con la relacién: p’=1

En definitiva el sistema de generadores y relaciones para G(O) es:

p=o’= (o.p)t=1

4 Grupo de rotaciones del icosaedro
Notemos con I el icosaedro formado por la cépsula convexa de los puntos de R3.

(0,-a,1), (0,a,1), (0,-a,-1), (0,a,-1)
(1,0,-a), (1,0,a), (-1,0,-a), (-1,0,a)
(-a,1,0), (a,1,0), (-a,-1,0), (a,-1,0)

vh-1

2 .
Designamos con G(Z) el grupo de rotaciones de I y P, el poliedro para un punto regular

v de G(T).

En forma semejante al grupo de rotaciones del cubo, todo punto regular v la regién
triangular 7 dada por:

con a =

T = {.(0,0,1) + 8.((1/3,0,(2+ a)/3) +7.(0,a,1) ra+ S+~ =1, 0< a, B,y <1}
Cuyas 4 regiones a estudiar en 7 son:

To={veT: 0<a,p}
Ti={veT: a=0}
Th={veT: B=0}
Ts={veT:y=0}
Siv € Ty, v tiene 5 aristas, 2 de orden 3, p y p~!, dos aristas de orden 5, 7y 71
y una de orden 2, o.
Las caras obtenidas son:
e Un tridngulo equildtero con la relacién: p® =1
e Un pentdgono con la relacién: 7° =1
e Tres tridngulos equivalentes con la relaciéon: p.o.7 =1
El sistema de generadores y relaciones para G(Z) es:

=P =ct=por=1
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Siwv e Ty, v tiene 3 aristas, 2deorden 5,7 y 77! y o de orden 2.
Se obtienen tres caras:

e Dos exagonos equivalentes con la relacién: (0.7)° =1
e Un pentdgono con la relacién: 7° = 1. El
sistema de generadores y relaciones para G(Z) es:

P =0= (o1 =1

Si v € Ty, v tiene 3 aristas, 2 de orden 3, p y ©~! y una arista ¢ de orden 2.
Por v pasan tres caras:

e Un tridngulo equildtero con la relacién: p* =1

o Dos decagonos equivalentes con la relacién: (o.u)® = 1.

Por consiguiente el sistema de generadores y relaciones para G(Z) es:

p= = (opr =1

Si v € T3, v tiene 4 aristas, dos de orden 3, © y p~!, y otras dos aristas de orden
517y 7L

Las caras son:

e Un tridngulo equildtero, con la relacién : p? = 1.

e Dos rectangulos equivalentes con la relacién: (7.u)? = 1.

e Un pentdgono con la relacién: 75 = 1. El

sistema de generadores y relaciones para v € G(Z) es:

=t =(ru)lt=1

Referencias:

[1] H.S.M. COXETER - The Complete Enumeration of Finite Groups of the form
R? = (R;R;)* =1, J. London Math. Soc. 10 (1935), 21-25.

(2] HS.M. COXETER - W.J.O. MOSER - Generators and Relations for Discrete
Groups, Springer , New York,1980.

[3] N. BOURBAKI- Groups et Algébres de Lie, Ch.4-6, Termann, Paris, 1968. Mason,
Paris, 1981.

[4] L.C.GROVE - C.T. BENSON - Finite Reflection Groups, Springer, New York,
1985.

[5] D.J.H. GARLING - D. GORENSTEIN - T. tom DIECK - P. WALTERS - Reflec-
tion Groups and Cozeter Groups, Cambridge Studies in Advanced Mathematics
29, Cambridge University Press, 1990.

89



