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En el presente trabajo mostraremos que A un algebra inclinada iterada de tipo A, de
representacién finita puede ser obtenida de A, por una sucesién de médulos inclinantes
y algebras de endomorfismos de dichos mddulos donde todas las algebras que intervienen
son de representacidn finita.

En todo el trabajo A es una k-algebra de dimensién finita sobre un cuerpo k al-
gebraicamente cerrado, asociativa y con identidad; mod A representa la categoria de
médulos a derecha finitamente generados. Decimos que A es de representacion finita 6 de
tipo finito, si el nimero de clases de isomorfia de médulos indescomponibles es finito.

Recordamos de [7],[9],{10] que un médulo T se dice inclinante (tilting) se satisface las
siguientes propriedades homolégicas:

l) pdAT S 1
ii) Exty(T,T) = 0

iii) EL nimero de sumandos indescomponibles de T es igual al nimero de clases de
isomorfia de simples sobre el algebra A.

Un médulo inclinante tiene asociada una teoria de torsién (7,F) tal que:
T(T) = {M € modA : Ext (T, M) = 0}

F(T)={M € modA : Hom 4(T,M) = 0}
el médulo inclinante se dice separante (separating) si modA = T(T)U F(T).

Un algebra A se dice inclinada (tilted) si existe un algebra hereditaria H = kQ y un
moédulo inclinante Ty tal que A = EndyT

Un dlgebra A se dice inclinada iterada (tilted iterated) de tipo @ se existe una sucesién
de médulos inclinantes separantes Tp, 77, - Th_1y algebras Ag,A,, - -,A,, A; = Enda, T,
Ao= Ay A, = kQ donde Q no posee circuitos orientados.

Las algebras inclinadas iteradas de tipo A, fueron totalmente clasificadas por Assem y
Skowronski en funcién de su carcaj (quiver) ordinario, en el mismo trabajo ellos mostraron
que la propiedad del algebra ser de tipo finito se refleja en una condicién sobre el carcaj
ordinario. Por otra parte, Rold4n clasific las 4lgebras inclinadas de tipo A, y los posibles
carcajs para ellas.

Exhibiremos aqui una sucesién de mddulos inclinantes separantes que transforma el
carcaj de un dlgebra inclinada iterada de tipo finito en el carcaj de un algebra inclinada
de tipo finito.
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1 Preliminares

La siguiente conjetura debida a Rolddn establece que si A es un dlgebra inclinada ite-
rada de representacién finita de tipo kQ, donde Q no possee circuitos orientados y no
es un diagrama de Dynkin, entonces A puede ser obtenida de k@) por una sucesién de
moédulos inclinantes y sus respectivas algebras de endomorfismos donde todas ellas son de
representacion finita.

Conjetura 1.1 ”"Sea B un dlgebra inclinada iterada de tipo de representacion finito en-
tonces existen sucesiones de mddulos inclinantes separantesT,,.... T, _, y dlgebras By, ....,Bn,
,donde B; = Endpg,_,T;_y con By = B ,B,, = kQ y B,,_, de tipo de representacion finito”.

i-1

El objectivo es ver que la conjetura de Roldan se satisface en el caso A, para esto
necesitamos algunos lemas previos y algunos teoremas de caracterizacién. Assem y Sko-
wronski caracterizaron totalnientes las Zlgebras inclinadas iteradas de tipo A, en funcién
de su carcaj ordinario en [4], recordamos aqui los teoremas principales:

Teorema 1.2 (Assem-Skowronski) Sea k un cuerpo algebrdicamente cerrado, y A una
k-dlgebra de dimensidn finita, bdsica y coneza. Entonces son equivalentes:

i) A es un dlgebra inclinada iterada de tipo A,.

ii) A es isomorfa al dlgebra del carcaj kQ/I donde €l carcaj (Q,I) satisface las siguientes
condiciones:

(R1) El nimero de flechas que llegan o salen de un vértice es como mdzimo dos.

(R;) Para cada flecha «, existe como mdximo una flecha B e una flecha v tal que of8
Yy ya no pertenecen a I.

R3) I esta generado por caminos de longitud dos.
g

(R4) Para cada flecha o en Q) existe como mdzimo una flecha 8 e una flecha v tal que
afl e ya pertenecen a I.

(Rs) Q contiene un inico circuito no orientado C.

(Rs) El nimero de relaciones orientadas en sentido horario en C es igual al nimero
de relaciones orientadas en sentido antthorario en C.

(Rz) @ contiene exactamente n+1 vértices.

Observacién 1.3 Un dlgebra que satisface de (Ry) hasta (R7) se dice que satisface la
propiedad (R)
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En el mismo trabajo mostraron que la propiedad de un algebra ser de tipo finito se
refleja como una concicién adicional sobre el carcaj ordinario.

Teorema 1.4 (Assem-Skowronski) Sea k algebrdicamente cerrado y A una k-dlgebra de
dimensidn finita, bdsica y coneza. Las sequintes condiciones son equivalentes:

i) A es un dlgebra inclinada iterada de tipo de representacidn finito de tipo An,.
it) A satisface a condicion (R) junto con la condicion adicional:

(Rg) El circuito C esta ligado por lo menos una relacion.

Sea Q4 sin circuitos orientados. Para cada pozo i en @4 el APR médulo inclinante
asociado es:

T =17 le,A® (1—e)A
que es un médulo inclinante separante, ver[5].

Supongamos que el carcaj (Q,I) satisface la propiedad (R) y que T es el APR in-
clinante asocidado al pozo i, describiremos el carcaj de B = EndT} y mostraremos que
tambien satisface la propiedad (R). Denotaremos por 7* el vértice de Jp correspondiente
al vértice j de Q4. El pozo i se llamara ligado si es el punto final de por lo menos una
relacién cero en (D 4, en el caso contrario se llamara lzbre.

Necesitaremos los siguientes lemas de [4]

Lema 1.5 (Assem-Skowronski) Sea A satisfaciendo la condicion (R) yt un pozo libre en
Q4. Entonces:

i)Toda flecha j — ¢ en Q4 induce una flecha* — 3% en @ B.
1) Toda flecha h — j (j # 1) en Q4 induce una flecha h* — 3* em Qp.
i1i) Todas las flechas en Qg son exactamente de la forma 1) 6 ii)

iv) Las relaciones en Qp son czactamente aquellas de Qa -{i}(esto es, existe una
relacion a* — b* — ¢* si y solo si existe una relacion cero a — b — ¢ en @4, y estas
relaciones forman un conjunto minimal de generadores en Ig)

Lema 1.6 (Assem-Skowronki) Sea A satisfaciendo la condicion (R) y ¢ un pozo ligado
en Q4. Entonces:

i)Toda flecha h — @ en Q4 induce una flecha 1> — h* em @p.
it) Toda relacion de j a i en Q4 induce una flecha 3* — * en B.

i) Toda flecha h — j (j # 1) tal que no hay una relacion cero h — j — @ induce
una flecha h* — j* en Qp, st existe una relacion cero h — j — 1 entonces hay flechas
h* = 1" — 5" en @p.
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iv) Todas las flechas en Qg son de la forma (i), (ii) o (iii).

v)Un sistema minimal de generadores para Ip es dado por relaciones cero dela forma
a* — b* — ¢ donde a — b — ¢ es una relacion cero en Q4 € ¢ # i ,de la forma
h* — i* — j* donde no hay camino de h para j en Q4 y de la forma a* — h* — " si hay
relaciones ceroa — h — j yh — j — 1 en Q4.

Proposicién 1.7 (Assem-Skowronski) Si A satisface la propiedad (R) y Ti es el APR
inclinante asociado al pozo i, entonces B = EndT* tambien satisface la propiedad (R).

Estos médulos apareceran en la prueba del teorema, asi como tambien compuestas de ellos,
mostraremos por medio de los siguientes lemas que los médulos inclinantes a utilizar son
composiciones de APR inclinantes y la propiedad (R) se mantiene en todos los casos.

Corolario 1.8 Sea A satisfaciendo (R), y T4 una composicion de APR inclinantes. En-
tonces End,T satisface la propiedad (R).

Los siguientes lemas pueden probarse usando las técnicas de [2], omitimos la demos-
tracién por razones de espacio.

Lema 1.9 Sea e = Zi:o e; ysea Ty = 77leA P (1 — e)A entonces Ta es un maodulo
inclinante que es una composicion de APR inclinantes.

Lema 1.10 Sea S una seccion completa (complete slice) con un nimero finito de prede-
cesores € sin circuitos orientados entre sus predecesores. Sea T el mdédulo de la seccion S
(slice module), entonces T es un modulo inclinante que es composicion de APR inclinan-
tes.

Recordamos de [3] el siguiente lema:

Lema 1.11 (Assem-Happel) Sea H un dlgebra hereditaria de tipo A, linealmente orde-
nado con r vértices. Sea T, = P(r) y T; = P(r)/P(i) para (i # ) .Sea
T = ®i=1,.. i
FEntonces
a)T es un maodulo inclinante.
b)T es separante.
c)(Qa,la) de A= EndyT satisface la propiedad (R).

En el siguiente teorema de [11] Roldan caracteriza las dlgebras inclinadas de tipo A,
en funcién de su carcaj ordinario.
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Teorema 1.12 (Rolddn)Sea A un dlgebra inclinada iterada de tipo A,. Entonces A es
inclinada si y solo si A es isomorfa a un dlgebra de carcaj kQ/I donde el carcaj (Q,1) no
contiene como subcarcaj pleno ninguno de los siguientes carcajes o sus duales

-

- ~.
t-1 t
donde 0,1 y 2 estan en el circuito.
0. t+
d)
1 ; 3 ....................................... - - t

donde todos los vértices de 1 hasta t estan en el circuito.
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2 Demostracidén del resultado

Vamos ahora a demostrar que la conjetura de Roldan se satisface en el caso A,

Teorema 2.1 Sea A un dlgebra inclinada iterada de tipo A, de tipo de representacion
finito, entonces A es un dlgebra inclinada iterada de un dlgebra B inclinada de tipo A, de
tipo de representacion finito.

Dem. De 1.2 sigue que el carcaj Q4 satisface la propiedad (R), y de 1.4 sigue que el
carcaj Q4 consiste de un solo circuito no orientado ligado por lo menos una relacién junto
con algunos ramos, cada uno de los quales es el carcaj de un algebra inclinada iterada de
tipo A,, ver [3], esto es un subcarcaj pleno y conexo del siguiente arbol infinito com todas
las relaciones aff = 0 = fa.

Cada ramo esta ligado al circuito en un tnico punto que llamaremos la raiz del ramo.

La demostracién sera realizada en ocho pasos.

Los pasos de 1 hasta 4 aparecen en [4] en la demostracién del teorema 1, los recordamos
aqui para mayor claridad.

1) En este paso vamos a invertir todas las flechas de manera que todas ellas apunten
para el circuito. En cada ramo haremos induccién sobre la distancia de cada pozo al
circuito. En el caso que el pozo es una punta solo tiene un vecino entonces el APR
inclinante

T =77legA® (1 — eg)A

es tal que su anillo de endomorfismos EndT® todavia satisface la propiedad (R) ,ver 1.7
y 0* no es un pozo en EndT°.
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Inductivamente podemos suponer que el pozo esté en el medio del ramo y que Q4
tiene la siguiente forma:

Qc

donde Q)¢ contiene el circuito y todas las flechas de Q',Q" apuntan para el pozo 0
por la hipotesis inductiva. Aqui Q" e Q" pueden ser vacios. Observe que Q' contiene un
subcarcaj pleno conexo ! — ... — i+ 1 — ¢ maximal con la propiedad de no contener una

relacién cero. En ese caso el carcaj de Auslander-Reiten de 'y de A tiene la siguiente
forma:

Seae= 3! _,eiy sea

Ta=1"eAd (1 —e)A

entonces por 1.9 T4 es un médulo inclinante separante y es una composicién de APR
inclinantes. Por lo tanto por 1.10 End,T satisface la propiedad (R) y no hay un pozo
S* en el ramo conteniendo 0* cuya distancia al circuito sea mayor que la distancia de c*
al circuito. Observe que el efecto de aplicar T4 fue invertir todas las flechas de 0 hasta .
Observe que despues de aplicar este proceso en cada ramo todas las flechas apuntan hacia
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el circuito. Observe que los ramos estan pegados al circuito de alguna de las siguientes
maneras:

por la propiedad (R). En el primer caso decimos que B esta pegado exteriormente y
en el segundo que B estd pegado interiormente en C.

2) En este paso vamos a eliminar todos los ramos pegados exteriormente entre dos
relaciones consecutivas y en direcciones opuestas en el circuito. El carcaj de A tiene la
siguiente forma:

141
/ ‘.1‘1
0

i+1

Q;
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donde hemos supuesto que no hay relaciones cero en el circuito entre los puntos medios

ty J, Q:i,Q; pueden ser vacios y pueden haber ramos pegados exteriormente en vértices
en el camino

Observe que w debe contener por lo menos un pozo 0 que no es raiz de un ramo por la

propiedad (R)((R;)) Por otro lado @; y @; contienen respectivamente subcarcajes plenos
conexos

maximales con la propiedad de no contener relaciones cero. Sea H el dlgebra hereditaria
de tipo A,. dada por el siguiente carcaj de Q 4:

Supongamos ahora que existe un ramo @p pegado exteriormente al circuito en w,
podemos suponer sin perdida de generalidad que ningun otro ramo estd pegado en w
entre la raiz do Qg y el pozo 0. ()4 tiene la siguiente forma:

Qe 0,

HES . 1+1

i+1

Q;

Sea R = radP(a) entonces R = S(b) sic — b6 R = P(b)/P(d) si b — ¢, en ambos
casos el soporte de R esta contenido en Q. Entonces por una propiedad de las algebras
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hereditarias de tipo A,,, ver [6],[8], R pertenece a uno de los bordes em I'y, esto es para
todo médulo de la forma 72R, z perteneciente a los enteros, tenemos que o' (7*R) < 1.

P(j)

P(

Entonces por Lema 3.1 de [1] existe una seccién completa en I'y conteniendo ambos
R e un médulo proyectivo en el borde opuesto de I'y.

Sea T, el médulo de esta seccién completa considerado como A-médulo e sea

Ta=T,®®guP(l)

Entonces T4 por 1.10 es un médulo inclinante separante que es composicién de APR
inclinantes entonces EndT, satisface la propiedad (R) y hemos borrado la relaciéon cero
de punto medio b. Observe que el ramo Qp se transforma en otro ramo que debe ser
pegado en alguna otra parte de Q g, esto es en el t tal que R = 77°P(t), entonces ¢ = [;
6 t = l;, por lo tanto el ramo fue pegado en el ramo Q; 6 en el ramo @Q;, de esta manera
eliminamos todos los ramos pegados exteriormente entre los puntos medios 2 y j.

3) En este paso vamos a eliminar todos los pares de relaciones en el circuito menos
una, para garantizar que el dlgebra continue de tipo de representacién finito.

Volviendo a la situacién donde no hay ramos pegados exteriormente en w entrez y j.
Nuestro préximo objectivo es borrar simultdneamente las relaciones cero con punto medio
i y j respectivamente. Consideremos de nuevo el dlgebra hereditaria H dada por Qg

Observamos que los médulos S(i) y S(7) son sumandos de los radicales de P(i') y P(j')
respectivamente, pero como anteriormente S(i) y S(j) considerados como H mddulos
pertenecen a bordes opuestos en 'y entonces I'4 tiene la siguiente forma:
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Sea T, el médulo de la seccién completa de I'yy conteniendo ambos S(z) e S(j), ver
[1], considerado como A médulo y sea

Ta=Ty&® BignP(l)

Entonces T4 es un médulo inclinante separante que es compuesta de APR inclinantes
por bfl.10 EndT, tambien satisface la propiedad (R). Ya que S(i) y S(5) son respectiva-
mente sumandos del radical de P(i') y P(j') hemos borrado las dos relaciones cero con
puntos medios ¢ y j, y incorporamos los subcarcajes plenos y conexos

dentro del circuito, ya que S(I) [ = ¢, pertenece a la érbita de P(l,)t=1,j5.

4)En este paso eliminamos todos los ramos pegados exteriormente que restaron despues
de el proceso usando las mismas técnicas que en 2).

5)Solo quedan ahora como maximo dos ramos pegados interiormente. Colocar todas
las flechas apuntando hacia el circuito como en 1) Si fuera el caso de haber aparecido
un nuevo pozo en algin ramo. Invertir todas las flechas; ahora todas las flechas estan
apuntando para afuera del circuito.
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6)Trabajaremos en cada ramo. Detectar todos los pozos del ramo. Observe que si a
es un pozo de un ramo, entonces es una punta, no podemos tener la siguiente situacién:

— .a —

Ya que todas las flechas apuntan para afuera del circuito. Se a es un pozo ligado,

entonces tenemos:

Tomamos T = T[a] = 771 P(a) @ ®;£.P(j) Entonces B = End4T es de la siguiente

forma:

Qe

b* (l*

donde no hay relacién ¢* — a* — b* Ya que hay un camino en Q4 de ¢ para b.
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Si hay una flecha incidente en b tiene que estar saliendo de b,ya que todas las flechas
apuntan para afuera del circuito. En este caso b* no es ahora un pozo pues hay una flecha
de b* — d*. Se no hay flecha incidente en b entonces b* es un pozo libre, pues si hubiese
una relacién acabando en b* deberia haber otra relacién acabando en a, ya que deberia
haber otra flecha llegando a a*, esto es d — € — a una relacidn cero en Q 4, pero eso es
imposible pues a es una punta y solo hay una flecha llegando a a. Observe que todas las
flechas en Q' estaban apuntando hacia el circuito y continuan de esa manera; entonces en
@5 todas las flechas continuan apuntando hacia el circuito.Observe que de 1.7 B todavia
satisface la propiedad (R). Repetir el proceso con todos los pozos ligados.

7)Ya no hay pozos ligados en el carcaj () 4, todas las flechas continuan apuntando hacia
afuera de circuito. Ahora si.hay una relacién en el ramo no es extremal.

Q

Observe que en Q" las flechas salen de b.

! . . . -~
Podemos suponer que Q' no tiene relaciones, ya que podemos tomar la primera relagio
comenzando de un pozo. Ahora todas las flechas estan apuntando hacia afuera del circuito,
! . . . .,
entonces no podemos tener en Q' la siguiente situacién:

Por la propiedad (R) deberia haber una relacién, entonces Q' es un A, linealmente
ordenado.
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Entonces tenemos

Qc

Observe que rad P(c) = P(b)/P(a) = P(r)/P(r-1)

Entonces Qg es de la siguiente forma:
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Q” QC

Donde las flechas de Q¢ e @ fueron invertidas. Entonces ahora todas las flechas
apuntan hacia el circuito.

b a
b*
ﬁ ;1 i B

Observemos que el médulo inclinante T borro una relacién y @p todavia satisface
la propiedad (R), veamos ahora que acontece con las relaciones, las relaciones en Q¢
y Q" permanecen las mismas. Supongamos que habia una relacién cero acabando en
r = by comenzando en @ en algin punto s, por la propiedad (R) debia tener longitud
dos,teniamos s — j — 7 en Q4 entonces tenemos una relacién cero s* — j* — r* en
@pB. Si teniamos una relacién cero comenzando en t en QJ¢ y acabandoen r,t > c — r
en Q4 obtenemos una relacién cero 1* — ¢* — t* en (). Afirmamos que no hay nuevas
relaciones. Una nueva relacién cero deberia comenzar en ()» e acabar en algin punto z*
entre 1* y r — 1* 6 comenzar en * entre 1* y » — 1* y acabar en ()¢ Supongamos que
s € Q" es tal que Homy(P(s), P(r)/P(z)) = 0 mas Homa(P(s), P(r)) # 0 tenemos la

sucesion de Auslander-Reiten
0 — P(i) = P(r) — P(r)/P(:) > 0

Sea f : P(s) — P(r) f # 0 ya que Homa(P(s), P(r)/P(¢)) = 0 tenemos por la propiedad
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del niicleo que existe una aplicacién no nula g : P(s) — P(i) por lo tanto un camino no
nulo de i hasta s en Q4 lo que contradice la propiedad (R) porque tendriamos un circuito
pasando por s y por ¢ y Q4 posee un inico circuito que estd contenido en Q¢, por lo
tanto no hay relaciones comenzando en Q" y acabando en algin :* entre 1* y r — 1*. Sit
es un punto en Q¢ tal que Homa(P(r)/ P(i), P(t)) = 0 para algin ¢ entre 1 y r — 1 pero
Hom(P(r), P(t)) # 0 tenemos que Homa(P(r), P(t)) = 0 (ver ['4) y eso da la relacién
cero considerada anteriormente. Por lo tanto no hay nuevas relaciones en QB y hay por
lo menos una relacién cero menos. Observe que de 1.11 B todavia satisface (R).

8)Repetir el paso 5, esto es invertir todas las flechas y inductivamente aplicar el paso 7),
hasta no tener ninguna relacién en el ramo, entonces el ramo resulta un A, linealmente
ordenado con todas las flechas apuntando hacia el circuito. Simetricamente en el otro
ramo. Entonces finalmente obtenemos:

Que claramente es una algebra inclinada de tipo A, de tipo de representacién finito
,ya que no contiene ninguno de los subcarcajes exhibidos en 1.12 es inclinada, y como el
circuito est4 ligado por un par de relaciones es de tipo finito. Por lo tanto tenemos que
la conjetura se satisface en el caso A,. O

Observacién 2.2 Note que la sucesion de dlgebras que aparecen en la demostracion del
teorema anterior son todas de tipo finito, ya que siempre el circuito estd ligado por lo
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menos una relacion, por lo tanto en el proceso solo intervienen dlgebras de tipo finito.
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