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Abstract

En este trabajo estudiamos una clase ecuacional de algebras, que hemos llamado
SAI; - algebras, las cuales constituyen una contrapartida algebraica del fragmento del
calculo proposicional trivalente de Lukasiewicz, donde sblo participan los conectivos —
(implicacion de Lukasiewicz), A (conjuncién) y A (necesidad).

Las SAI, - algebras son una extensiéon de las Al 3—algebras y de las SI;-algebras
introducidas en [2] y [3] respectivamente.

1 AI,-algebras con infimo

Definicién 1.1 Una Al - dlgebra con infimo (o SAI;- dlgebra ) es un dlgebra (A, —, A,
LA, 1) de tipo (2,2,1,0) satisfaciendo las identidades:

Al) l-z=uq, A2)  (z-y)-((y-2)-(z-2)) = 1,
A3)  (z~y)-y = (y-2)-z, Ad)  ((z-y)~(y-2))-(y-2) =1,
A%)  ((z~(z-y))-z)-z =1,

A6)  Az-y=z-(z-y), A7) A(Az-y) = Az-Ay,

A8) (zay)-y=1, A9)  z-(yaz)=(z—2)a(z-y).

De los axiomas Al a A5 resulta que (4,—,1) es un 4lgebra implicativa trivalente de
Lukasiewicz (o una I, -élgebra), A. Monteiro [7] ( ver también [4]). De los axiomas Al a
A7 se tiene que (A,~,A,1) es una Al;-4lgebra, A. V. Figallo [2] v de Al a A5 y A8 y
A9 (4,-, A, 1) es una SI;-4lgebra, A. V. Figallo y J. Tolosa [3].

Representaremos con ¥ a la variedad de las SAI, - algebras.

Ejemplo 1.1 Sobre T ={0,3,1} definimos las operaciones —, A y A por medio de las

tablas
% A % T | AT
1 0 0 0| O
1 3/03 3|0
1 1101 11

Entonces I = (T, -, A,A,1) € ¥ y las tnicas subalgebras propias de T son
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B={0,1}y {1}.

Lemal.1([2,3,7]) Para toda A€ ¥ se verifican las siguientes propiedades:
P1) A estd parcialmente ordenado por la relacion < definida por: T<y si, y solo s
" z—y=1; ademads T <1 para todo x en A,
P2) (A, <) es un conjunto reticulado superior tal que el supremo de los elementos
z,y € A es el elemento zvy = (z-y)-y,
P3) st A es acotada, esto es, eziste un elemento 0 € A satisfaciendo 0 < z,
entonces poniendo para todo par z,y € A, ~z=2-0, VI = ~2-T,
gay= ~(~zv ~y), se verifica que L(A)=(A, v, A, ~, V,1) es un dlgebra de
Lukasiewicz trivalente en la que vale -y =(V ~zvy)a(Vyv ~ ).
P4) walen las identidades z=(y=) =1, (z=(y=2))=((z=y)=(z=22)) =1,
(z=y)sz)2z =1, 1oz ==z, donde z=y=z-(2-Y),
P5) (A, <) es un conjunto reticulado inferior donde el infimo de los elementos
T,y€ A es Ty,
P6) si v es la operacién indicada en P2), entonces (A, v, ,1) es un reticulado

distributivo con tltimo elemento 1.

Definicién 1.2 Sea A€ ¥. D C A es un sistema deductivo (s.d.) de A st verifica:
Dl) 1eD, D2) z,z-y € D implican y € D.

Sean A,Be ¥, con D(A) y 8(A) representaremos a los conjuntos de todos los s.d y
todos los s.d. maximales de A, y con Hom(A,B) (Epi(A,B)) representaremos el

conjunto de todos los homomorfismos (epimorfismos) de A en B (de A sobre B).

Lema 1.2 ([2,3,7]) Si A,Be¥ y he Hom(A,B), entonces Ker(h) = {z¢€ A:h(z) =1},

llamado el nicleo de h, es un s.d. de A.

Lema 1.3([2,3,7]) Sea Ae¥ y DCA. Entonces las siguientes condiciones son equi-
valentes:

() DeD(A),
(1) D verifica las condiciones D1y D'2) z,2=y€ D implican y € D.
Con Con(A) denotaremos el conjunto de todas las congruencias de Ae¥. Si

ReCon(A), zp,A/R v qr:A—A/R representan la clase de equivalencia de r€ A,

el dlgebra cociente y el homomorfismo definido por ¢ r(z) = zg, respectivamente.

Lemald4 ([2,3,7])) Sea Ae ¥, DeD(A), R(D)={(z,y):z—y € D,y—~z € D}, entonces:
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(5) R(D)eCon(A),

(%) 1lpwpy=D,
(i41)) para cade R € Con(A) exziste D € D(A) tal que D=1p y R(D)=D.

Teorema 1.1 ([2,3]) Sea A€ ¥ con mas de un elemento, entonces las siguientes condi-
ciones son equivalentes:
(z2) A es simple,

(1) A es isomorfa a una de las dlgebras T o B indicadas en el Ejemplo 1.1.

Observaciéon 1.1 Como las congruencias de una SAI;-algebra estan determinadas por
los s.d. de dicha algebra, y el operador = verifica las identidades dadas en P4, entonces
teniendo en cuenta D'2 y los resultados de A. Monteiro indicados en [8] podemos afirmar
que:
(1) Todo s.d. propio de A es interseccion de s.d. maximales de A. En particular se
verifica N{M: M € §(A)} = {1}.
(12) Paratoda A € ¥ las siguientes condiciones son equivalentes:
(a) M e&(A),
(b) A/M es un algebra simple. _
(#1) Si Ae¥ tiene mas de un elemento entonces es producto subdirecto de algebras

simples y si A es finita, entonces A~ [| A/M. En efecto, como A es finita
M eg(A)
tiene un primer elemento, luego podemos considerar el algebra de Lukasiewicz

trivalente £(A) de P3, y aplicar resultados conocidos para estas algebras (ver [5]
y [6])-
2  SAI,-algebras libres finitamente generadas

Si ¢ es un namero cardinal positivo, denotaremos con L(c) a la SAI;-algebra que
tiene un conjunto G de generadores libres que verifica |G|=c. Mas precisamente, L(c)

es tal que:
(1)  L(c) tiene un conjunto G de generadores tal que |G| =¢,

(1) Para cualquier funcién f de G en una SAI;-algebra A, existe h € Hom(L(c), A)
tal que h(g) = f(g) para todo g€ G.

Como ¥ es una variedad, por un resultado de G.Birkhoff [1], tenemos que existe

L(c) para todo cardinal ¢ > 0.
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Sea G ={g1,92,--9,} un conjunto de generadores libres de L(n). Denotaremos con
G al conjunto de todas las funciones de G en I = {0,3,1}.

Lema21 La aplicacién o(h) = Ker(h) establece una biyeccion entre los conjuntos
Hom(L(n),T) y &(L(n)).
Dem.

Sea M e 8(L(n)) v qp:L(n)—L(n)/M el epimorfismo natural. Por el Teorema 1.1
existe un endomorfismo i: L(n)/M—9 tal que toq,, = h € Hom(L(n),T)
y ¢(h) = M = Ker(h), luego ¢ es sobre.

Por otra parte, como el tnico automorfismo de I es la identidad, podemos afirmar
que si hy,hy€ Hom(L(n),T) son tales que Ker(h,)= Ker(h,) entonces vale h;=h,.

Por lo tanto ¢ es inyectiva. o

Si n es un entero positivo entonces L(n) es un algebra finita. En efecto, de la
Observacién 1.1(iii) resulta que existe un homomorfismo inyectivo de L{n) en

L(n)/M. Ademés por el Teorema 1.1 y la Observacién 1.1(ii) se verifica que
M e &(L(n))

| L(n)/M| <3, para todo M € §(L(n)).
Por otra parte es facil ver que  Hom(L(n),¥) es un conjunto finito. Entonces por el

Lema 2.1 8(L(n)) es un conjunto finito y por lo tanto L(n) es finita.
Luego por la Observacién 1.1,(iii) podemos escribir, identificando algebras isomorfas,

Lin)= TI L{(n)/M.
M e §(L(n))

Sean 8, ={M e8(L(n)): |L(n)/M|=2} y 8 ={M e&(L(n)): |L(n)/M|=3},
entonces {§,,8,} es una part1c10n de §(L(n)), y teniendo en cuenta el Teorema 1.1

podemos escribir:
(1) L(n)=B
Sean

H,={he Hom(L(n),T): h(L(n))=B} y H,=EpiL(n),T),
entonces se verifican: (2) |8 |=|H,|, |&;|=|H,}|

Considerando los conjuntos
={feT% [f(@)=B} y F,={feT%f(G)]=T},
donde [f(G)] es la SAI;-subalgebra generada por f(G), podemos afirmar que valen:

(3) [Hi|=[Fu], |Ha|=|Fal

&l 18]
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Por otra parte, es facil ver que valen
Fy=BC—{fo},foe B®, folg)=1paratodo geG, y F,=T¢-BC
de donde tenemos:
- (4) |Fy=2"-1, |F,|=3"-2".

De (1) a (4) resulta:

Teorema 2.1 Si n es un entero positivo entonces se verifican:
(i) L(n)= B V12",

() |L(m)|=20""Y 36"
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