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Resumen.

1.- Se prueba que los operadores generalizados no simétricos, intro-
ducidos por J. 8. Lowndes [L] en 1985, se realizan como operadores de no
convolucion con un nmiicleo Bessel - Clifford.

2.- Se discuten relaciones entre estos ltimos con operadores fracciona-
rios corrientes y se deriva una férmula de inversidn siguiendo una técnica

de Bakievich [B].

Introduccidn.

Entre otras aplicaciones, haciendo uso de operadores generalizados no
simétricos, J. S. Lowndes [L‘ desarrolld una técnica que permite la re-
solucién explicita, entre otras, de ecuaciones generalizadas tipo la 2 - axial
simétrica de Helmholtz:

(1] Hka U= Uy 4 Uy ——ul + —'luy + kPu = 0,
k, 7, a, constantes.

Esta técnica consiste, hsicamente, en realizar la ec. [1] como la trans-
formada de la ecuacion generalizada biaxial del potencial simétrico:

[2] Ugg + Uy + ert,, + %th +k*u =0, (n,a positivos)

via el operador Ix(n, @) zefinido mediante [3] :

a--1

0 J = (5" [T (S e (65 ) st

s

Entonces, a partir de un sistema completo de soluciones de la ec. [2],
se puede hallar un sistema completo de soluciones de la ec. [1].

Siguiendo la notacion de Lowndes, el operador adjunto del definido en
(3] esta dado mediante la relacién [4] :
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a—1

Ki(n, ) f(z) = (%)l—a X" /oz u" (:c _ U>T Jac1 (km) f(u)du

x

como asimismo, los operadores Lix( 7, @) y Ki(n, @), que siguen de 3] v
[4], reemplazando Jo_; por I,_1, esto es, la funcion modificada de Bessel
de lera. especie.Para valores no positivos de «, se define (L] :

[5] L(n,a) g(z) = " L(0,a +n) D} (z"g(z))

donde n es un entero positivo tal que a +n € (0,1}, p = ko p = ik, k
no negativo. En particular, haciendo k — 0% en {3] y [4] se obtienen los
operadores de Erdélyi - Kober [E] , [K],

[6] Io(n,0)f(z)=13°f(z)=z~ "I (=" f(2)})
Ko(n,0) f(z)=K2*f(z)=z1Kg(z=>—"f(z))

donde I§,, K& son los operadores fraccionarios de Riemann - Liouville y
de Weyl dados mediante las expresiones:

(7] Igy f(@) =y Jy (e—)* 71 (D),
K f(z)=r(ay [, (t=z)2=1 f()dt.

Nuestro tratamiento sera formal, asumiendo a priori que expresiones
como [3] y [4] estan definidas.
En particular, se puede verificar la relacion

B8 L(ne) = g5, Jarrri(kz)

donde, como es usual, (a), = ﬂr%—)bl es el simbolo de Legendre y, ademas

9 L) =Tr+1)(3) )
es la funcién de Bessel - Clifford.

En el §1 se introducen los operadores de no convolucion con nucleos de
Bessel - Clifford y se enuncian resultados de inversién de M. 1. Bakievich.
En el §2 se hace la reduccién de los operadores 1(7, @) a operadores de no
convolucion con nicleos de B -C, para atender en el §3 a la invertibilidad
de estos, generalizando resultados de Lowndes.

§1. Sobre operadores de no convolucion.

[1.1) Siguiendo la nomenclatura corriente, indicaremos la clase de o-
peradores de no convolucién con niicleo de Bessel - Clifford mediante
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0] T 100 =y [ (0 = " Tuca(bV/aT=P) £(1) a,

1] I f00) = /0 (2= ) T aa (ke —13) f(2) dt

donde I,(z) = J,(—iz), z € C. Asimismo, se denota I+,

operadores que siguen de [10] y [11] intercambiando los sunbolos Jel
respectivamente.

) Jak a los

[1.2] Si @ es positivo, f € L?(0,b), p > 1,entonces los operadores anteriores
estan definidos, son acotados y sobreyectivos entre los espacios [*(0,b) e

Ig, (L*(0,0) ) (sobre este punto, v. Samko [5]).

Por otra parte, para 8 positivo es vélida la relacién

[12] 5, I 1(x) = Jf g4 £(x).

1.3 De la relacién anterior, si a € (0,1), haciendo # = 1-a y teniendo
) y
presente que (I, )™' = D, I};* se tiene la representacién

(18] Jde f(x) =157" T 1(x).

Por esta ultima identidad, el problema de la invertibilidad de J+
atane propiamente al de la invertibilidad de Jl ke

[1.4] Teorema de Bakievich.
Sea F(z) € ACla,b]. La ecuacion:

(14] D Jf f(z) = F(z)

admite una unica solucién de la forma:

(18] f(z) =27 I} Do (zF(z)).

[1.5] Corolario (Bakievich).

Sia€(0,1), g € Ig, (L1(0,b) ) y g(0) = 0, entonces

29



(j;k)_l g(z) = [§ 1o (k\/x2 — a:t) d [t Ig? g(t)]
[16]

= I o2 + (1-0) 9(o)]

§2. Sobre operadores generalizados no simétricos.

[2.1] Sean k, 7, constantes positivas. Dados x positivo, u € (0,x) y una
funcién medible C - valuada f = f(x) escribiremos

[17] Xiolu,z) = (%)l_a (’—;l)a_;l 1 (k\/ﬁ — a:t_t) ,

[18] Zko (%) = f¢ Xk o(u,z) f(u) du.
Entonces:

() Xkolu,z) = F(la_) (x-u)* 1ot (k\/ac? - mu) .
(b) Tx(n, @) f(x) = x77" S [u” f(w)] ().

(c) Eka f(x) ~ Iy f(z) (2 —0F).
Demostracién : La prueba es enteramente formal, razén por la cual la
omitimos.0

[2.2] El operador Zj 4 : L]

loc

(R*) — L}, (R*) estd bien definido.

Demostracién:

Por [2.1](a), para u € (0,z), tenemos :

— z—u a—1 0o z T r
[Eral,2)] < ERI T ds (582) (2 - w)

< e o (gk_f) _

4o

Sea f €LL_(R*) e y un nimero real fijo. Entonces:
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/y /’ 1Zka(u, ) f(u)] dudz <
0 Jo

a 2
< i exp (42°) 2 17 (w)] du

y esta ultima expresién es finita. Por lo tanto, Z; o f € L} (RY) O

loc

(2.3] De este 1ltimo resultado, insistimos en sefialar, que el operador Zi ,
esta definido sobre funciones C - valuadas de variable positiva sujetas a
condiciones bastante generales. No obstante, cuando sea necesario, vamos
a asumir que las funciones sobre las que opere el mismo son lo suficiente-
mente suaves como para hacer viables nuestros argumentos.

[2.4] Los operadores =, son operadores de no convolucién con nticleo
Bessel - Clifford. En particular, tenemos la realizacién :

[19] Sk = j;,k

§3. Sobre el problema de invertibilidad.

[3.1] Sea a € (0,1), b € (0,+00), p > 1. Se considera una funcién medible
h tal que z7'A(z) € LP(0,b) y h(zx) € 1557 [L7(0,b)}. Entonces, si p es
mayor que 1, a € (0, ’%), o en su defecto, J{_, (z71h(z)) — 0, resulta

[20] (17 ) 'h(z) = 2> D, [x" I, (:c‘lh(a:))} .

Demostracién :

Reemplazando « por 1-a en [16] tenemos :

(T ak)9(2) = 27" I 4 o(2)
[21] { o(z) = z'~* D, (z* g(z)).
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i.e. de la ecuacién

22] IS ¢(z) = h(z)
esto es:

23]  x (Jf.0)te(z) = h(x),
se tendria entonces

[24]  g(z) = Jf_ou( 27" h(2))

en la medida que g € 157* [L*(0, )], g(0) = 0. Notemos que Im(J_, ,) CIg7* [L7(0, b)]
y LP(0,b) C L*(0,b). Por otra parte tenemos

g(x) = Er-ax(z™'h(z)) ~ Io3%(z 7" h(z))

y, de las hipdtesis, sigue la afirmacién.O

[3.2] Sea a € (0,1); k, b€ (0,400),p > 1,7 € R. Dada una funcién medible

g tal que z**7-1g(x) € LP(0,b) y zo*" g(z) € 157> {L?(0,b)] entonces, si

p es mayor que 1, o € (0, #) o bien si JT_, (z**t7"1g(z)) — 0 , resulta:

25 [Ie(n,0)]'g(x) = 217" D, [0 I, 4 (%77 g(2))] -

Demostracién:

Consideremos la ecuacién
26]  L(n,0)f(z) = g(x).
Por [2.1](b) y [19] obtenemos
27)  Jou(wif(u)) = z>¥g(x).

Teniendo presente las formulas

(28] i:,k =J} Jok = I;,ika

a,ik

podemos escribir la relacién [20] en la forma

29] 27 flz) = (I54) 7" (z°*7g())

y ahora basta aplicar [3.1] y las identidades anteriores.O

[3.3] En particular, usando [25], tenemos

{ [k(n, )] = 2'77 Dy J§ uTo(kv/uz — 2?) g(u) du

[30] [Lix(n, )] ™" = 277D, JE w1 g(ky/uz — 22) g(u) du
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Estas dltimas identidades, vélidas atin cuando D,(z" g(x)) es inte-
grable en el origen y 27 g(x) — 0 (x— 0%) coinciden por las obtenidas por
Lowndes [L] mediante transformadas de Laplace, y asimismo, haciendo n
‘igual a cero resultan los operadores obtenidos por Vekua [V].
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