Convergencia de mejores aproximantes
Felipe Z6

Introduccién.En esta nota describiremos algunos problemas de continuidad para ope-
radores de mejor aproximacién cuando se varia la clase aproximante. Existen dos motiva-
ciones naturales para considerar este tipo de problemas. Primero pensemos que nuestra
clase aproximante es un conjunto de funciones definido sobre cierto dominio del espacio
euclideo y que queremos encontrar una “buena aproximacién”de la mejor aproximacion,
que a veces no puede ser calculada directamente. Si la clase aproximante tiene dimension
infinita es natural aproximar esta clase por otra de dimension finita, calcular la mejor
aproximacion dentro de esta clase y ver como varia el mejor aproximante cuando la clase
aproximante original es alcanzada de alguna manera por estas clases de dimensién finita.
Creemos que seria ilustrativo para el lector tener presente el caso cuando la clase apro-
ximante es el conjunto de todas las funciones mondtonas crecientes en el intervalo [0,1] y
que ademds son de cuadrado integrable. Un cédlculo efectivo de la mejor aproximante de
una funcién, digamos con la norma L?, se puede hacer tomando una particién finita fija
del intervalo [0, 1] y considerando la mejor aproximacion de la funcién original sacada de la
clase aproximante formada por las funciones mondétonas escaleras asociadas a la particion
dada. Es de esperar que refinamientos de la particion conduciran a la convergencia de las

mejores aproximantes asi obtenidas.

La segunda motivacién puede encontrarse en el estudio de la teoria de las martingalas
con sus ya conocidas aplicaciones a las Probabilidades, la Estadistica y atin en el Analisis
Matemadtico. Asi describiremos en un primer término algunas propiedades de continuidad
para la esperanza condicional. Pensaremos la esperanza condicional como un operador de
mejor aproximacién en L? siendo su clase aproximante un subespacio, o sea que es una
proyeccion ortogonal. Este operador tiene una serie de propiedades que, de alguna ma-
nera, se extienden a otros operadores como son los de prediccion y de mejor aproximacién
isotonica. El operador de prediccion se obtiene en forma analoga a la esperanza condicional
pero cambiando la norma L% por la norma L? ; en cambio para obtener la mejor aproxi-
macion isoténica se cambia también la clase aproximante, usualmente conjuntos convexos,
lo que nos lleva a problemas no lineales atin trabajando con la norma L2. Una descripcién
de las aplicaciones de este ultimo operador se puede encontrar en los libros [BBBB| y

[RWD] y en los trabajos [LR], [BR].
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I Esperanza condicional.

Trabajaremos en un espacio de medida finita M con una o-algebra M.
Sean f € L?*(M) y F C M una o-algebra. Denotaremos por Ex(f) a la proyeccién
Pr(f) con F = L*(F). La expresion Er(f) es la esperanza condicional de la funcion f,

dada la o-algebra F. Estamos frente a un operador simétrico idempotente que cumple:

IEE(Ollp < lIfll, 1< p <00,

asi, Ep(f) tiene una extensién continua a todo LY(M). Discutiremos la continuidad de

Er(f) haciendo variar la ¢ -dlgebra F.

1. Sea F,, una sucesion de o-dlgebras encajadas contenidas en M y denotemos por F la

o-algebra limite, y para f € L'(M) sea f, = Ex,(f), entonces
(1.1) Para f € L? la sucesién f, converge hacia Eg(f) en L2
(1.2) Si f € LP, 1 < p < o0, f, converge hacia Eg(f) en LP.
(1.3) Hay convergencia en casi todo punto para f integrable.

El resultado (1.1) se puede obtener mediante un teorema abstracto de proyvecciones y de
que, por ejemplo, L?(F) es igual al subespacio gencrado por U>Z, L*(F,). Fdcilmente
se demuestra que (1.2) es equivalente a (1.1). La parte (1.3) es un conocido resultado
de Doob. La demostracién clésica de (1.3) se basa en que la funcién maximal flr)y =
SUPp>1 |fn(z)] es de tipo débil L'. Se puede demostrar la convergencia puntual para

f € L? sin hacer uso de la funcién maximal, ver [LR} (1980).

Para obtener convergencia puntual es importante que las o-algebras estén encaj adas, ejemn-
plo de Boylan (1971). Si las o-algebras no estén encajadas pero * convergen rapidamente”.

Mukerjee (1984), vale la convergencia puntual.

Ejemplo de Boylan.En el espacio {0,1) consideramos una sucesién de conjuntos (A, ),

An C(3,1), imsupA, = (3.1], [An] = 0.

Con B, = [0, %) U A,, formamos la o-dlgebra F,, = {¢,[0,1), Bn, B} }.Se puede ver que
d(Fp,Foo) = |An|, donde Foo = {9,10,2),[5.1),(0,1)}.
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La distancia de Hausdorff entre dos o-algebras esta dada por
d(A,B) = inf |B A Al inf [BAA
(A,B) maw(;lé% jnf | I sup jnf | )

Para f = x[o,1) obtenemos

Er,.(f)(z) ={

Siz € [3,1) tenemos 0 = liminf Ep, (f)(z) < limsup Ep,,(f)(z) = 1.

(1.4).Mukerjee(1984).Si f € L' y > o”  d(Fn,F) < oo entonces la sucesién Er, (f)(z)

n=

converge a Ex_ (f)(z) en casi todo punto.

Convergencia en norma. Criterios para la convergencia en norma, digamos en L?, para
Er_(f) cuando F,, C M no estdn necesariamente encajadas fueron dados por Kudo (1974),
Tsukada (1984), Brambila-Alonso (1990). Dada una sucesién de o-dlgebras F,, definimos

liminf F, =F={E e M| lim Fiélrt: |[EAF|=0}.
W={fe L* (M) | ewiste(fnk)ean(Fnk) S fae — 1

entonces ponemos F™ para la minima s-algebra que hace medible W. Siempre se cumple

FCFo. CF*CF, siendoFy F los limites conjuntistas de la sucesién (F,,).
(1.5). Las o-dlgebras F o.,F> coinciden p.p. sii Eg,(f) es de Cauchy en L*.

Lo anterior se puede obtener como corolario de un resultado general de Tsukada (1983},
este tltimo basado en un trabajo de Mosco (1969). Existen varias maneras de caracterizar

la convergencia en norma.

Equiconvergencia en norma. Boylan (1972), Neveu (1972), Rogge (1974) y Mukerjee
(1984). Para ciertos & C L' ponemos

Mg = sup ||Ef,(f) = Er_(f)l2
fea

(1.6). Sea ® el conjunto de las funciones medibles valuadas en [0,1], A y B o-algebras en
M,
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entonces tenemos d(A,B) < Ms < c2(d(A,B)(1 — d(A,B)))7,
siendo c; una constante que se conoce exactamente y d(.,.) la distancia de Hausdorff

definida anteriormente.
II Extenslones.

Sea L un o-reticulado en M, ponemos LP(L) para las funciones L medi-
bles en LP y para f € LP(M) sea Pr(f) la proyeccién de f sobre LP(L) con la norma
Il.llp. La funcién Pp(f) claramente existe para 1 < p < oo. También existe para 0 < p.
[LR2].

El siguiente es un resultado de Brunk (1975).

(2.1). Si 2 < p, |Iflle < 1, A y B o-reticulados, entonces tencmos
|PACS) = Po(£)ll} < 2°(d(A, B)(1 -~ d(A, B)))7.

No sé si existen resultados similares a (2.1) para p < 2.

Para p = 2 el orden de convergencia de ||Pr, (f)— Pr_ (f)ll2 dado por este tltimo resultado
es (d(Ly.Loo))#, mientras que los resultados en (1.6) para el caso de o-dlgebras nos da un
orden de convergencia de (d(Ln,Loo))%. El operador Pr(f)) fue ampliamente estudiado

por Landers y Rogge (1981) obteniendo resultados similares a los indicados en 1.

(2.2). El operador PL(f) se extiende con continuidad monctona a LV~ (M), aun para

l<p<

(2.3). Si los o- reticulados L, / Ly (L, . L) eutonces tenemos
Pr,(f) = Po.(f) pp. para f € L?7', 1 < p < oc.

(2.4). Sean los o-reticulades como en (2.3), entonces se tiene convergencia en norma LY

parap—1<g.

(2.5). Sea P(f) = sup,, Pr,(|f]) entonces H{P(f) >t} < ;{l_—l JIfIP=1 5 ademds HF(f)H,,
<flig p—=1<gq.

Pregunta. De qué forma convergen los reticulados L, para que valga: L, — L sii
I PL.(f) = Pu. ()l = 0. cuandon — 207
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IIT Extensiones clasicas a espacios de Orlicz.

En lo que sigue ¢ es al menos una funcién convexa, no negativa, ¢(0) = 0y ¢(z) — oo
si £ — o0o. Supondremos que los espacios de Orlicz cumplen L¥ = L¥ . Las clases aproxi-

mantes C, C,, y C serdn al menos conjuntos reticulados y cerrados en L¥. Pondremos

nolF1C)={g€Cl [ wllf - oD = jnt [ w(lf - hl))

e, (fF/C) ={g € ClIIf —gllo = inf |[f - Rll,}

heC

(3.1).Landers y Rogge (1981).Sean C, y Co tal que C, e Coo
(Chn N\ Cw), fn una sucesion en L¥ que converge p.p. hacia f tal que

sup,, | fn| € L?. Para cada sucesion g, € p,(fn/Cr) tenemos:

a) limp—oo gn ,Lim, 0 gn € pe(f/Coo)

b) sup; <, 9| € L¥.

Se conoce que py(. /C)y pyy, (- /C) son operadores continuos en L¥, C' debe ser ademds

un cono. Ver [LR1].

Un conjunto C contenido en L¥ es p-cerrado sii f, € C, fn /" f € LYo f, \,  f € L¥
entonces f € C.

(3.2). L-R (1980). Suponemos  no negativa, no decreciente, ¢(0) = 0 y ¢(0c0) = oo. Los
aproximantes Cp, y Co como en (3.1) pero p-cerrados. Sean f € LY y f, € po(f/Ch).

Entonces

a) iEn—-»oo fn 7hmn-—>oo fn € iu%"(f/COO)
b) sup; <, |fa| € L.

Si ademas la funcién ¢ es convexa se obtienen resultados andlogos a (3.2) reemplazando

£, (f/Cn) por pu(f/Cr). Aqui la convergencia se debe entender en || ||,. Ver [LR2].

Pregunta. Es cierto el resultado (3.1) para funciones ¢ mas generales que las funciones

convexas?
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IV Extensiones a espacios normados del problema de convergencia en norma.

Suponemos que X es un espacio real normado de dimensién finita o en su defecto que X
y X* tienen normas Frechet diferenciables. Las clases aproximantes C, son subconjuntos
convexos cerrados no vacios de X. Siguiendo a Mosco (1969) definimos los siguientes
limites

s—liminfCp=Co={z€X |d(z,Cr) = 0,n— o0}

w — limsupCp, = C® = Co{z € X | existe Tn, € Cn, : Tny, — x}

En la situacidn supuesta las siguientes afirmaciones son equivalentes:
a) s — liminf Cp = w — limsup Cpn # ¢.
b) Las proyecciones métricas Pc, (z) convergen cuandon — oo para cadar € X.

Recordemos que X* tiene una norma Frechet diferenciable si1 X es estrictamente convexo,
reflexivo y tiene la propiedad H. Nos interesard estudiar el problema de la convergencia en

norma para espacios de Orlicz no reflexivos.
V Resultados mds recientes en espacios de Orlicz.

Suponemos que la funcién ¢ es estrictamente convexa, no negativa, vale 0 en el origen,
tiende a infinito en el infinito, ¢(2z) < cp(z) para valores grandes de =y ﬁ(r—fl — oc
cuando n — oco. Supondremos que las clases aproximantes C', C X son conjuntos convexos

cerrados en L1.

(5.1). Si Cow = C® = C, C # 0y fu it f entonces tenemos

g, (fa/Cn) = 1y 1. (f/C)lle — O cuando n — oo. V

Los limites Coo v C estén definidos en forma similar a lo hecho en IV, mas precisamente:
Coo = {g € L¥ | existeg, € Cp : lgn — gllp — 0 st — o<},

C>® = {g € L¥| existegn, € Cn, :Gn, —~genL' sik —oc}.

La demostracién de (5.1) se basa en el siguiente resultado.

(5.2). Con las mismas hipdtesis de (5.1) para C, se sigue que
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| (£ /Cn) = 1(£/C) |y — 0 cuando n — oo.

También se puede obtener convergencia puntual para p,(f,/C) si C es ademds un reti-

culado.

Estas técnicas se pueden utilizar para obtener mejores aproximaciones por funciones moné-

tonas. Ver [C].
Ejemplo de técnica de demostracidn.

Sea e(f/C) :=infgec || f — 9|y ,veremos que

(5.3). Si fn L f cuandon — oo ylimC,, = C # 0, entonces e¢(fr/Cr) — e(f/C), cuando

77 — OQ.

Suponemos que f, = f. Sea (ng) tal que limg_ooe(f/Chr,) =
lim, . e(f/Crn). Sean hn, € py,(f/Cni) y g € C arbitrarias, y sea ahora g, € Cy
tal que g, i g. Como ||f — hnlle < IIf — 9nelly, tenemos que la sucesion (hy,) es
acotada en L%, luego existe una subsucesiéon de ella, denotada nuevamente por h,,, y
una funcién h € L' tal que hy,, L h. Como C = C™ se tiene h € C, pero ademas

b€ . (f/C). En efecto
If = hlly < limg oo 1f = Py lle < lmp, oo | = gnlle = [If — glle-
Por lo tanto e(f/C) < limy_ o [|f — hnylle = lim, o e(f/Cn)

Sean h € pyy, (f/C); ha € pyy,(R/Cn) ¥ gn € p), (f/Cn),luego

e(f/Cn) =|f —gnlle <IIf = hall -

Pero como h € C = Cy se sigue djj(h/Cr) — 0, ie. hy, L. Luego

En—>oo e(f/cn) < limp oo “f - hn”cp = ”f - h”tp =e(f/C).

Para el caso general se usa

le(fn/Cn) — e(f/O)N < |If = fulle + 1e(f/Cn) — e(£/C)1.
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