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Resumen:
Se considera la operacién:
CR.15 bIx" oIx® £C30
en la cual los subindices a, b son las terminales Climitesd in-
feriores de integracidén en el sentido de FRiemann-Liouville [1]
o, mas generalmente, en el sentido de Holmgren—-Riesz(2]. En el
casc a = b es conocida la validez de la relacidn:
CR.2raIlx’ aIx™ £C30 = oI ? rc0
valida cada vez que RCaD>0, RC(MAHO>0 [3]; no siendo éste el caso
la identidad (R.2) es, en general, falsa.
En el presente trabajo se considera el estudic de (R.1) e in-
dicamos:
CR. B6In" alx® £G0 = baIlf' ® £GoO
Consideramos en primer lugar el caso RCOKOCROBD para pasar
luego al caso general. Establecemos a tal efecto tecoremas que
nos permitiran evaluar la expresién anterior; en particular, se
ve que la denominada ley de indices, expresada en (R.2), es ca-

racteristica de los casos ya estaplecidos.

Introduccidn:
Dados una funcidén C- valuada = t0x, x & R, un
numero o & € con parte real positiva, a £ R, » £ [k, escribimos:
- I 1 o L=l
CI.1%alx FCxX) = ——— Cx=yD tCyd> dy
MCatd  a

Se dice que la anterior es la integral fraccionaria de Rie-
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mann-Licuville de orden a de la funcidn f entre a y x. La misma
estA bién definida bajo condiciones bastante generales scbre f,

v.g. £ & l:ocCR). En particular dado n £ N se verifica:
DY oIx" £ = IZ™PrCG0 st 02 v En
cI.2a>
DY aIx" £ = £OO

Por otra parte, dados a. 3 complejos con parte real positiva

resulta:
x y
bal@® £ = reed J cX-yna‘l[ FCﬁb"lj cy-z30rczdy az ] dy
2 2
> X
- chp‘erﬁv"ij £Czd J Cx—y)a—1Cy—z)B~1dy] dz
€I.3 a

>

- 3
'C o+ 1I cx—=z22 ez az

a2

= alx £

Yamos a considerar la integracidn fraccicnaria de R-L desde
un punto de vista mas general, esto es, desde el punto de vista
de Holmgren-Riesz CH-R>; abusando de la notacién, indicaremos el
operador de Holmgren-Riesz en la forma:

n X
D
hYe

€I1.4>  alx™ fC3 = — J Cx—yd TP lecyn dy

FCat+nz
a

donde ahora o £ € es arbitrario yn & N es tal que RCa+n2>0. Se
puede verificar sin dificultad que CI.4> nc depende de la elec-
cién de n y que generaliza a C(I.2); por otra parte:

A2l

€I.%D alX £Cx) = D" £Cs0
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Vamos a utilizar la siguiente notacién:

I Cou®d BxCa.ﬁ)[B(a.B)]—l.donde

(1.6

]

b4
B Cot /D [ -y Y dy | Read>0, RE>0, Osxst
[o]

y también se utilizara la notacién usual:

CI.?> [Cod = Co-id?, [ 2 ] = ol [Ca—ipt1 L, cad = FCot
’ " rcod
En principio establecemos la relacidén:
n-t o I
L S L k(i) I Ca, +

3
CT.®bal'® resxo =§ {Cx—a)
j

=0 Ca+3+3d!

oG

i k=

3k ~1

CNE p—" 2 .

T L g 1 - Xb b obalf T p s

W
=0 rR-1

la cual sera valida para o,f3 complejos t.q. RCad<0O< RC(3D, para
a<b vy para una funcidén con derivadas suaves hasta el orden n so-
bre el intervalo [a,bl,con n ¢ N t.q. RCa+nd>0,

En el caso en que o,/3 tienen sus partes reales positivas ob-

tenemos la relacidn:

3 —
0.aIf’® ro = oI rexo
. b
© ) 1+
1 J-o Cx—=bd . La—i-1
— idiihechalll 5 -
FCoo T/ Ej_o[ 3 ] NETE J“Y— Cx=y2 dy
a
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Lema 1:
Sea C={Cu.v)s[R2:aSv$u£b}

y sea g: C —— € una funcién con derivadas parciales continuas

hasta el orden n (n £ N). Entonces:

x X 4 Ly . -t
D: j gCx,vd) dv = j g Cx,v2 dv + E [J ]——_——-—i_;:—-(x.xb
a du” j=o du’ qv"

a a

Demostracion:

Haremos induccion en n. Considerando n = 1 sea dade £ > O, ¥

Sea a < X < b, Por la continuidad uniforme de g y de Dug sobre
C existe & > O t.qg.
€1.15

- - . N - . ~1
D Cu,vd - D glu’,v'2| = [3Cbh—-ad] ¢
bt &

cada vez que los puntos (Cu,vd, (u’,v’'Dd de C distan entre si no

mas que &. Dado O < h < & ftenemos:
. x+h b ¥ oAde
- - -. . . ag . . . _ - -
| h [ f SUx+h,vd dv - f ST, VD dv] - f o X v dv B X, =D
a =4 3

x .
= | f [ [glx+h,vd - gCx,VvI] Rt 3'5 e, vo ] dv +

o

%+h ~+h

f [glx+h,vo - #Ux,v)] ht odv + f Lglx,vd — glx,x>1] R odv |
b4 K4
c1.22
* -1 A%
< j | [gCx+h,vd - gClx,vD] h - —5-Cx, VD | dv +
a
x+h -1 w+h -t
j [(glx+h,vD = gix,vD] h™ |dv + [ [(glx,VvD - glx,x>) h "|dv
b4 X
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Haciendo usc de (1.1) y del teorema del valor medio en Ci.2)
se deduce enseguida que la expresidn C1.2) no excede ¥ con lo

que resulta

w+h % X
-1 _ - dg
limh [j‘a gCx+h,vd dv ngx,vJ dv] = J”QEU—Cx.\o dv + g(x,3

a

En forma analoga se ve que el miembro derecho anterior coin-
cide también con la correspondiente derivada lateral lzquierda y
asi sigue el resultado en el cason =1, a < x < b. Evidentemen-
te los casos x = a , x = b pueden considerarse comprendidos en-
tre los antericres.

Supongames la afirmacién valida para p < n. Entonces

X
D:—1 J g%, v dv =
a
1.3 b

n-4

ri- 4 N2
J d -Scxovd av - N (“" } d 2 x0
A du” L-qzo ) du?’ gyt

Ezscribimos ahora:

X £

12}
D: ngx,v) dv = J. d & Cx,vd dv +

g
du du
a a

2.

-1 d & . - d & -
( ; J 1 n_z_ax,x) + Ny Cxy D
j=o du’"tdv ) du'! av )
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n n-1 n-41
=J 478 vy dv + B cx,0 + d ng Cxy 30O

dn—!. -2 dﬂ—i
rcn-1> S—F 0 + E [ ['?::] + [“‘.‘] ] =8 (3,50
dun-1 =1 J ! du’ dv" !
x ial -1 n-1
= J -2—§——CX.V) dv + E [ " ] q g_k; Cx, %D
a du” =0 ! du’ dv" !

y queda asl probada la tesis.

Lema 2.

Tea aa £ € t.q. RCoO < O, £ = £CLY una funcidn C-valuada defi-
nida sobre el intervalo real {a,bl, n £ N t.q. RCa+nd > O. Supo-

niende que f tiene derivadas continuas hasta el orden n resulta:

_ -1 ,.,{J)(. “y e y
I T = E £ A ® LT Moo
j=o Coa+ 3ol
Demostracion:
~x
-t DQ a+n-—1
QIx" FCXD = — — j-Cx—y') FCyd dy
rca+nd
2,10
R -3
4
= Dx [ za+n—1 £ Cw—zl d=z
FCoa+nd 0
et § {3
flx—22 = E: r_cal _w—z—a)J +
j=o !
2. 22
1
C%—z—a“n n-1i (N
i C1-tD £ 'Ca+rtx—z-—ado>dt
r<nd
O
Ahcora
KA i n
™
+ry - -
_Dx L S S S M d_ (fea+tCx-z-add] dt dz =
r‘Cn) n
F'Co+nd o o dt
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X 1

n A2l
Dx a+n-1 1 . -1 d .
— Cx—yD —_— | c1-td" [fCa+tCy~-add]l dt dy
F'Ca+nd Feno ar”
. 8] 2.2
Indicaremos:
1
1 -1 d’
BCyD = e C1=-tD [rda+tCy—-add]l dt
f<nd dt.n
. e}
2.4
. . . L O2r- SR
SCW, YD = Cwmyd TTETE 5N ey
donde a = vy £ w X x. Notemos gque
b%s =
RS Sl 1 a+=n—- P
__l_.._._. J C :,{-)':ﬁ Fn-l ‘ff; j"»":’ dy = P, i- (_: .‘_—-'_\/,-;) a+=n -1 i.‘r}i }'J dy
MCe+nd Cla+End . =
a PSS D)
Dade O = j < n tenemos
ér;--i- i & M a+2nD o+ 3
C2.682 — = (W, YD) T el T (v R T Yy
Sy T FCoetr+sl + 0
de donde rezulta
PRI S
CE. 7 S B lx,x) = 0O s1 O 4 < on
LT T -
[ v

Usando (2.9 v el lema 1 obtenemocs:

«
Yoo f’ Ay — 4 Ay — P
Dx j Cog=y s Arn—l BCyD dy v ——— J Cx=yDd T n-i g " WD
MCa+nd CCond o
a a A,

Por otra parte:

1
in ’al
2 "y - = ca-to™ 44 rrcavtcy-a051 boat
rc nJo ial ial -
o ‘j}-" \ ot }
l -,
1 ) reg = n 0 . L)
= WS Ci-to Cy=ad f{ "Ca+tly-add } dt
‘ C n) d\rh h )
~ y
2.9
1
1 ' " n nt | -1 a4l ow
= — Cl-t> t —-I Ca+tly-aldd dt
ING W) 3 R 3
j=o S o qt?
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n

(" £™Mca+tCy-add1 dt
= £ ™Cyd

Reemplazando (2.2 en (2.1) tenemos:

-1 (]
- . z f Cad . Lo+
alx" fC = ——— e (Al J +
J

=0 Co+jo!

M-a n 1
TN
D a+n-1C x~-z-ad> [ | h=-f Lty . .
- = e | c1-t>" £ a+t Cx-—z-ad> dt dz
. ond
FCa+nd . J
Q) (8]
C2.10D
X
A B + 3 X+ -
= g L rad ™t L (B I Cemyd @ geys dy
370 Cov+ )0t Fdo+n2
: a

Reemplazando finalmente (2. 8) y (2.9 en (2.10) sigue la tesis.
Lema 3.

Tean &, {7 nes.comple os con parte real positiva. Escribiremos:

[ s} -
R=-1 . RTaLE:
I = Cl+sD Uodz

e

-~
td
[
R
1
fl

Entonces la aplicacicon anterlor esta bien detfinida para = 2z O

v g2 wverifica la r1dentidad:

\Y - N ~— — 3 =7
Q0 Ux> = S B [ - | CL+xh 2N

> ) J*R

PDemostracidén:

Es facil verificar que:
FCadTCB

2.1 0 O = RO, =
o, 1Y . .
' Ca+3s
y como resulta:
4 20 O < (7 o= O AN
(3. 22 D < ,z’]’(?_.\__ = S‘O:.lr?_ Ak
para x 2 O vemos que 0 Q(x) esta bien definido y es tfinmito.
(.98 §3
d : . o R —ot=[3
Ademas: - 2 ¥ = x Cl+xD f
dx o, 3
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= c1+>c>"1'f3(r x }
1+x
o—=1
{ 1 +x J
o e, | —_—t e D
C3.30 AN copyd Y g 37208
/s L J J
4
De la identidad:
i a—1 1 b
C3. 4> £-13 [ ] ] =7 A, Crmed

resulta:

!'\
w
8]
L

- .
- c_g8d et =
=g [L 12 ( ; ] ] = i Al

? C-12 =5 NS I

Por lo tanto, salvo un numereo finite de términos, podemos  supo-—
ner que el térmno general de la serie (3. 3 tiene signo cons-—

tante. En consecuencia,al integrar en (3. 3 obtenem-s

S L“J:'O J A v
C3.68)
= Z £-107 (o’_l ] S
o ) SR
Lema 4.

Con la notacién que precede, dado n £ N se verifica:

Q U R R e O A S
o+n, 3 o, R

n~1 1 ~x—nd LN

> -
- 5 —
Z'_O 'd —rd e S Y A4 a_‘/\a*-('*h J 1
i= ~ [ . e T

1
< $i
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Demostracion:

w0
1 o -oi- a + 3
Q (D = s~ (1+sD B + L Q 0
o, 3 al fa +1,3
X
. - ~-0t={3 o+ -
c4.1) = - P ™ s B q 30
o o a+l, 3
Por C4.12 deducimos:
o
. .- . o x
4.2 Q () = ——— ( Q (%D + ———— ]
a1 a+ @ L a oo )
y se verifica la tesis para n = 1. Por otra parte:
a+rn—1
) . o+n—1 ) Y4 1
€2 Lxa = [ Q CxD> + -
+n, (7 . w+n—1, 3 . . ot+3+n-—-1
a*n, f o+E+n—l " L. Co+n—12C1 +3 f l
a0
- a+rn—l { -1 o Oy -
B
2+ L ozl o
B ) —
S\--,n--z CB—m-—nl Jorn-i-2 a+n—1
i hed s
+
S ] 3+
Lo C2-c-p-nd €14 TFTnTIn2 ¢ orrn—1 ¢ 1+ AL
I+t
Cad n-2 C1-a-nd o= j=2
gl N . -Z- J+i had
= - " 32-’ /-?f; “ ‘D - - *V{+ {34’-"" 3 2 +
Ca+D M i=o C1—a~R3-nd Cl+xD~ 1
n 1+2
a+n—1
~
* - R 1
Carrn-1001 w0 ST
: - €1 —o—-nd ko
La)n o ‘Tn 1 1 - na . D+n=-k—1
= 9] Qf..\:) -~ i1 +
O, 3 . +I34+n—-k~
Co+fD . z;ku. C1~a—f3-nd CL+d T
n k+1
ot+n—1
. b4
a++n-1

Ca+f+n—-12C1 +x0

v de esta forma, inductivamente, sigue la tesis.
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Proposicidén S.

Dados o, {3 complejos con parte real positiva, x £ a £ b sera:
v ° a-1 B-1
< - - = g — Tt oep-ydT
(S.1> ‘pa,ﬁ CxD f Cy=xD Ch-yD dy
a
Entonces:
{3~ -
€5, 2> 4‘;‘; 0 = b= o 5 [ 2 ]
»f ’ b-a
Pemostracions:
Basta hacer =l cambio de variables z = —%———— en (5.1D.
Proposicion 6.
Sean o, £ € t.g. Rl <« O « R(B, a < b <« x en R. Dada una
tfuncién f = £fCy) con derivadas suaves hasta el orden n sobre el

intervalo Ca,bd ¥ continua en l(a,bl

re

Z B
b,all’ 0%

resulta:

N—1 .
\ b Cal - C I+ . .- . e Lot
= Cw—al MR | LCan 3 +C b3 Cp-ad s
LJ:() & _}4+(’3+_}_’) { i
M=
3 - k=]
+R+k - W= .
g [C* " 1] [1 ——1—] v eIl O f
¥-a
=Q 3-1
Demostracién:
Fijando O £ j < n tenemos:
>
- oo 1 B Lot F3-1
pIx” Cx-an ™Y = f Cy=ad™ 7 Cx—yd! dy
rom S
por (5. 1»
1 b, .
= # (?Q ad
I“C,-f?:\ [« SRR AN
(por (5. 20
14 34+
_ Cae=ad TP ( b-a ]
- R o141, 1
¢ 30 T w—b

89



‘per ol lema @

+13+ ]
Cx—a)a 3+J Cooju b-a
- Qa 3 x-b -
+ L)
rciR Co f33j+1
+ -
b-a arj-k
=0 L—a—{?—JDkﬂ [ b-a ]a+f3+j -k
1 +
x—-b
o C o
N (.’x-a)ﬁ*"' J - itr [ b-a ] _
- i j - o1, 7 )
rem Card !
Ja*'
B 12
£ € ~og— 1) .
o+ 3 C:f.-b)"? ) ST [ w=a }k
- Qb—a) - et e i -—E—'———'
INE = C =330 fed a
UUsando ahora el lema & tenemos:
3,
raIl ® reso =
V‘h-i t : “Ca) ~f3 o+ ] LR T2 o) oM
= el BTN Cx—ad “ 4+ kel 70D
L“J':O r:!;\f'#-j—_*)'
6. 2D
Y ~ 42+ 4
. 1 * £ ad Cx—a =] S b-a _
T T = e o, 3 b
! 170 Co+130 !
] i
Lot . 3 =gt 2 k
{ - Igs -
_ br-al Csembd z k [ ;ca ] N
Cax+idot TR ETE L B 2] 2

1 ! R T [ evrfi+ )~k -1 ] 1
Casidt T C—a-f=)dks A-1 Carfiv) !

Eeemplazando (6.32 en (6.2) obtenemos:

7,

<, .
nallk fixd =

90



I bCa.ﬁ) +

Z"" £9car | cx—antid
j=o  Ca+B+jd!

=4

j b _ x
+ Cx=b>" cp-a>®t E ["”ﬁ” K 1][.__;_2 ) | +
=0 -1 |
-1 i a3
= E _f C Cad j Cxmad I Conm +
j=o  Ca+f+id! ;’;:a
. J _ _ h=)
e Cx-p2? cp-an®td §T {"‘”’“h ! ] [1 - b ] -
=
[—‘h:o -1 e

y tenemos la tesis.

Proposicién 7.

Rean o,/7 £ € L.g. RCxd > O, RCA > Oy a < b ¢ = nos.reales.

. ) . . 1 - N
Dada una funcidcn C-valuada £ = [LL CRD resulta:
[a]

c
bed:‘r P fcw = beD{-R x> +
1 Tw -t Cx—bD 13 i a~-3-1
+ {J‘ ] - [ Cre=yD ™ J fCyd dy
FCod O j=o &’ J+ 03
O
Demostracion:
3
bal% @ reo =
bl o
. . 3- . . .
C7. 1D = ! f Ux-ud!’ ! [ t f CU—\/)O! tCvd dv ] du
reed o Mad a
1 © b, x * v, ®
= J rcvd @ Cvd dv + J vy ¥ Cvd dv
. o, 7 o, 3
a2 ' '
a b
Usando (3,10 y (5.22
Vo o+3—1 a+i-1
C7.8D> ¥ Cvd = Cx—vD Q £0) = (x—=v) BCa, D
o, {3 o, 3
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Por otra parte, usando el lema 3 y (5.2) se tiene

b, x _ . - - -i-f
¥ Cvy = Cx—vd A1 c-1yd [ ot 1 X7V
a, 3 . i i3 x~b
] J C7.3

Reemplazamos (7.8) y (7.3> en (7.1D

baI® @ reso = oIS reso

b

. _ i3 —de
1 L..( ¢-159 ["’“1 ]-——-—--C" B JCx—y)d 37 reyd dy
rCod e j=o J i+f3 o
= wIx® 7 e +
C7. 4D

o

. ey 340 — -
. 1 zj F‘a] Cx~b) j"Cx_yDa 37t ey ay
FCodIMC 3D jso 7 1+{3

a

quedando probada nuestra afirmacion,

Observacidén 8.

Con la notacidén anterior

kel

Ca|.1D {Cx—y)mw‘j_l FCyy dy = oI £C0 - bIX £
a

toda vezr que RCad > j . En tales casos podemos reemplazar las in-
tegrales por diferencias de derivadas fraccionarias en el senti-
do de Riemann—~Liouville. Sin embargo, s inmediato que para va-
lores grandes de ] la expresion del miembro derecho de (8.13 no
tiene sentide alguno.En particular,en el caso a £ N la serie en
(7.4) se reduce a una suma finita, esto es, la suma extendida a
aquellos indices jJ = O, 1, ..., o-1; en cada sumando es aplica-

ble la relacion €8.1).51 a &N escribimos:
)

, i3 i
1 Z“’ [J—_a] Cx-bd ij_waJ 1 £Cyd dy |
rCoOre 3o jen &I j+3

A
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b

: 33 r —
< 1 2 Fha] Cx-bd J Cx—y)a J-1 | £Cyd | dy
rCoOre» jsN ! i+f3 .
a+3-1
Cx—bD i
8. 2> < £x7b) I E F_“] .
rCed ¢ L'Ca,bd j=N ! i3
L Cx-pd AL |
FC o+ L'ca,b>

toda vez que N e N , [a]l] £ N. En consecuencia:

6.l £eso0 - w1220 reso-

ay-1 I3 e _
- ! Z‘ (‘] 0] Cx7bo [aIxa I- beOH) ]I‘CX) |
=0

FCodrem 5 1 3
N+ 2~1
Case=py " t° -
c8 B < L x=b2 I ) § F c] 1
FCadMa L'Ca,bd y=ron ’ i+ {3
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