ACOTACION DE LA INTEGRAL FRACCIONARIA EN

ESPACIOS DE ORLICZ Y DE OSCILACION MEDIA ¢ ~ACOTADA
por

Eleonor Harboure, Oscar Salinas y Beatriz Vivians.

§ 1-Introduccién y enunciado de los teoremas.

El objetivo de este trabajo es extender algunas acotaciones de la integral fraccionaria
a espacios que generalizan los de Lebesgue, los de variacién acotada y los de las funciones
Lipschitz. Para 0 < a < n, y f : IR® — IR medible, la integral fraccionaria de orden «

se define como

cuando esta integral existe. Es bien conocido que si f € L?, 1 < p < n/a, Iof existe en
casi todo punto y ademds es una funcién de LY, con 1/¢ = 1/p—a/n. Parael caso p = n/a,
con una adecuada redefinicién de I, (que asegura la existencia de la integral en el infinito)
se puede ver que I, f es una funcién de oscilacién media acotada. También es conocido
que si f € L? con p > n/a nuevamente una adecuada redefinicién de I, la hace acotada
de L? en el espacio de las funciones Lipschitz de orden f, con f = n (% — ;7) siempre
que B < 1. Mds ain, esto sigue siendo cierto si se pide que la funcién sélo pertenezca
a LP-débil. Finalmente, la integral fraccionaria también resulta acotada actuando sobre
funciones Lipschitz de orden v dando por resultado una funcién Lipschitz de orden 3 para
B =~+2, B < 1. Estos resultados son clasicos y han sido extendidos a ciertos espacios
de tipo homogéneo (ver [GV]).

Una familia de espacios que contiene y generaliza a los espacios de Lebesgue es la de

los espacios de Orlicz.
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Estos espacios vienen definidos a través de una “funcién de Young”, esto es, una
funcién ¢ : IRY — IR no decreciente, continua a izquierda, tal que lim, o+ ¢(t) =0y

que satisface la condicién A,, es decir, existe una constante A tal que

$(2t) < A d(t)  VE>0

Dada una tal funcién ¢ se define el espacio de Orlicz Ly como el de aquellas funciones
medibles para las cuales [jpn ¢(|f]) < co. A este espacio se le puede dar una norma (ver
[0]). Andlogamente puede introducirse la nocién de espacio de Orlicz débil.

Dada una funcién f : IR® — IR definimos su doble reordenada como f**(t) =
%fot f*(s)ds, sit#0y f**(0) = f*(0), donde f* es la reordenada no creciente de f. Con
el concepto de doble reordenada definiremos una nocién de espacio de Orlicz débil que ya

fue introducido por G.G. Lorentz ([L]) y R. O’Neil ([O}).

(1.4) Definicién: Sea ¢ una funcién creciente no negativa. Diremos que una funcién

f:R" — IR estd en Lp si existe una constante ¢ > 0 tal que

F ) <S e (-1—)

para todo ¢ > 0. Indicaremos con [f]s al infimo de las constantes ¢ para las que se cumple

la condicién anterior.

(1.5) Observacién: La funcién | . |4 es una norma en Ly. Para una demostracion,

ver [O].

(1.6) Observacién: Teniendo en cuenta que f*(t) < f**(t) Vt, es inmediato que si f €
Ly , luego f*(t) < [fled~'(3), Vt. Esto, asu vez, es equivalente a t¢(f*(¢)/[flg) < 1,Vt,
lo que nos conduce a |{|f| > t}| < 1/¢(t/[fls), Vi

Por otra parte los espacios de oscilacidon media acotada y los espacios de Lipschitz

admiten las siguientes generalizaciones.
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(1.7) Definicién: Sea ¢ una funcién creciente no negativa. Diremos que una funcién

f:IR™ — IR estd en BMO(¢) si existe ¢ > o tal que

ul?l /B |£(y) = mafldy < cg(|B|")

para toda bola B C IR", donde mpf = ﬁ [p f(z)dz. Denotaremos con ||f||gmo(s) al

infimo de las constantes ¢ que satisfagan la condicién anterior.

(1.8) Definicién: Sea ¢ una funcién creciente no negativa. Diremos que una funcién

f:IR" — IR estd en A(¢) si existe una constante ¢ > 0 tal que

[f(2) = F(y)] < cd(lz —yl),

para todo z, y en IR". Denotaremos con || f||4(4) al infimo de las constantes ¢ que satisfacen

la condicién anterior.

(1.9) Observacién: Esinmediato que A(¢) C BMO(¢). Por otra parte, es posible probar
(ver [S]) que si fol ﬂttldt < 00, luego BMO(¢) C A(y), donde 3(t) = fot g)%lds

Tanto para las funciones ¢ de la definicién (1.1) como para las ¢ de las definiciones

(1.4) y (1.5) nos serén ttiles los siguientes conceptos:

(1.10) Definicién: Diremos que una funcién ¢ : IRY —» IR es de tipo superior 8
(respectivamente de tipo inferior) si para cada s > 1 (respectivamente s < 1) existe una

constante A tal que para todo t € IR se tiene

d(st) < AsP (1)

Los resultados obtenidos en este trabajo proveen extensiones de la acotacién de la integral
fraccionaria sobre LP-débil, p > 2 y sobre los espacios de Lipschitz al contexto de los
espacios de Orlicz débiles, BMO(¢) v A(¢). La extension del resultado de acotacién de
L? a L7 fue tratada por O'Neil en [O].

Los resultados mas importantes estan contenidos en los siguientes teoremas.
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(1.11) Teorema: Sean 0 < @ < n 'y ¢ una funcién creciente, no negativa, de tipo inferior
mayor o igual que n/a y de tipo superior menor que n/(a—1)*. Luego existe una constante
¢ > 0 tal que

afllBMO(w) < c[fls
para toda f € 134,, con P(t) = ¢71(3) t» y donde

B 1 o xeen®) o
Iaf(x) - /IR" |$ _yl,,_a |y|n_a f(y) Y.

(1.12) Teorema: Sean 0 < a < 1y ¢ una funcién creciente, no negativa y de tipo superior

B,0 < B <1—a. Luego existe ¢ > 0 tal que

[ afllacw < cllfllBmocs)

para toda f € BMO(¢) , con ¥(t) = t*4(t), y donde

~ 1 1
Iof = < n—a n—a) f(y)dy
R \lz -yl lyl

Las demostraciones de estos teoremas aparecen en la seccién 3. La seccién 2 estard

dedicada a la demostracién de algunos resultados técnicos.

§ 2. Lemas previos

A fin de ordenar las demostraciones de los teoremas daremos una serie de lemas que

pueden resultar interesantes en si mismos.

(2.1) Lema: Sea ¢ una funcién creciente no negativa de-tipo inferior 8 > 1. Luego existe

una constante C' > 0 tal que

lixs fll < CIBl6~ (1/IBDIf1s

para toda f € I~J¢ y toda bola B C IR".
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Demostracién: Sean f € Ly y B una bola en IR”. Podemos escribir

(2.2) / fl= / e € B/If()] > 1}t
<alBl+ [ e € B/If()] > t}]di

donde a es un nimero a elegir. Luego, teniendo en cuenta que f € fl¢ y ¢ es de tipo

inferior § > 1, tenemos

/oo |{z € B/|f(z)| > t}|dt < a/loo mdt

Ca *1
ot Bk
Ca

o(a/[fls)

Finalmente, la conclusién del lema se sigue de la ultima desigualdad y (2.2), tomando
a=¢"" (riﬂ) [flg- =

(2.3) Lema: Sea ¢ una funcién creciente no negativa, de tipo inferior § > 1 y de tipo
superior 7. Si e > 0 verifica v'e > 1, con v’ = 7—1—1, luego existe una constante C' > 0 tal

que

fa ~1, _1 —e
/Rn_ Wy < o (e B 5[ fle,

B lzo —yl*

para toda f € f/,;,, toda bola B € IR" de centro zy y todo z¢ en IR"™.

Demostracién: Sean f € Ly, B una bola y @ un ntimero a elegir. Definimos

= fxusi>ay ¥ fo = f = f* Luego

0 J A Ty g 1
R"—p lto —y|"* R"-B |zo — Y|
+/ M———dy =1I; + I
R -5 lzo —y|"®

Ahora bien, como f € fl¢ y ¢ es de tipo inferior mayor que 1, tenemos
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(25) L <IBIe = 1B [ T e /lf @) > 1)t
<|B|-* (al{x/lf(w)l >all+ [ e/ 1) > t}|dt)

<1 (i ). i)

|B|~¢
< Calallle)

Por otra parte, tomando p tal que p > vy p'e > 1, se sigue

1

PI
dy
I2 S ||faHP (/ I-TO _ ,lllnep')

IR"_s
—egl
:CHfa”plBl *y

—c1al=* (v [ 0 a1 > Wt):

s o/lls p=1 \?
<ciBr i [ S
1

1 »
CIBI-*ta (; - )
< ClBl </)(a/[f]¢)/ot @

=C|B|~tr —
ola/[flg)?

Entonces, la acotacion buscada se sigue de (2.4), (2.5) y la ultima desigualdad tomando

a=¢"(E)lfly: =

(2.6) Lema: Sea ¢ una funcién creciente no negativa tal que ¢(2r) < cé(r) para alguna

constante ¢ > 0 y todo » > 0. Luego

1 1

1
) X sup ———y- | —m P s
llowon =~ (57 [ 1 =masp)

para l < p < 0.
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Demostracidn: Es claro que para probar el resultado, basta ver que para cada p € [1, c0),

existe una constante ¢ > 0, tal que la desigualdad

1 » t
(l’ifl / |f—m,;f|”> < (1B llsmoce

vale para cada bola B, donde B es una dilatacién fija de B. Ahorabien, dada f € BM 0(¢),
a partir de [A] es facil ver que existen constantes # > 0,0 < a <1y 0 < v <1 tal que
para cada bola B se verifica que la reordenada no creciente de |f — mgf|, donde Besla
bola del mismo centro que B y radio 2/y7 veces el radio de B, est4 acotada en (0,|B])

por la funcién
BI%

=
#5(t) = Bllflawow [, 4

5y (T"E_I.

i)-(i)ds.

Luego, indicando con f*# a la reordenada mencionada, tenemos

{s €(0,1BD/f*F(s) > t}]dt

1 P 15|
— f—mafll = = tr!
5 Vet =1

p 18,
<761 J, P {s € (0,B])/¢n(s) > t}|dt
1 (Bl
B ﬁ/o a(t)dt
| flBa06) L 5] - IBl .«
< PO GBIy [ (togs(L

1 =
Lyp 9y
e CQS(IB'H )’ “fll’l)?]W()((/’)/o (log(t_ﬂ)l dt

1, 1P
= C¢(|B|" )’ Hf| IB]\«[O(d))

con lo que queda demostrado el lema. w

§ 3. Demostracién de los teoremas

Usando los resultados de los lemas de la seccion anterior demostraremos los teoremas

enunciados en la Seccién 1.
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Demostracién del Teorema 1.11: Sea f € Ly y sea B = B(zo,r) una bola. Para
B = B(z,2r) definimos

= [ (e X)) g,

lzo —y["— ly[»=

Teniendo en cuenta que la expresién entre paréntesis en el integrando esta acotada y se

—n+a-1

comporta como |zg — y| para valores grandes de y, a partir de los lemas (2.1) y

(2.3) se sigue que ap es finito. Podemos escribir

(3.1) L)~ as = [ h—”;?—ady

1 1
+ / ( mn—( - 7l—(¥> f(y)(ly
g\ |z —yl lzo —yl

= I(z) + I(x)

Ahora bien, aplicando el teorema de Tonelli y el lema (2.1), resulta

(3.2) [ imar < cipprien () 11

Por otra parte, utilizando el lema (2.3), tenemos para ¢ € B

(3.3) |I(2)] < C|BJ* /]R ) -

;IO_JI" a1

- <|B1> Flo

Luego la tesis se sigue facilmente de (3.1), (3.2) y (3.3). .
Demostracién del Teorema 1.12: Notemos que la diferencia |y — .|*7" — |z — .|*7"

tiene integral nula sobre IR" para todo par zy,z, € IR". Luego es claro que para probar

el Teorema basta ver que existe C' > 0 tal que
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64) [ I—rme — o 1) — e fldy < Cllllamoe (e - 22)

para todo par z;, 2, € IR", donde B = B(z;,2|2; — z3]). Ahora, denotando con I; e I,
al valor de la integral restringida a B y IR" — B, respectivamente, se tiene

1 1
I S/ _;;‘_—alf(y)—meldy+/_ ———|f(y) — mpfldy
Bl‘cl—y| lez—y|

=I+ 2

donde B = B(z4,4|zy — x4]). Estimemos I};. Aplicando la desigualdad de Hoélder para

p> = y el lema (2.6), se sigue

1/p 1/p
1 dy
I, < |B|/? (—/ y)—m ”(h) (/ ,)
11 = | | IBI 5 |f(J) Bfl Y B ].’E] _ y|(n—a)p
< ClIfllsmow ¢(1BIY™)|B|*/"

En cuanto a I;, sumando y restan do m g f y aplicando la estimacion precedente obtenemos

1 . pla/n
Iy < / —————|f(y) — mpldy + [mpf — mpf||B|*/
5 lz2 —yl

1 F
< Clifllsmowd(I1BIM™)|BI*/",
donde, para llegar a la ltima expresion, hemos utilizado que ¢ es de tipo superior no
negativo. Por otra parte, para estimar I, partiendo la integral en coronas diddicas e

indicando con By a la dilatacién de orden 2% de B, tenemos

= 1
g afn _ .
I < C|B| ; k(1—a) <|Bk| /Bk |f(y) 7713f|dy> .
Ahora bien, para cada k vale
1 1 -
— y)—mpgfldy < — y) —mpfldy + mpg.,, — MB.
B . V@ - mafidy < g [ 150) - ma iy > i =

k
< Clifllsmow O (1B;I"™)

J=1

< C||f”BMO(¢)k¢(IBk[]/")
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Por lo tanto, usando que ¢ es de tipo superior fy que 0 < o + 8 < 1, se sigue

a/n " = k n
L < C|BI*™||fllsmoqa Z SE(—a) $(|1Bx|''™)
k=1"

afn n 3 ———-——k
< CIBI"$(1BI' )l smow Y grap
k=1

= CHf”BMOW;)‘f)('B|1/n)|B|a/n'

Finalmente, (3.4) se deduce inmediatamente a partir de las estimaciones que obtuvimos

para I; e I, .
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