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MODELOS PROBABILISTICOS

PABLO M. RODRIGUEZ

RESUMEN. En la teoria de la probabilidad hay una gran variedad de modelos matemadticos
que suelen ser usados para representar fendmenos de naturaleza aleatoria. Si bien los libros
de texto son una excelente fuente para entrar en contacto con muchos de estos modelos,
existen otros que fueron formulados recientemente y que solo se encuentran en articulos
cientificos. En estas notas presentamos de forma simple dos de estos modelos recientes,
traemos algunos conceptos asociados y discutimos resultados de interés. Uno es conocido
como el modelo de los sapos y es un sistema de paseos aleatorios que interactiian en un gra-
fo. El otro es un modelo de estructura aleatoria que se conoce como modelo de percolacién
accesible.

1. INTRODUCCION

El propésito de estas notas es presentar de forma simple algunas de las ideas relacionadas
al estudio de dos modelos probabilisticos propuestos recientemente en la literatura. Uno de
ellos extiende una clase especial de proceso estocdstico conocido como paseo aleatorio; el
otro es un modelo de estructura aleatoria que pertenece a la clase de modelos conocidos
como modelos de percolacion. Resaltamos que no nos proponemos hacer un abordaje rigu-
roso, y si explicar ideas centrales para despertar la curiosidad sobre cada modelo. A lo largo
del texto recomendaremos referencias para una lectura mds detallada sobre cada tépico, mu-
chas de las cuales son articulos recientes publicados en la literatura cientifica. Asumimos
que los lectores y lectoras tienen cierta familiaridad con conceptos bdsicos de la teorfa de
la probabilidad (ver por ejemplo [|6,/16,21]]) y con el lenguaje de la teorfa de los grafos (ver
por ejemplo [35]).

Concentramos la discusion alrededor de dos problemas. Para motivar el primero consi-
deramos un grafo cuyo conjunto de vértices es formado por los nimeros enteros; es decir,
consideramos el grafo G = (V,E), donde V = Z es el conjunto de vértices y el conjunto
de aristas es formado por E = {{i,i+ 1} : i € Z}. Aqui cometemos un cldsico abuso de
notacién y hacemos referencia a este grafo simplemente como Z en lugar de G. En este
grafo consideramos particulas que interactian entre si. En particular, suponemos que hay
dos tipos de particulas, a saber: las activas y las inactivas. En un instante inicial, hay una
particula activa en el vértice O mientras que en los otros vértices hay particulas inactivas (ver
Figura [I)). Cada particula activa elige, en cada instante discreto de tiempo, dar un salto al
vértice de su derecha con probabilidad p o para el vértice de su izquierda con probabilidad
1 —p, con p € (0,1). Esto es realizado independientemente de las elecciones anteriores y
de las elecciones de cualquier otra particula activa. Las particulas inactivas no se mueven.
La interaccién entre particulas surge en el momento en que una particula activa salta a un
vértice en el cual hay particulas inactivas, momento en el cual las tltimas se activan. Note-
mos que esta dindmica genera una reaccién en cadena de particulas que se van activando a
lo largo del tiempo y que motiva la siguiente pregunta: ;qué podemos decir sobre el evento
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de que el vértice 0 es visitado infinitas veces por particulas activas? Veremos que la respues-
ta depende de p y del nimero de particulas inactivas que hay inicialmente en los vértices
de Z. Este modelo se conoce con el pintoresco nombre de modelo de los sapos —a buen
entendedor pocas palabras.
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FIGURA 1. EI modelo de los sapos en Z comenzando con una particula
activa en 0 y particulas inactivas en los otros vértices del grafo. En cada
instante discreto de tiempo particulas activas saltan a derecha o izquierda
con probabilidad p o 1 — p, respectivamente, activando aquellas particulas
inactivas que se encuentren en el camino.

Para motivar el segundo modelo consideramos como grafo un arbol con un niimero infi-
nito de vértices T = (V,E). Es decir, un grafo conexo, sin ciclos, con un nimero infinito de
vértices y localmente finito (cada vértice tiene un ndmero finito de vecinos). Luego, asocia-
mos a cada vértice v € V de T una variable aleatoria absolutamente continua X, tomada de
una familia de variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas. Destacamos
un vértice de T, que llamamos la raiz del arbol, y lo denotamos por 0. Una pregunta de in-
terés para este modelo es si existe un camino comenzando en 0 (ver Figura[2)), formado por
infinitos vértices vy, v, ..., tal que las variables aleatorias asociadas estdn en orden crecien-
te; es decir, tal que Xp < X,, < X,, < ---. En este caso veremos que la respuesta depende
del “crecimiento” del 4rbol. Este modelo es un tipo especial de modelo de percolacién,
conocido como modelo de percolacion accesible.

En el resto de estas notas discutiremos ambos problemas y los conceptos relacionados.
La Seccién [2| estd dedicada al paseo aleatorio y al modelo de los sapos. Presentaremos los
resultados de forma constructiva comenzando desde un problema muy conocido en la teoria
de la probabilidad: la ruina del jugador. La Seccién [3|resume los resultados para el modelo
de percolacién. Después de una motivacién mencionando el modelo bésico de percolacién,
el cual motiva la teoria desarrollada para esta clase de modelos, nos concentramos en el
modelo de percolacién accesible.

2. PASEOS ALEATORIOS Y EL MODELO DE LOS SAPOS

La discusién de esta seccion gira en torno del concepto de paseo aleatorio y de la no-
cién de recurrencia y transitoriedad. Si bien la mayor parte puede ser desarrollada con el
lenguaje de cadenas de Markov, presentaremos los conceptos de forma constructiva inten-
tando no recurrir a esta teorfa. Iniciamos con un problema muy conocido de la teoria de la
probabilidad.

2.1. Laruina del jugador. Un problema bastante interesante cuyo enunciado y solucién
tuvieron mucho protagonismo en los inicios de la teoria de la probabilidad es conocido como
el problema de la ruina del jugador y fue propuesto por Blaise Pascal a Pierre de Fermat
en 1656. A continuacion escribimos la versién mds conocida, propuesta por Huygens en
1657, y que usualmente se encuentra en cualquier libro basico de probabilidad. Para una
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FIGURA 2. Para el modelo de percolacion accesible en drboles infinitos se
asocia una variable aleatoria continua a cada vértice del grafo. El interés
es buscar condiciones para la existencia de caminos formados por infinitos
vértices 0,v1,v2,vs,... tales que Xp < X, <X, <X, <---.

revision de la historia del problema y una discusion sobre las soluciones de Pascal, Fermat
y Huygens, entre otros, sugerimos la lectura de [[10].

Problema: Dos jugadores, A y B, realizan apuestas a los resultados de sucesivos lanza-
mientos de una moneda que, en cada lanzamiento, tiene probabilidad p € (0,1) de dar cara
independientemente de los lanzamientos ya realizados. En cada lanzamiento la jugadora A
gana un peso del jugador B si la moneda resulta en cara; en caso contrario, el jugador B
gana un peso de A. Suponemos, ademads, que inicialmente hay » pesos en juego, que A tiene
i pesos y que B tiene n — i pesos. El juego termina cuando uno de los dos jugadores se queda
con todo el dinero. Una pregunta que deseamos responder es: cudl es la probabilidad de
que A gane el juego?
Para calcular esta probabilidad definimos el evento

A(i) := {la jugadora A gana el juego}, (1)
donde usamos i en la notacion para representar la suposicion de que A comienza el juego
con i pesos. Como queremos calcular p; := P (A(i)), definimos el evento

C := {el primer lanzamiento resulta en cara}
y observamos que por el Teorema de la Probabilidad Total:
pi =P(A@|C)P(C)+P(AW)|C)P(C),
lo que implica que
pi=ppit1+(1—p)pi-1. 2

En la ecuacién anterior tenemos que P (A(i)|C) = pi+1 porque dado que el primer lanza-
miento resulta en cara, la probabilidad de que A gane el juego comenzando con i pesos
coincide con la probabilidad de que A gane suponiendo que inicia con i + 1 pesos. Andloga-
mente P (A(/)|C¢) = pi—1. No es dificil verificar que (2) vale para todo i € {1,2,...,n—1}.
Por otro lado, se puede asumir que po =0y p, = 1 (;por qué?). Asi, el problema se reduce
a encontrar la solucién del sistema de ecuaciones en diferencias (2)), con las condiciones de
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contorno pp =0y p, = 1. Para simplificar la notacién, denotamos g := 1 — p. Entonces (2)
puede ser escrita como

Pi+1 — Di = <]q9) (piipifl)v 16{1,277’171} (3)
Aplicando sucesivamente (3)) para i € {1,2,...,n— 1}, y usando py = 0, tenemos que
i—1
Pi—Ppi-1= <q> pi; “)
p
parai € {1,2,...,n}. Esta dltima expresién nos permite encontrar

i1
pi = pi-1+ (q) P1
p
q i2 q i1
=pi2+ () P11+ <> 4
p p

(o) (Y o))

Luego, una primera expresion para la probabilidad p;, para i € {1,2,...,n}, estd dada por
1—(q/p) -
— 5P sig#Fp,
pi=q 1-(a/p)
ip1, siq=p.

Como p, = 1, podemos obtener de la expresion anterior, para i = n, el valor de p; en funcién
de p y de g, y por lo tanto, concluir que

1—(g/p) .
p= T (g SI7P )

i/nv Siq:pv

parai € {1,2,...,n}. Esta es la probabilidad de que la jugadora A gane el juego asumiendo
que empieza con i pesos mientras que B comienza con n — i pesos.

Observacion 1. Existen muchas variantes del problema presentado en esta seccién. En [17],
por ejemplo, se analiza la ruina del jugador con empates y en [33]] se estudia un problema
de ruina del jugador pero con mds de dos jugadores involucrados. Ambas referencias son
una buena lectura sobre el asunto.

El problema de la ruina del jugador serd nuestra excusa para introducir la nocién de pa-
seo aleatorio. Informalmente hablando, un paseo aleatorio es una descripcién matematica
(probabilistica) de las consecutivas posiciones de una particula que “camina”, moviéndose
en instantes discretos de tiempo, por los vértices de un grafo. Las posiciones de un instan-
te para el siguiente se eligen de acuerdo a alguna regla probabilistica. Supongamos que la
fortuna de la jugadora A es representada por una particula que camina en el intervalo dis-
creto [0,n] (ver Figura . Entonces, cada vez que A gana un peso la particula da un paso
para la derecha, mientras que cada vez que A pierde un peso el paso es hacia la izquierda.
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FIGURA 3. Paseo aleatorio en [0,n].

En otras palabras, en cada instante discreto de tiempo, la particula da un paso a la derecha
con probabilidad p o a la izquierda con probabilidad 1 — p, con p € (0,1).

El evento A(i) definido en (I]) puede ser interpretado, en este nuevo contexto, como el
evento: A(i) = {la particula llega al vértice n antes de llegar al vértice 0}, donde la depen-
dencia de i en la notacién es para representar que la posicion inicial de la particula es el
vértice i. Si denotamos la posicién de la particula en el k-ésimo instante de tiempo por Y,
k >0, la sucesion (¥ )x>0 es conocida como paseo aleatorio en [0, 7], con absorcién en 0 o
en n. Formalmente, el paseo aleatorio es una cadena de Markov a tiempo discreto. En este
caso, para todo m > 0,

PYpi1 =i+ 1|Yy=i)=p=1-PYpp1 =i— 1|V =1i),
sii€{l,...,n—1}y, con el problema de la ruina del jugador en mente, suponemos que
P¥ni1 =0[Yn =0) =PYi1 =nlY,y =n) = 1.

Por esto tltimo es que decimos que el paseo es con absorcién en 0 o en n. Notemos que si
X1,X>,...son una sucesion de variables aleatorias independientes e idénticamente distribui-
das (i.i.d.) tal que

PX,=1)=p=1-PX; =-1),

entonces Y, = Y,,_ + X,,, param > 1, donde
X, siY, ¢{0,n},
0, si¥,e{0n)

X =

2.2. Paseo aleatorio en Z". Extendemos el modelo de paseo aleatorio de la seccién an-
terior, definido en el intervalo discreto [0,n], al conjunto de los enteros no negativos Z™.
Para esto, suponemos que una particula estd localizada en algdn vértice i € Z' y que en
cada instante discreto de tiempo salta con probabilidad p al vértice i+ 1 o con probabilidad
1 — p para el vértice i — 1 (ver Figurad). Por simplicidad, suponemos que si i = 0 entonces
la particula saltara al vértice 1 con probabilidad 1. Ademdas asumimos que cada eleccién
ocurre de forma independiente de las elecciones anteriores.

I-p p
/“(‘\
0 1 i—1 i i+1 n

FIGURA 4. Paseo aleatorio en Z™.
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Formalmente, consideramos una sucesién de variables aleatorias i.i.d. X1,X5,X3,... tal
que P(X; =1)=p=1—-P(X; = —1). Observemos que si ¥y denota la posicion inicial de
la particula entonces Y, = ¥,,_| +X,,, para todo n € {1,2,...}, es la posicién de la particula
en el n-ésimo instante de tiempo, donde

Xy, siY, #0,
1, si¥%, =0.

Una pregunta interesante para este modelo es: ;existe alguna chance de que la particula
nunca retorne a su posicion inicial? Para formular esta pregunta de forma matematica defi-
nimos la variable aleatoria Ti+ :=inf{n > 1:Y, =i}, con la convencién de que Tl* — oo siel
infimo no es alcanzado. Entonces, lo que vamos a responder es si

P(g" =oolYp=i)>0 o P(7' <eolYg=i)=1.

En palabras, vamos a responder si hay una probabilidad positiva de que la particula no
retorne al vértice inicial i o, al contrario, si la particula volverd a i con probabilidad 1.
Como veremos en el siguiente resultado la respuesta depende de p.

Teorema 1. Sea (Y,),>¢ el paseo aleatorio en Z*. Para todo i > 0, P (7" = oo|Yg =i) >0
si, y solamente si, p > 1/2.

Demostracion. Condicionando sobre el primer salto de la particula, obtenemos

P (7 =Yg =i)=pP (7] =Yy =i, Y1 =i+ 1)+ (1-p)P (7} =o|Vy =i, =i—1).
Un buen ejercicio es verificar que P (7:1.+ =oo|Yp=10Y=i— 1) = 0 (piense en lo que im-
plicaria lo contrario). Entonces P (‘L'fr =oo|¥y = i) > 0 si, y solamente si,

P(7" =eo|Yp=i,Y1=i+1) >0. (6)

Para probar () asumimos que la particula comienza en i+ 1 y, dada esta informacion, de-
finimos los eventos B(n) = {la particula visita el vértice n + i antes de visitar el vértice i},
para cada n > 2. La sucesion (B(n)),>2 es una sucesién no creciente de eventos pues
B(n—+1) C B(n), para todo n > 2. Luego, como

lim B(n) = ﬂ B(n),

n—oo
n=2

la continuidad de la probabilidad implica que
lim P(B(n)) =P (}Df@)) . (7

Por un lado, una comparacién con el problema de la ruina del jugador nos permite concluir
de (B) que

1)
P(8(n) ~P(A(1) = { -G/ 7P
l/l’l, Slq:p
Luego,
1im P(B(n)) = L=(a/p) 5?61<p, "
n—m 0, siq>p.
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Por otro lado, por la definicién de los eventos B(n), tenemos que
P(rﬁ:oowo:i,yl:i+1):P<ﬂB(n)>. )
n=2

Concluimos la prueba del teorema a partir de (7), (8)), (9) y notando que g < p si, y solamente
si, p>1/2. 0

Observacion 2. El Teorema 1| establece que existen dos comportamientos diferentes del
paseo aleatorio en Z™, a saber: P (T;r =oo|Yy = i) > 0, que se llama comportamiento tran-
sitorio, y P (T;r <oo|¥y = i) =1, que se llama comportamiento recurrente. En la teoria de
cadenas de Markov los estados, que en este caso son los valores i € Z* de las variables
aleatorias, son llamados recurrentes o transitorios. Sin embargo, con un poco de trabajo
adicional es posible mostrar que para el paseo aleatorio o todos los estados son recurrentes
o todos los estados son transitorios. Esto es consecuencia de que el paseo aleatorio es una
cadena de Markov irreducible. Para mas detalles, ver [34, Seccién 1.2].

2.3. Paseo aleatorio en Z. Consideramos una sucesion de variables aleatorias X1, X>, ...
i.i.d. con distribucién comin dada por P(X; = 1) =p=1—-P(X; = —1), para p € (0,1).
Asumiendo que Yy = i, para algin i € Z, definimos inductivamente las variables aleatorias
Y, :=Y,_1 + X, para todo n > 1. Llamamos paseo aleatorio en Z a la sucesion de variables
aleatorias (¥,),>0. De la misma forma que en las secciones anteriores, esta sucesion de va-
riables aleatorias puede ser interpretada como la posicidn de una particula paseando por los
enteros, asumiendo que inicia el paseo en el vértice i y realiza sucesivos pasos eligiendo, de
forma independiente, saltar una unidad a la derecha con probabilidad p o a la izquierda con
probabilidad 1 — p. Nuestro objetivo es encontrar condiciones para garantizar la recurrencia
o transitoriedad, de acuerdo a la Observacion 2] para este modelo.

Teorema 2. Sea (Y,)n>0 el paseo aleatorio en Z. Para todo i € Z sea
T :=inf{n>1:Y,=i}.
Entonces, para todo i € 7, P(1; = oo|Yy = i) > 0 si, y solamente si, p # 1/2.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad vamos a demostrar el resultado para i = 0 (ver
Observacion [2)). Como hemos hecho hasta ahora, vamos a obtener informacion sobre la
probabilidad P (ty = o|¥p = 0) condicionando sobre la variable aleatoria X;, es decir, sobre
el primer paso de la particula. Notemos que

IP)(T() = <>°|Y() = 0) = pP(T() = °°‘Y1 = 1) + (1 —p)P(T() = °°‘Y1 = —l) . (10)
Ahora observemos que, dado que ¥, = 1, la probabilidad de que ocurra el evento {7y = oo}
es la misma que la probabilidad del evento {T(-)‘r = oo} dado que YO(D) =1, donde (Y,,(D)) n>0 €8

un paseo aleatorio en Z" definido como en la seccién anterior. Luego, el Teoremaimplica
que

P(7p =oo|¥; = 1) > 0 si, y solamente si, p > 1/2. (11)
De forma anéloga, dado que Y; = —1, la probabilidad de que ocurra el evento {7y = o} es
la misma que la probabilidad del evento {7, = e} dado que YO(I) = 1, donde (Y,,(I))nzo es
un paseo aleatorio en Z" pero con una probabilidad de salto a la derecha dada por 1 —p y
de salto a la izquierda dada por p. Luego, nuevamente por el Teoremal[l]

P(19 =oo|¥; = —1) > 0 si, y solamente si, p < 1/2. (12)
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De (10, (I1) y (I2) podemos obtener dos conclusiones. Por un lado, concluimos que si
p>1/20p<1/2, esdecirsi p # 1/2, entonces

P(’L’O = OO‘YO = 0) > 0;
por otro lado, podemos concluir que si p < 1/2y p > 1/2, es decir si p = 1/2, entonces
P(1) < o0|¥yp=0)=1.

Finalmente, concluimos que el paseo aleatorio en Z es recurrente si, y solamente si, p =
1/2. O

El Teorema [2] afirma que solamente hay recurrencia para el paseo aleatorio en Z si
p = 1/2. En este caso, la particula tiene la misma chance de saltar a cualquiera de los
dos vecinos de su posicién actual. Un paseo aleatorio con esta propiedad se llama paseo
aleatorio simétrico. El resultado de la siguiente proposicion, que serd importante en la pré-
xima seccion, afirma que si p > 1/2 entonces, dado que la particula sale de 0, todos los
vértices a derecha de O serdn visitados con probabilidad 1.

Proposicion 1. Sea (Y,),>0 el paseo aleatorio en Z. Entonces, para cada n € N vale que

1, sipell/2,1),
P (1, < oo|¥p = 0) = (13)
{p/(0=p)}", sipe(0,1/2).

Demostracion. Denotamos f3, := P (1, < oo|¥y = 0) para todo n € N y dejamos como ejer-
cicio, interesante e importante, la prueba de que f3, = B{'. Por otro lado, condicionando
sobre el primer salto de la particula tenemos que

Bi=p+aB=p+aqpf, (14)
donde usamos que P (7 < |Yp=0,Y1=1)=1yque P(1) <oo|¥Vy =0,Y; =—1) =, =
B12 Las posibles soluciones para (I4) son dadas por

1++/1—4pg

2q ’
y como 1 = p+q = (p+q)* = p* +2pqg + ¢°, tenemos que /1 —4pqg = |p — q|. Luego,
las soluciones de (14) son dadas por 1 y p/q. Notemos que cuando p € [1/2,1), es decir
(p/q) > 1, la tnica solucién posible es 1. Entonces ; = 1y B, = 1 para todo n € N si
p > 1/2. Consideremos ahora p < 1/2 o, lo que es lo mismo, (p/q) < 1. Notemos que
esto implica que el paseo aleatorio es transitorio con la particula teniendo una probabilidad
mayor de saltar a la izquierda. Vamos a usar la primera igualdad de (I4). Notemos que dado
que la particula da su primer salto a —1, que ocurre con probabilidad g, la probabilidad de
que la particula nunca mds vuelva al 0 es dada por 1 — (p/q) (se escapa por la izquierda, ver
(8)). Luego, dada la ocurrencia de este evento tenemos que el vértice 1 nunca serd visitado.

Esto implica B, <1—{1—(p/q)} y de concluimos que
Pr<p+q{l-(1-(p/9))} =2p <1,

pues p < 1/2. De esta forma concluimos que solo puede ser ; = p/q y por lo tanto f3, =
(p/q)" paratodon € Nsi p < 1/2. O

Hasta ahora consideramos una particula paseando en Z. Una posible generalizacién en
el estudio que acabamos de hacer es aumentar la dimensién del grafo y analizar la recu-
rrencia o transitoriedad para el modelo resultante. En otras palabras, consideramos la red
hiperctibica d-dimensional Z¢ = (Z% E?). Es decir, Z? es el grafo cuyo conjunto de vér-
tices es dado por Z¢ = {v = (vy,...,vq) : v; € Z} y cuyo conjunto de aristas es dado por
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EY={{uv} € Z x Z4 : |ju—v|; = 1}, donde ||v||; := Y&, |vi| para cada v € Z¢. Una vez
més, cometemos el abuso de notacién de denotar el grafo por Z¢, que de hecho es el con-
junto de vértices. Por supuesto, Z' = Z. Cuando consideramos el paseo aleatorio simétrico
en Z% con d > 1, es decir el paseo aleatorio con p = 1/2d, es posible probar el siguiente
resultado sobre recurrencia o transitoriedad.

Teorema de Pélya. El paseo aleatorio simétrico en 79 es recurrente si, y solamente si,

de{1,2}.

Demostracion. Omitida. Para una demostracién usando un criterio de recurrencia y transi-
toriedad para cadenas de Markov a tiempo discreto, junto con argumentos combinatorios,
ver [34, Capitulo 1]. Por otro lado, una demostracién bastante interesante usando una rela-
cién que existe entre paseos aleatorios y redes eléctricas puede ser consultada en |15, Sec-
cion 1.5]. |

2.4. Modelo de los sapos en Z. En la seccién anterior vimos condiciones para garan-
tizar recurrencia y transitoriedad del paseo aleatorio en Z. También comentamos que el
paseo aleatorio simétrico en Z? es recurrente si, y solamente si, d € {1,2}. Esta es una
forma de generalizar el modelo, es decir, aumentando la dimension del grafo considerado.
Ahora vamos a ver un tipo diferente de generalizacién: volvemos a considerar Z pero au-
mentamos el nimero de particulas. Discutiremos la nocién de recurrencia para un modelo
definido a partir no de una sola particula, sino de un sistema que puede estar formado por
un ndmero infinito de particulas realizando paseos aleatorios independientes en Z. Mas pre-
cisamente, consideramos el modelo de los sapos en Z que puede ser descrito de la siguiente
forma: en un instante inicial cada vértice i € Z \ {0} estd ocupado por n; particulas, donde
n:.= (ni)ieZ\{O} es una sucesion de valores enteros no negativos. En el vértice 0 hay solo
una particula. Asumimos que hay dos tipos de particulas, las activas y las inactivas. Cada
particula activa realiza, de forma independiente de cualquier otra, un paseo aleatorio en Z,
con probabilidad p de saltar a la derecha y probabilidad 1 — p de saltar a la izquierda, con
p € (0,1). Por otro lado, cada particula inactiva permanece inmdvil hasta que el vértice
donde se encuentra es visitado por alguna particula activa, en cuyo caso es activada. Como
configuracion inicial asumimos que la particula del O estd activa y que todas las restantes
estdn inactivas. En la Figura[5]ilustramos una posible realizacién del modelo, que llamamos
modelo de los sapos en Z con probabilidad de salto a la derecha p y configuracién inicial 7).

Definicion 1. Decimos que el modelo de los sapos en Z es recurrente si el 0 es visitado
infinitas veces, por particulas activas, con probabilidad 1. En caso contrario, decimos que el
modelo es transitorio.

Notemos que debido a lo que ya discutimos sobre la recurrencia del paseo aleatorio simé-
trico en Z podemos concluir que si p = 1/2 entonces el modelo de los sapos es recurrente.
En efecto, en este caso solamente la particula activa inicial realizard infinitas visitas al vér-
tice O con probabilidad 1. Recordemos que para p = 1/2 esta particula retorna al 0 con
probabilidad 1. Entonces estudiamos el modelo para valores de p # 1/2 y, por simetria,
serd suficiente considerar p € (1/2,1).

Teorema de Gantert y Schmidt (2009). Consideremos el modelo de los sapos en 7. con
configuracion inicial 1 y probabilidad de salto a la derecha p € (1/2,1). El modelo es

recurrente si, y solamente si,
i=1 p
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@) O
@) @) O O @)
@) @) O ® O O (@)
-3 -2 -1 0 1 2 3

(a) La tunica particula inicialmente activa elige un vértice vecino con
probabilidad p (derecha), o 1 — p (izquierda).

000
0000

@) O @)
@) O O @)

-3 -2 -1 0 1 2 3

(b) En el instante n = 1 la particula inicialmente activa salta al vértice
vecino elegido activando todas las particulas alli localizadas.

®
0 :20\
o o o ° o
o) o) o T e o O
-3 -2 -1 0 1 2 3

(c) Cada particula activa elige un vértice vecino para saltar, de forma
independiente, con probabilidad p (derecha) o 1 — p (izquierda).

(@]
(©]

[e)e)e)

°
O °
O °

(@]
(©]

-3 -2 -1 0 1 2 3

(d) Las particulas inactivas son activadas cuando una particula activa
salta al vértice donde se encuentran localizadas.

FIGURA 5. Primeros instantes del modelo de los sapos en Z.

Demostracion. Seguimos los argumentos de la prueba original del teorema (ver |13} Teo-
rema 2.1]). Para facilitar la notacién, a cada particula inactiva que inicialmente esta en el
vértice j la llamamos j-particula, para todo j € Z\ {0}. Recordemos que, inicialmente, la
particula en el vértice O es la tinica activa. Supongamos que

') | 1_p)l:°°
iZlnl< p

y definamos para cada i € Z" el evento A; = {el vértice —i es visitado por alguna j-particula,
para algtn j > 1}. Como p > 1/2 sabemos de la Proposici(’)nque, con probabilidad 1, to-
das las j-particulas, para j > 1, serdn activadas eventualmente por la particula que comienza
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activa en el instante 0. Por otro lado,

P(A;) = ]P< | J{alguna j-particula visita —i}>
=1

=1- IP’( ﬂ {ninguna j-particula visita —i}>
j=1

i\ M
m 1— J+i
—1—1im [] 1—{p} ,
m%ooj.:1 p

donde la tdltima igualdad es obtenida por el hecho de que la sucesién de eventos

m

ﬂ {ninguna j-particula visita —i}

j=1
es no creciente —esto nos permite aplicar la continuidad de la probabilidad— seguido
de la independencia de los paseos aleatorios asociados a las diferentes particulas y que
{(1—=p)/p} ™" es la probabilidad de que una j-particula, una vez activada, visite even-
tualmente el vértice —i (nuevamente por la Proposicion . Ahora, como 1 —x < e para
x € [0, 1] tenemos que para todo m > 1

- (1_{1_p}f+i>”f —inj{(l—p)/p}”"

p

I <e /71 ,

j=1
y tomando limite cuando m — oo en ambos lados de la desigualdad anterior concluimos que
P(A;) = 1 para todo i € Z". Luego, como la probabilidad de la interseccion de eventos de

probabilidad igual a 1 también es 1 tenemos que

P(igAi) =1.

Como cada particula activa realiza un paseo aleatorio transitorio con probabilidad de salto
a la derecha dada por p > 1/2, si B; denota el evento de que alguna (—i)-particula, una vez
activada, visita el 0, para i € Z™, entonces P(B;) = 1 y concluimos como antes que

P(igB,-) =1.

Finalmente, si A denota el evento de que la particula activa inicialmente en el vértice 0 visita
todos los vértices de Z" concluimos que

A (AL (N B,) =1.

P (0 es visitado infinitas veces) = P (0 es visitado infinitas veces
i€Zt  i€Z*

Para demostrar la otra parte del teorema, supongamos que
i=1 p
y notemos que

IP(0 es visitado infinitas veces) < P(—1 es visitado al menos una vez). (15)
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De hecho, un argumento basado en el Lema de Borel-Cantelli (ver por ejemplo 34} p. 170])
permite mostrar que, dado que O es visitado infinitas veces, la probabilidad de que —1
sea visitado al menos una vez es igual a 1. Luego, usando la independencia de los paseos
aleatorios y razonando como en la primera parte de la demostracién tenemos que

P(—1 es visitado al menos una vez) = 1 —IP(—1 nunca es visitado)

i nj
m l_ j+1
=1-1im < -] 1_{1’}

m—oeo | p =1 p

<1-1im{ - 1—11'{}
m—yoo p]IJ] J P

(16)

La ultima desigualdad es consecuencia de la Desigualdad de Bernoulli (ver por ejemplo 30,
Chapter III]): six > —1 y n € Z" entonces (1 +x)" > 1+ nx. Para finalizar recurrimos a
un Util resultado para productos infinitos (ver [6, Teorema 1.9, p. 422]): si (x,),>0 €s una
sucesién de nimeros del intervalo [0, 1) entonces

m [}
Iim H(l —x;) = 0 si, y solamente si, Zx,- = oo,
i=1 j

m—yoo
i=1

Entonces, por la hipétesis y el resultado anterior para productos infinitos, tenemos que

I1 1—nj{p} >0 (17)
j=1 p
y asi concluimos de (I3)—(17) que el modelo de los sapos es transitorio. O

El teorema anterior es el primero de los resultados obtenidos por Gantert y Schmidt
en [13]]. En dicho trabajo los autores también dieron criterios para garantizar recurrencia o
transitoriedad para el modelo de los sapos en el caso en que las 1, son variables aleatorias.
Mas recientemente, en [9]], se obtuvieron resultados sobre la recurrencia del modelo de
los sapos en Z?, para d > 2. Otros resultados también recientes sobre recurrencia de este
modelo en otros tipos de grafos pueden ser encontrados en [[19]] y en sus referencias.

Un poco mas sobre el modelo. La literatura relacionada con el modelo de los sapos es
amplia. Si bien citamos trabajos recientes, los primeros resultados se encuentran en [2}3]],
donde los autores lo estudiaron en grafos infinitos. Entre las primeras versiones se asume
que cada particula tiene un tiempo de vida, después del cual la particula es retirada del grafo.
Este tiempo puede ser dado por una variable aleatoria geométrica de pardmetro p. Para estas
versiones uno de los problemas de interés ha sido el estudio de la sobrevivencia del modelo,
definida como el evento en que en cada instante de tiempo existe alguna particula activa
en el grafo. Esta y otras variantes se encuentran en [2,[3,|12,26,27] y en sus referencias.
Para una revision sobre resultados del modelo en grafos finitos una buena lectura es [1},4].
Como una aplicacidn, citamos [29], donde se compard una versién del modelo definida
en el grafo completo con modelos matemdticos existentes en la literatura para describir la
transmisién de una informacién en una poblacién. En este sentido, podemos interpretar que
particulas activas representan agentes portadores de una informacién y que la transmiten a
agentes desinformados, representados por particulas inactivas. Como una consecuencia de
esta comparacion, el modelo de rumores estudiado en 28] puede ser interpretado como una
generalizacion del modelo de los sapos en el grafo completo estudiado en [25].
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3. UN NUEVO MODELO DE PERCOLACION EN ARBOLES

(Muy) informalmente hablando, los modelos de percolacién son estructuras aleatorias en
las cuales el interés principal es observar la existencia de caminos sujetos a ciertas reglas
probabilisticas. Se trata de una teoria rica en resultados y aplicaciones. Si bien el propdsito
de esta seccidn es discutir sobre un modelo bastante reciente de percolacién, comenzamos
con una breve descripcion del modelo bésico.

3.1. Percolaciéon independiente de aristas. El modelo basico de percolacion aparece en
la literatura en 1957 de la mano de Broadbent y Hammersley, quienes en [7]] lo propusieron
como un modelo matemadtico simple para representar el transporte de un fluido a través de
un medio poroso. Tal fendmeno es conocido como percolacién y un ejemplo —bastante
conocido por un nimero considerable de matemdticos y matemdticas— se ve en la prepa-
racién de un café molido, cuando uno espera el paso del agua a través del café. En general
el medio estd formado por poros y canales microscopicos por donde pasaria el fluido y la
caracteristica que se quiere representar es el hecho de que cada canal puede estar abierto o
cerrado al paso del fluido.

El modelo, en si, es un modelo probabilistico formado por una familia de variables
aleatorias independientes e idénticamente distribuidas. El medio es representado por la
red hiperciibica d-dimensional Z¢ = (V,E). Recordemos que Z¢ es el grafo con conjun-
to de vértices dado por Z¢ = {v = (v1,...,vq) : vi € Z} y con conjunto de aristas dado por
EY = {{uv} € 24 xZ¢ : ||u—v||; = 1}, donde ||v||; := X%, |vi| para cada v € Z¢. Los
vértices del grafo representan los poros del medio, mientras que las aristas representan los
canales que conectan dichos poros. Las variables aleatorias son asociadas a las aristas del
grafo con la intencioén de representar cudndo un determinado canal estd abierto, o no, al
paso del fluido. Mds precisamente, llamamos modelo de percolacion independiente de aris-
tas en Z¢ con pardmetro p a la familia de variables aleatorias independientes (X, ).c, con
X, ~ Bernoulli(p) para p € (0,1). Es decir, P(X, = 1) =p=1—-P(X, =0). Si X, = 1
decimos que el canal representado por la arista e estd abierto; en caso contrario, decimos
que el canal estd cerrado. En lo que sigue diremos que son las aristas las que estan abier-
tas o cerradas. Como se puede ver, fijada la dimensién del grafo, el pardmetro del modelo
es la probabilidad p con la cual cada arista estd abierta. En la Figura [6] ilustramos algunas
realizaciones del modelo de percolacién para diferentes valores de p.

En notacién de grafos, si {u,v} € E decimos que u, v son vecinos, lo que denotamos por
u ~ v, y un camino del grafo es una sucesioén vq, vy, ..., v, de vértices tal que v; ~ v; 1, para
cada i. Para el modelo de percolacién, la pregunta de interés es si, con probabilidad positi-
va, existe un camino formado por infinitos vértices tal que las respectivas aristas estan todas
abiertas. Si tal evento ocurre decimos que hay percolacién. La respuesta a esta pregunta
depende de p, como anticipamos en la ilustracién de la Figura[6] Una forma de estudiar esta
pregunta es a través del estudio de 6(p,d), que es la probabilidad de que haya percolacién
cuando consideramos el modelo en Z¢ con pardmetro p. Para una formalizacién més de-
tallada, pero resumida, del modelo y de los primeros resultados recomendamos la lectura
de [11] o [15} Capitulo 3]. Ya para un estudio mds completo sobre la teoria de percolacién
recomendamos la lectura de [[14]. Aqui resumimos las principales ideas que llevan a probar
la existencia de un comportamiento conocido como transicién de fase. Este es el nombre
que se da cuando hay un cambio brusco en el comportamiento global de un sistema en algtin
valor del pardmetro. En este caso, veremos que el cambio se da en p y el valor en el que la
transicion se lleva a cabo se llama pardmetro critico. Para enunciar el resultado denotamos



16 PABLO M. RODRIGUEZ

T LTI ST T B MW 7 Tud g e, L
o 1" = n—"3"1
I-I_l—lllII _-E”II IIII _I_ 1 ::FIIJII_'JIBI_I'_I:I—_I___HI__I:I‘EJ_ L:"D'IZI__!::EI
- ST "'n- 1 J4° === —
SRR T N R L ;i:j;trﬁjﬂ.F&jﬁJjL
__ II r _ 1 I___I - | rF.J uuanne — 1= ____I_
e 14z, T LS
IR L L IR - L S ERt i i e S
e O I =5 =21 T 1:':|'J|_LJ:‘|
TR TR Bt ISR dol =8 S22 50l P20
e < I__III_ . 'rl_l—-c_lrlz_i_l'r__:h_hl"'_T"" '_I—I_:II_I'
— =11 -1 P - [ = g
TR N i T A T
S T ' '“fcﬁ@yﬂF'nr¢t;”r
I T TR T R I st e
U L L N - (RTPR I L4r feu (.
T R ¢ AL LI T Ly
(@ p=0,1 (b) p=0,25

i W R L
Al d.@ :
et i

r

gLt T )
oyt e ﬁﬁ%‘#‘%#
Sl

E'ﬂEﬂ . %&; - i
AEREE _ﬁ&.wﬁ?.T&z
i

i St T e P = THE W [
() p=04

FIGURA 6. Realizacion del modelo de percolacién de aristas en una region
de Z? para diferentes valores de p.

por % al conjunto de vértices de Z¢ que estan conectados al origen a través de un camino de
aristas abiertas. Notemos que % es un conjunto aleatorio. Entonces, 0(p,d) = P(|%| = ).

Teorema 3. Para d > 2, existe un valor critico p.(d) € (0,1) tal que
i. 8(p,d)=0sip < pc(d);
ii. O(p,d)>0sip> p.d).

Demostracion. La prueba se puede separar en tres pasos. El primer paso es mostrar que
el pardmetro critico p.(d) que identifica las dos fases del modelo, entre 6(p,d) =0 o
0(p,d) > 0, puede ser definido. Los pasos siguientes buscan garantizar que, una vez de-
finido, tal pardmetro critico no es ni 0 ni 1, es decir, el parametro critico es no trivial, en el
sentido de que p.(d) € (0,1). Esto es realizado encontrando una cota inferior de p.(d) que
sea positiva (segundo paso de la prueba) y una cota superior que sea menor que 1 (tercer
paso de la prueba). Resumimos aqui las ideas principales para cada parte e indicamos las
referencias [[11}/15]] para un primer contacto con la teoria y un estudio mds detallado de los
resultados bésicos.

Paso 1. Definimos p.(d) :=inf{p € [0,1] : 6(p,d) > 0}, lo que es posible porque la funcién
0(p,d) es no decreciente como funcién de p. Para mostrar que 0 (p;,d) < 0(pz,d) si p; <
p2 recurrimos a un argumento de acoplamiento. Formalmente, este argumento consiste en
construir ambos modelos de percolacién, de pardmetros p; y p, respectivamente, en un
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mismo espacio de probabilidad de forma tal que los podamos comparar y garantizar que la
existencia de percolacién en el modelo asociado a p; implica percolacién en el otro modelo.
Nos limitamos a entender por qué una arista abierta en el modelo de pardmetro p; implica
que la misma arista estard abierta en el modelo de pardmetro p,. Consideramos una variable
aleatoria uniforme U ~ U (0, 1) y definimos las variables

1, siU<py, 1, siU<p,,
Xe(p1) := y o Xe(p2):=
e(p1) {0, siU > py, «(P2) 0, siU > ps.

Notemos que, asi definidas, X,(p1) ~ Bernoulli(p1), X,(p2) ~ Bernoulli(pz) y X.(p1) <
X, (p2), donde la desigualdad anterior ocurre con probabilidad 1. Esta idea se puede exten-
der a toda la familia de variables aleatorias involucradas en cada modelo —las cuales son
definidas a partir de una misma familia de variables aleatorias i.i.d. uniformes en (0,1)—
para garantizar que 6,, C ), con probabilidad 1. Luego, 6(p1,d) < 0(p»,d). El acopla-
miento de objetos aleatorios es una herramienta muy usada en teoria de la probabilidad. De
hecho, esa es la manera de formalizar las comparaciones realizadas entre el paseo aleatorio
en Z y los paseos aleatorios en Z* durante la prueba del Teorema |2} Una buena referencia
bésica para leer un poco mds sobre acoplamientos entre paseos aleatorios es [34, Seccién
L.5].

Paso 2. p.(d) > 0. Un camino autoevitante, o self-avoiding walk, es un camino que une dos
vértices de un grafo con la condicién de que el camino no pasa por el mismo vértice mas
de una vez. Para d fijo, denotamos por o, el nimero de caminos autoevitantes de longitud n
que comienzan en el origen de Z¢. Como estos caminos son formados por aristas del grafo,
y como estas aristas pueden estar abiertas o cerradas dependiendo de la realizacién de las
variables aleatorias asociadas, denotamos por N, el nimero de caminos autoevitantes de
longitud n tales que todas sus aristas estdn abiertas. Si, para i € {1,...,0,}, denotamos
por 1; la variable aleatoria indicadora del evento de que todas las aristas del i-ésimo camino
autoevitante de longitud n que comienza en el origen estén abiertas, entonces N,, = Zgl 1;,
y asi

E(N,) = oup". (18)
Por otro lado, la sucesién de eventos {N, > 1}, paran > 1, es no creciente. Entonces,
IP’(]%|:oo):]P><ﬂ{Nn21}> = lim P (N, > 1), (19)
=1 n—yoo

donde la primera identidad es consecuencia de la equivalencia de los respectivos eventos
—notemos que la ocurrencia de cualquiera de ellos implica la ocurrencia del otro— y la
segunda identidad es consecuencia de la continuidad de la probabilidad. Finalmente, la
desigualdad de Markov implica que P(N, > 1) < E(N,), que, junto con (I8) y (19), nos
lleva a concluir que 6(p,d) = 0 si lim,,_,.. 6,p" = 0. Para finalizar es suficiente observar
que una posible cota superior para 6, es dada por 2d(2d — 1)"~' y que

2d

n—oo
si p < 1/(2d —1). En otras palabras, acabamos de mostrar que p.(d) > 1/(2d — 1) > 0.

Paso 3. p.(d) < 1. La primera observacion es que 0(p,d) es no decreciente como funcion
de d. La prueba es nuevamente por acoplamiento de modelos de percolacién, ahora con
el mismo pardmetro p pero en diferentes dimensiones. Notemos que una realizacién del
modelo de percolacién en Z¢ se puede identificar con una realizacién en un hiperplano del
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(a) Iustracién de una parte de 72 (li- (b) Todo aglomerado finito de aristas
neas continuas) y de su respectivo dual abiertas (lineas continuas gruesas) de Z2
en Zz (lineas discontinuas). Existe una estd contenido en un ciclo de aristas ce-
relacién 1 a 1 entre las aristas de Z2 y rradas (lineas discontinuas gruesas) de

las aristas de Z2. Z:‘;.

FIGURA 7. Red hiperctibica bidimensional, su dual y el argumento de Peierls.

modelo de percolacién en Z?*!. Luego, queda en evidencia que percolacién en d dimen-
siones implica la ocurrencia de percolacién en d 4+ 1 dimensiones. De esta forma uno puede
concluir que 6(p,d) < 6(p,d + 1), lo que implica que p.(d) > p.(d+ 1), para todo d > 2.
Entonces para mostrar que p.(d) < 1 es suficiente mostrar que p.(2) < 1. El argumento
usado para esta prueba consiste en considerar la red bidimensional dual de Z?; es decir,
consideramos 72 := 72 +(1/2,1/2) (ver Figuraa)). Luego, cualquier realizacién del mo-
delo de percolacién en Z? induce una realizacién de un modelo de percolacién en Z2. Esto
se hace abriendo una arista de Z2 siempre que la respectiva arista de Z> que la atraviesa esté
abierta.

Ahora, nos auxiliamos del modelo de percolacién en Z2 para obtener el resultado de
interés para Z2. El argumento que usaremos es conocido como argumento de Peierls, debido
a que fue usado por R. Peierls en 1936 para una prueba de transicién de fase del modelo
de Ising bidimensional. Denotamos por X,, el nimero de ciclos de longitud n de Z2 que
contienen (0,0) en su interior y tales que todas sus aristas estdn cerradas. Observemos que

()<= > 1).

Es decir, usamos el hecho de que si el conjunto € es finito entonces existe un ciclo de Z2
que contiene (0,0) y tal que todas sus aristas estdn cerradas (ver Figura b)). Entonces,

(=)

B¢ <o)< Y P, > 1)< Y EX,) < Y nd"(1—p)" 20)
n=4 n=4 n=4

donde hemos usado la desigualdad de Markov y el hecho de que el nimero de ciclos de
longitud n que rodean el (0,0) es como maximo n4". Como

1

;”{4(1—17)}"1 = To16(1=p)p (21)
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si p € (3/4,1], y como
4(1—p) 9-+/5

m < 1 si, y solamente si, p > g

concluimos de (20)-(22) que p.(2) < 9_T\5 <1. O

(22)

Un poco mas sobre el modelo. Es un ejercicio simple verificar que p.(1) = 1. Por otro
lado, ha sido un gran trabajo de Kesten en [22] demostrar que p.(2) = 1/2. Parte de las ideas
para hacer esta demostracion pueden encontrarse en [|11, Capitulo 5] o en [[14} Capitulo 11].
Continda en abierto conocer el valor exacto para p.(d) con d > 3. Una buena descripcién
informal sobre los desafios que el estudio de este modelo ha aportado a la matematica fue
escrita por el propio Kesten en [23]]. El modelo de percolacién independiente de aristas dio
origen a toda una teoria en la que se incluyen una serie de modelos de estructuras aleatorias
cuyo punto de partida es la identificacién de caminos obedeciendo reglas probabilisticas.
En [14} Capitulo 12] se incluyen varias extensiones de este modelo.

3.2. Percolacion accesible. Este modelo de percolacién estd inspirado en cuestiones de
biologia evolutiva y fue propuesto por Nowak y Krug [31]], quienes describieron su mo-
tivacion de la siguiente manera. Imagine una poblacién de alguna forma de vida dotada
del mismo tipo genético (genotipo). Si ocurre una mutacion, se crea un nuevo genotipo que
puede desaparecer o reemplazar al anterior. Siempre que la seleccidon natural sea lo suficien-
temente fuerte, esto dltimo solo ocurre si el nuevo genotipo tiene una mayor aptitud. Como
consecuencia, en grandes escalas de tiempo, el genotipo de la poblacién sigue un camino
a través del espacio de genotipos a lo largo del cual la aptitud aumenta monétonamente.
Entonces, es de interés buscar este tipo de caminos.

Recomendamos la lectura de [31]] y sus referencias para un estudio mas profundo sobre
esta motivaciéon. Grosso modo, el modelo es formulado usando un grafo (infinito) conexo
G = (V,E) (que en particular serd un drbol) y una familia de variables aleatorias abso-
lutamente continuas i.i.d. (X,),ey. El interés es encontrar condiciones para garantizar la
existencia de caminos formados por un nimero infinito de vértices, digamos vy, vo,v3,...,
tales que las respectivas variables aleatorias asociadas estdn en orden creciente, es decir:
X, <Xy < Xpy <o

Antes de enunciar los resultados para este modelo recordamos notacién adicional de
grafos y en particular de drboles. Usamos T = (V, E) para denotar un érbol, es decir, un
grafo conexo y sin ciclos. Para cada drbol de esta seccién identificamos un vértice que
llamamos raiz y lo denotamos por 0. El grado de un vértice v, denotado por grado(v), es el
nimero de sus vecinos. Como T es un drbol, existe un tinico camino que conecta cualquier
par de vértices u, v. Luego, la distancia entre estos vértices, denotada por d(u,v), es el
nimero de aristas en dicho camino. Para cada v € V denotamos |v| :=d(0,v). Parau,v €V,
decimos que # < v si u es uno de los vértices en el camino que conecta 0 con v, y que u < v
siu <vyuz#v. Decimos que v es un descendiente de u si u < v, y que v es un hijo de u si
u<vyun~v. Paran> 1, denotamos por dT,, el conjunto de vértices a distancia n de la
rafz del drbol y lo llamamos el n-ésimo nivel del arbol. Es decir, Ty, = {v € T, : |v| =n}.
En el caso de arboles finitos, los vértices con grado 1 son llamados las hojas del arbol y la
maxima distancia entre estos vértices y la raiz es llamada la altura del arbol.

3.2.1. Arboles n-arios. El modelo fue propuesto inicialmente en drboles n-arios comple-
tos por Nowak y Krug en [31] y, como veremos, el primer resultado obtenido fue la exis-
tencia de una transicién de fase. Un drbol n-ario completo es un 4rbol finito tal que todos
los vértices del drbol, exceptuando las hojas, poseen exactamente n hijos. Ver la Figura[8{(a)
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(a) El arbol binario de altura 3 puede ser interpre-
tado creciendo en torno de un vértice llamado raiz
y denotado por 0. La raiz tiene grado 2, los vér-
tices a distancia 1 y 2 de la raiz tienen grado 3 y
los vértices a distancia 3 (la altura) de la raiz tie-
nen grado 1. Los ultimos son llamados las hojas

0,54 0,35 0,82 0,19 0,28 0,11 0,92 0,39

(b) A cada vértice del arbol, diferente de 0, se aso-
cia una realizacién de una variable aleatoria unifor-
memente distribuida en (0,1). Todas las variables
son independientes entre si. En esta realizacion so-
lamente las hojas u, v, w estan conectadas a la raiz 0
por un camino accesible.

del arbol.

FIGURA 8. Modelo de percolacién accesible en un arbol binario de altura 3.

para un ejemplo de un arbol binario (n = 2). Por simplicidad nos referimos a estos drboles
como arboles n-arios. Consideramos un arbol n-ario de altura / y asociamos a cada vértice
v # 0 una variable aleatoria X,, con distribucién uniforme en (0, 1). Suponemos que todas
las variables son independientes entre si. Asociamos a 0 el valor 0. El interés es estudiar la
existencia de un camino de vértices, v, Vs, ..., v, que conecta 0 con alguna hoja del arbol,
tal que X,, <X,, <--- <X,,. Tal camino se llama camino accesible y puede definirse, en
general, de la siguiente forma.

Definicion 2. Dado un arbol T decimos que un camino vy, v1,...,v, en T es accesible si

Xy <Xy, <Xy <o < Xy,

c.a.
Denotamos este evento por vo —> vy,.

Para el arbol n-ario de altura h, que denotamos T, (%), denotamos por Nj, el nimero de
caminos accesibles que conectan 0 con alguna de las hojas del 4rbol. Es decir,

nh
Ny:=)Y I, (23)
i=1

donde I; es una variable aleatoria indicadora del evento 0 =% u;, con u; denotando la i-ésima
hoja de T, (k). Notemos que en este caso hay 7" hojas. En [31] se estudia el comportamiento
de esta variable cuando n depende de & de forma lineal y h — oo.

Teorema de Nowak y Krug (2013). Si n:= n(h) = ah, donde a > 0 es una constante,
entonces
=0, sia<el
lim P (N, > 1)

h=ree >0, sia>l1.
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Demostracion. La idea de la demostracion consiste en usar los métodos del primer y se-
gundo momento para encontrar cotas inferiores y superiores de la probabilidad de interés.
Es decir, usamos las siguientes desigualdades para variables aleatorias no negativas:
E (Ny)?
EN,) >P(N,>1)> ——~.
( h)— ( h = )— E(N}%)

Ahora notamos que E (N,,) = n'/h!, pues hay n" vértices a distancia & de la raiz y para h
variables aleatorias i.i.d. tenemos que P(X; < X, < --- < Xj) = 1/h!. Por otro lado, usan-
do la representacién de Nj, dada en (23) y trabajando con el grado de dependencia de las
variables I; podemos obtener la siguiente cota superior para £ (N,%):

) N =) AN
E(N;) <E(N,)+E(N —_— 24
(Ni) <E(Ny) +E(Ny) +k§<k)(h+k)! 24)
Luego, obtenemos el resultado aplicando de forma conveniente la férmula de Stirling, n! ~
V2zn(n/e)", para encontrar aproximaciones de las cotas encontradas. La notacién ~ en la
férmula representa el siguiente limite:

n!

z

lim ——
n=e\/27n(n/e)"

Para mds detalles de esta demostracion, principalmente para la justificacién de (24)), la cual
no es trivial y requiere cierto trabajo, sugerimos consultar la fuente original [31, p. 3]. O

Observacion 3. Con los mismos argumentos podemos demostrar que si n = ¢ (h)h entonces
limy e P (N, > 1) =0, si a(h) — 0, y que limj,_, P(N, > 1) = 1, si a(h) — oo cuando
h — oo,

El Teorema de Nowak y Krug muestra la existencia de una transicion de fase para el
modelo. A partir de este punto una pregunta natural es: ;qué pasa cuando & € (e~!,1]? La
respuesta aparecio el mismo aflo en un trabajo de Roberts y Zhao.

Teorema de Roberts y Zhao (2013). Sin = ah, con a > e~ !, entonces
limP(N, >1)=1.
h—o0

Demostracion. Omitida. Ver [32, Teorema 1]. O

Observacion 4. Podemos resumir los dos teoremas anteriores diciendo que si n = oth en-
tonces existe un valor critico del parametro a, ot = e~ !, tal que

0, sia<a,,
lim P (N, > 1) =
h=ree 1, sia>o.

3.2.2. Arboles esféricamente simétricos. Como vimos en la seccién anterior, el primer
modelo propuesto de percolacion accesible estd definido en drboles finitos n-arios y la exis-
tencia de caminos accesibles que conectan la raiz con las hojas del arbol se estudia cuando
la altura tiende a co. Aqui nos proponemos definir el modelo directamente en un arbol con
infinitos vértices y, fijado el 4rbol, estudiamos la existencia de tales caminos accesibles.
Adicionalmente, a diferencia del modelo de Nowak y Krug, suponemos que la raiz también
tiene una variable aleatoria asociada. Esta version fue propuesta inicialmente por Coletti et
al. en [8] y una extensién para drboles aleatorios fue estudiada en [5]. El contenido de esta
seccidn estd basado principalmente en [J].
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Nuestro objetivo serd responder la siguiente pregunta: ;para qué condiciones del arbol
podemos garantizar la existencia de un camino formado por un ndmero infinito de vérti-
ces, 0,vy,v2,..., tal que Xp < X,, < X,, < ... con probabilidad > 0?7 Fijando un 4rbol T,
consideramos

Ani=M(T) = |J {050,
vedT,
donde 0 =% v es el evento de la Deﬁnicién En palabras, A, es el evento de que el n-ésimo
nivel del drbol estd conectado a la raiz por un camino accesible.

oo

Definicion 3. Decimos que hay percolacién accesible en T si el evento ﬂ A, ocurre.

n=1
Como se hace usualmente en modelos de percolacién, vamos a estudiar

0(T) := P(ﬁz\,,) = 1im P(A,).

n—sco

Usamos la notacién Ty < T, para decir que T es un sub-grafo de T, y que los arboles T
y T tienen la misma raiz. Asi, no es dificil probar que si T| < T, entonces 6(T) < 6(T»).
De hecho, notemos que todo camino accesible de T, serd un camino accesible de T5.

A partir de ahora, ponemos la atencién en drboles cuyo crecimiento es, de cierta forma,
manejable.

Definicion 4. Decimos que un drbol T es esféricamente simétrico con funcion de crecimento
f:NU{0} — Nsi grado(0) = f(0) y grado(v) = f(dist(0,v)) + 1, para todo v € V'\ {0}.

En otras palabras, un drbol es esféricamente simétrico si cada vértice v tiene f(|v|) hijos.
Es decir, el grado de cada vértice depende del nivel al que pertenece.

Ejemplo 1. El arbol factorial T, es un arbol esféricamente simétrico con funcién de creci-
miento dada por f(i) =i+ 1, i > 0 (ver Figura @ka)). En este caso,

0T 1

(n+1)! n+l’

Luego, haciendo n — oo, tenemos que 6(T,) = 0.

P(A,) =P(N, > 1) <

El Ejemplo|1| sugiere que para tener percolacién accesible, con probabilidad positiva, el
arbol a ser considerado debe crecer mds rdpido que un drbol factorial. Con esta motivacion,
nos concentramos en una familia especifica de drboles esféricamente simétricos. Recorde-
mos que la funcién techo de x, denotada por [x], es el menor nimero entero igual o mayor
que x.

Proposicion 2. Sea T* el drbol esféricamente simétrico con funcion de crecimiento dada
por f(i)=[(i+1)%], i >0, donde ot > 0 es una constante. Si o < 1, entonces 6(T*) = 0.

Demostracion. Como a < 1, tenemos que T* < T, y por lo tanto 6(T%) < 6(T)). Vimos
en el Ejemplo[1]que 6(T) = 0, entonces 6(T*) = 0. O

Consideramos la familia de arboles T con la intencién de usar lo que sabemos del drbol
factorial. Si bien la misma comparacién no vale para otras familias, una salida para tales
casos es verificar directamente si [dT,|/(n+ 1)! — 0 cuando n — oo como en el Ejem-
plo[1} Esto permite probar que para ciertos drboles, con probabilidad 1, no hay percolacién
accesible.



MODELOS PROBABILISTICOS 23

AN

(a) Arbol factorial T,. Su funcién de crecimiento (b) Arbol homogéneo d-dimensional T,;. Su fun-
estddadapor f(0)=1y f(i)=i+1,i> 1. El nom- cién de crecimiento estd dada por f(0) =d+ 1y
bre se debe a que en este caso [T, ,| = n! f(i)=d,i>1.1ustracién para d = 2.

FIGURA 9. Ejemplos de arboles esféricamente simétricos.

Ejemplo 2. El arbol homogéneo d-dimensional T;, con d > 2, es el arbol esféricamente
simétrico cuya funcion de crecimiento estd dada por f(0) =d+ 1y f(i) =d parai > 1 (ver
la Figura Ekb)). En otras palabras, T, es un drbol para el cual grado(v) = d + 1 para todo
v € V. En este caso,

_0Tap| _ (@402 (dey

n! n! T2

donde la tltima aproximacion es por la férmula de Stirling. Luego, haciendo n — o, con-
cluimos que 6(T,;) = 0.

P(Au-1)

Para una prueba de que percolacién accesible existe con probabilidad positiva, los argu-
mentos requieren mds trabajo y estdn basados en comparaciones con processos de ramifi-
cacion. Para simplificar la exposicién nos remitimos solamente a enunciar un resultado que
nos permitird concluir la existencia de transicion de fase para la familia de drboles T?.

Teorema de Bertacchi, Rodriguez y Zucca (2020). Sea T un drbol esféricamente simé-
trico con funcion de crecimento f. Si

|

LI 25
570 )
entonces 6(T) > 0.

Demostracion. Omitida. Este teorema es consecuencia de los resultados obtenidos en [,
Corolario 3.4]. O

El teorema anterior resulta como consecuencia del estudio realizado en [5]] en el contexto
de procesos de ramificacién. En dicho trabajo los autores formalizan un proceso de ramifi-
cacion con seleccion que puede ser interpretado como un modelo de percolacién accesible
en drboles aleatorios. Una descripcion detallada de tales argumentos se escapa del propdsito
de estas notas. Sin embargo, hacemos una mencién para los lectores o lectoras que tengan
cierta familiaridad con los procesos de ramificacion. Sugerimos [18,20] para més detalles
sobre estos procesos. El modelo propuesto en [3] es un proceso de ramificacién en medio
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? ]
PN RADN
z | N L4 ] N
4 ’ ! N N " ' A N\
’ ! N * 1 \
(Yo1: Xo1) .~ ! *\ (Y03:Xo03) (2:0,63) ,* ! . (1;0,08)
é » % )
/
S (Y025 Xo02) : N (0;0,34) !
/
N : ! 3
\ / ‘
(Yor1:Xo11) / v (Yor2: Xo12) | (Yo31: Xo31) (2:0,42) . s (2:0,87) ' (4;0,59)
[ ] 2 » /*\
I\ A AN " " VAN
;A r\\ PARRN I "‘ ZAVEREA
’
,, \\ II \ 7 ’ II \\ A N\ I\ /\ I ' , 4 II \\ N \
' \ I \ A VN I \ 0 , I \ N
\ I \ ’ I \ N / \ ) ' % / \ \
‘ [ ] ° o [ ] ° ° [ ] [ ] L] L] [ ] o ° [ ] L]
(a) Cada particula origina Y, particulas en la genera- (b) Para cualquier realizacion del proceso se asu-
cién siguiente de acuerdo a variables aleatorias inde- me que si una particula tiene un valor de X, me-
pendientes cuya distribucion puede variar de genera- nor que el valor asociado de la particula que le
cion en generacion. Adicionalmente, a cada particu- dio origen, entonces la primera no sobrevive y es
la se asocia un valor X,, de una familia de variables retirada del sistema. En lineas gruesas se destaca
aleatorias i.i.d. con distribucién uniforme en (0, 1). la progenie de la particula inicial.

FIGURA 10. Ilustraciéon del proceso de ramificacién con seleccién de [5]].

variable donde la novedad es un sistema de seleccion. A cada nueva particula del proceso
se asocia una constante proveniente de una familia de variables aleatorias i.i.d. con distri-
bucion uniforme en (0, 1). En caso de que la constante asociada a una particula sea menor
que la constante asociada a la particula que le dio origen, entonces la primera no sobrevive
(ver la Figura @]} En [5] se encuentran condiciones para garantizar la sobrevivencia o ex-
tincion de este proceso. Una de las condiciones para la sobrevivencia es que la sucesion de
distribuciones de descendencias sea tal que sus respectivas esperanzas m, cumplan con la
condicién

oo

1
JE— < OO’
i=0 Mi

junto con que, para alguna constante C > 0, exista g : N — [1,0) tal que si mﬁz) es el segundo

momento de la distribucion asociada a la n-ésima generacion, entonces (mfzz) /m?) < g(n),
para n suficientemente grande, y limsup,_,., (g(n+1)/g(n)) < C (ver [5 Corolario 3.4]).
Ahora, si suponemos que cada particula de la n-ésima generacion tendrd un niimero constan-
te f(n) de hijos en la generacion siguiente, antes de la seleccion, entonces las condiciones
técnicas mencionadas se reducen a la ecuacion (25)). Notemos que en este caso la progenie
de la particula inicial se puede identificar con el conjunto de vértices de un arbol esféri-
camente simétrico, con funcién de crecimiento f, que estdn conectados a la raiz por un
camino accesible. Luego, sobrevivencia del proceso de ramificacién con seleccion implica
percolacion accesible en el drbol asociado.

Volviendo a la familia de drboles T%, notemos que como consecuencia del teorema de
Bertacchi et al. podemos concluir la existencia de transicién de fase en «.

Corolario 1. Sea T el drbol esféricamente simétrico con funcion de crecimiento dada por
F@)=[(+1)%], i >0, donde o > 0 es una constante. Si & > 1, entonces 6(T*) > 0.

Observacion 5. Podemos resumir los resultados anteriores de la siguiente forma: si consi-
deramos el modelo de percolacion accesible en el drbol T, con a > 0, entonces existe un
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valor critico del pardmetro o, & = 1, tal que

=0, sia<a,
0(T*)
>0, sio> .

Un poco mas sobre el modelo. El modelo de percolacién accesible fue propuesto recien-
temente en [31]], donde los autores también lo estudiaron para el caso en que las variables
asociadas no son necesariamente igualmente distribuidas. Desde entonces se ha publicado
una serie de contribuciones y el mejor punto de partida para una revisién de resultados es
el resumen elaborado por Krug en [24]]. Con respecto a drboles infinitos, los Ginicos trabajos
realizados, hasta donde el autor de estas notas sabe, son los articulos [5.(8]]. De hecho, la ul-
tima seccién reunié una buena parte de la discusién propuesta en [8]]. Uno de los problemas
que permanece en abierto es identificar una condicién necesaria y suficiente en la funcién
de crecimiento de un drbol esféricamente simétrico para garantizar la existencia de perco-
lacién accesible con probabilidad positiva. Debido a los ejemplos estudiados y resultados
obtenidos, una sospecha de este autor es que (25) sea tal condicion.
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