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ALGEBRAS MTL

JOSE L. CASTIGLIONI

RESUMEN. A finales de la década de los 90 del siglo pasado, P. Hjek introduce una nueva
l6gica, que denomina basic (fuzzy) logic (BL); asimismo introduce una semdntica algebrai-
ca para esta logica, la variedad de las dlgebras BL. Poco tiempo después, Cignoli, Esteva,
Godo y Torrens muestran que BL es la 16gica de todas las t-normas continuas y sus residuos.

Si bien la condicién de ser continua para una t-norma es suficiente para la existencia
de un residuo, esta condicién no es necesaria. Una condicién necesaria y suficiente es la
continuidad a izquierda. Resulta por tanto natural preguntarse por la légica de las t-normas
continuas a izquierda. Esteva y Godo proponen una nueva légica: monoidal t-norm based
logic (MTL), la cual generaliza en este sentido a BL, y Jenei y Montagna prueban que
dicha légica es en efecto la l6gica de las t-normas continuas a izquierda y sus residuos. La
variedad de las dlgebras MTL es una semdntica algebraica equivalente (en el sentido de
Blok y Pigozzi) para la 16gica MTL.

Esta son las notas de un curso breve (4 horas de duracién) dictado por el autor en el XIV
Congreso Dr. Antonio Monteiro. Las mismas no pretenden ninguna originalidad, sino que
ofrecen una introduccién razonablemente autocontenida al estudio de las dlgebras MTL.
Sélo se presume por parte del lector un conocimiento bésico de algunos resultados de alge-
bra universal.

INTRODUCCION

El estudio formal de la 16gica borrosa (mathematical fuzzy logic) tuvo un punto de infle-
xi6n durante la dltima década del siglo XX, en la que tomé su forma actual como el estudio
sistematico de clases particulares de 16gicas multivaluadas, con los trabajos de Baaz, Cigno-
li, Esteva, Godo, Gotwald, Hajek, Montagna, Mundici y Novak, entre otros. Motivados por
la teorfa de conjuntos borrosos (fuzzy sets), los primeros sistemas estudiados fueron aque-
llos que admiten una semadntica basada en t-normas continuas particulares: 16gicas multi-
valuadas de Lukasiewicz, producto y Godel. El primer intento de dar una sistematizacién
abarcadora para el estudio de estas 16gicas se debe a Hijek, a fines de la década de 1990.
A fin de proveer una base comun para los tres sistemas antes mencionados, en [4] P. Hjek
propone un sistema al que denomina basic fuzzy logic, o mas sucintamente, BL, el cual
resulta ser completo con respecto a la semdntica de todas las t-normas continuas.

Si se remueve la condicién de divisibilidad en BL, surge el sistema l6gico MTL, el cual
es completo con respecto a la semdntica de todas las t-normas continuas a izquierda [2].
Llamaremos MTL a la variedad en la signatura . = {-,—, A, V, 0, 1} generada por todas las
t-normas continuas a izquierda, con sus respectivos residuos. Un elemento de esta variedad
es lo que se denomina un dlgebra MTL (siguiendo la costumbre de denominar a las matrices
algebraicas para una légica con el nombre de la 16gica). Estas dlgebras constituyen los
objetos centrales de estudio de este curso, en el cual nos ocuparemos mayormente de los
aspectos algebraicos, a pesar de que la motivacion para su estudio (y para ofrecer este curso
en este encuentro) es esencialmente la relacion de estas estructuras con una clase importante
de l6gicas.
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1. MOTIVACION Y EJEMPLOS

A continuacién revisaremos sucintamente algunos de los aspectos basicos mencionados
en la intoduccién, acerca del origen 16gico por el interés en las dlgebras MTL.

Intuitivamente se puede pensar que lo que carcteriza a una “légica borrosa” respecto de
otros sistemas légicos es lo siguiente:

. una logica es borrosa si es completa respecto de una semdntica basada
en dlgebras totalmente ordenadas."

En esta seccién daremos una familia muy general de este tipo de dlgebras totalmente or-
denadas, las t-normas continuas a izquierda, e introduciremos la variedad que ellas generan.

1.1. Normas triangulares y sus propiedades. Comencemos refrescando algunas defini-
ciones bdsicas de 4lgebra.

Definicion 1. Un monoide es un dlgebra (M,*,e) de tipo (2,0) tal que se satisfacen las
siguientes identidades:

(M) xx(yxz) = (x*y)*z (asociatividad);

(M2) xxe=x=ex*x (existencia de elemento neutro).
Un monoide se dice conmutativo si ademds se cumple que

(C) x*xy=yx*x.

Dado que en este curso solo nos interesaran los monoides conmutativos, a partir de
ahora simplemente utilizaremos la palabra monoide para indicar monoide conmutati-
vo.

Sea M = (M, *,e) un monoide. Para cada x € M y n € N definimos recursivamente x"
por:
WO =e,

X = xxx,

Un elemento x € M se dice idempotente si X2 =x, y se dice absorbente si para todoy € M,
X%y =X

Dado que las estructuras con las que vamos a trabajar son monoides dotados de un orden,
introduciremos a continuacion la siguiente clase de estructuras.

Definicion 2. Un monoide ordenado es una estructura (M, *,e, <) tal que
n (M, *,e) es un monoide,
» (M, <) es un conjunto ordenado, y
= paratodo x,y, zen M, si x <y se tiene que x*xz7 < y*z.

Diremos que un monoide ordenado estd negativamente ordenado si la identidad, e, es el
elemento maximo. Observar que en todo monoide negativamente ordenado M, se tiene que
paratodo x e yen M, x*y < x. Un monoide negativamente ordenado se dice arquimediano
si para todo par de elementos x e y, distintos de e, existe un entero positivo » tal que x" < y.

Concentrémonos ahora en una clase particular de monoides negativamente ordenados.

Definicion 3. Escribamos [0, 1] para indicar el intervalo real con su orden usual. Una nor-
ma triangular, o t-norma por brevedad, es una operacion binaria *, sobre [0, 1], que hace
de ([0,1],*, 1, <) un monoide negativamente ordenado. Llamaremos asimismo t-norma a la
estructura ([0,1],%,1, <), asociada a *.

Extraido de [12]]. Traduccién del autor.
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ALGEBRAS MTL 5

Observar que en cualquier t-norma el elemento O es absorbente, ya que 0 < 0xx < 0,
para todo x € [0, 1].
Veamos a continuacién varios ejemplos cldsicos de t-normas.

Ejemplo 1. Algunos ejemplos cldsicos de t-normas.

1. t-norma de Gidel: x*gy := min{x,y},
2. t-norma de producto: x*xpy := x -y, el producto usual como niimeros reales;
3. t-norma de Lukasiewicz: x*py := max{x+y—1,0},

0 six<1—y,

4. t-norma de NM (minimo nilpotente): x xnpyy := 5 )
min{x,y}, en caso contrario.

Una funcién f: [0, 1]" — [0, 1] se dice inferiormente continua en x € [0, 1]" si para toda
sucesién creciente (respecto del orden producto?) {x,} que converge a x, lim f(x,) = f(x).
n—soo

Como en el caso en que n = 1 las funciones inferiormente continuas suelen denominarse
continuas a izquierda, utilizaremos este tltimo término para referirnos a ellas, aun cuando
se trate de funciones de mas de una variable.

Observemos que una t-norma (vista como funcién real en dos variables) es continua
(a izquierda) si y solo si para cada x € [0, 1] la funcién real f : [0,1] — [0, 1], dada por
fx(y) :=xxy, lo es. Ademds, todas las f; recién definidas son monétonas. Se puede com-
probar, de manera rutinaria, que todas las t-normas del Ejemplo[I|son continuas a izquierda;
en particular, las tres primeras son directamente continuas. Existen ademds t-normas no con-
tinuas (ni siquiera a izquierda), como podemos ver en el siguiente ejemplo; sin embargo,
ellas no resultardn de interés en este curso.

Ejemplo 2. Consideremos la siguiente funcion real sobre [0,1]:

07 Si'x7y#17
xky:=<x, siy=1,
y, six=1.

Claramente, para cada x € (0,1), la funcion y — xxy es discontinua a izquierda en 1, y en
consecuencia, la funcion arriba definida lo es. Para ver que dicha funcion es en efecto una
t-norma, debemos verificar que es asociativa, que el 1 es el neutro, y que es monotona en
cada coordenada.

Claramente, por construccion, tiene al 1 como neutro 'y es mondtona en cada coordena-
da. Veamos que ademds es asociativa, haciendo un andlisis por casos para x,y,z € [0,1]:

w s5ix,y,27# 1, entonces xx (y*xz) =0 = (x*y)*xz

w six=1, entonces 1 x(yxz) =y*xz=(l1*y)*z

w siy=1, entonces xx (1xz) =xxz=(x*x1)x*z

w siz=1, entonces x* (yx1) =xxy= (xxy)x*l.
Ademds, la lista anterior de casos es exhaustiva. Con lo que tenemos un ejemplo de una
t-norma no continua a izquierda.

Hasta ahora solo hemos considerado dlgebras en el lenguaje {*,1} de tipo (2,0). Agre-
guemos una nueva operacién binaria =, cuando sea posible.

2Sean (P,<p) y (Q,<g) dos conjuntos parcialmente ordenados. Definamos sobre el universo P x Q una
relacion binaria < por (p,q) < (p',q') siysolosi p<pp'yq<¢o ¢ parap,p’' € Pyq,q' € Q.Estarelacion es
de orden y se denomina el orden producto en P x Q.

Actas del XIV Congreso Dr. Antonio A. R. Monteiro (2017), 2019
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Definicion 4. Sea (M, *,1,<) un monoide negativamente ordenado®. Una operacién bina-
ria = sobre M tal que

para todo x,y,z€ M, xxy<z siysolosi x<y=z (1)
se denomina un residuo de .

Proposicion 1. Sea (M, x*,1,<) un monoide (negativamente) ordenado. Si * posee un resi-
duo, este es unico.

Demostracion. Veamos que para todo y,z € M, y = z =max{x € M | xxy < z}, siempre
que el mencionado residuo exista. De alli se desprenderd la unicidad.

Supongamos que (y = z) existe. Veamos que (y = z) € {x € M | x*y < z}. En efecto,
(y = z) < (y = z) se satisface por reflexividad y, por (1)), se sigue que y* (y = z) <z, de
donde concluimos la pertenencia.

Por otra parte, supongamos que u*y < z; es decir que u € {x € M | x*y < z}. Entonces,
por (), se tiene que u < (y = z), de donde se concluye que (y = z) es el maximo de dicho
conjunto. U

En los Ejemplos [I] y 2] hemos mencionado varias t-normas (que son ejemplos particula-
res de monoides negativamente ordenados). Surgen naturalmente las siguientes preguntas:
[ Tienen estas t-normas residuo? ;Tiene toda t-norma residuo? ;Hay alguna forma de carac-
terizar a las t-normas que tengan residuo?

Comencemos respondiendo la primera pregunta para las t-normas del Ejemplo 1]

Ejemplo 3. Las siguientes operaciones binarias son los residuos de las correspondientes
t-normas del Ejemplo [I}

1, six<
1. Implicacion de Gidel: x =gy=1< ~~~ — Y
y, sty <«x.
1, six<
2. Implicacion Producto: x =py =4, - Y
< siy<x.

3. Implicacion de tukasiewicz: x =y = min{l —x+y, 1}, donde la suma y la resta
son las usuales de R.

six <

4. Implicacion NM: x =y y =1 T Y

max{1 —x,y}, siy<ux.

Ejercicio. Verificar que las operaciones definidas en el Ejemplo anterior son, en efecto, los
residuos de las correspondientes t-normas del Ejemplo ]

{Qué sucede con la t-norma del Ejemplo [2]? Tomemos x # 0, 1 y supongamos que existe
x = 0. Entonces, el conjunto {u € [0,1] | uxx < 0} tiene méximo x = 0. Pero {u € [0,1] |
uxx <0} ={uel0,1] |uxx=0}=10,1), el cual, como subconjunto ordenado de R, no
tiene miximo. Esto responde negativamente la segunda pregunta que nos planteamos antes
del ejemplo anterior, y sugiere una posible respuesta a la tercera, que viene dada por el
siguiente teorema.

Teorema 2. Una t-norma tiene residuo si y solo si es continua a izquierda.

3En esta definicion, el hecho de que el monoide sea negativamente ordenado no juega ningin papel espe-
cial, pudiendo generalizarse la misma sin problema a monoides ordenados.

Actas del XIV Congreso Dr. Antonio A. R. Monteiro (2017), 2019



ALGEBRAS MTL 7

Demostracion. Supongamos que * es una t-norma continua a izquierda. Fijemos x € [0, 1].
La funcién f; : [0,1] — [0, 1], inducida por la t-norma, es continua a izquierda. Para cada
y € [0, 1], consideremos el conjunto Cj := {u € [0,1] | fi(u) < y}. Por un lado, tenemos
que Cy := {u € [0,1] | uxx < y}. Por el otro, que C := f,~'([0,y]). Por la monotonia y la
continuidad a izquierda de f;, la imagen inversa de un intervalo de la forma [0,y] debe ser
a su vez otro intervalo de esta forma; es decir, de la forma [0,y,], el cual tiene maximo y,.
Dicho maximo y, es tal que fi(u) <y siy solo si u < y,. Tomando la operacién binaria
univocamente definida por x = y := y,, tenemos el residuo de x.

Reciprocamente, utilizando la notacion anterior, si la t-norma tiene residuo, entonces Cy
tiene maximo para todo x e y en [0, 1]. Como C} := f;"'([0,]) y f es monétona, C} es un in-
tervalo que contiene a 0. Como tiene maximo, dicho intervalo es cerrado. En consecuencia,
para todo x € [0, 1], 1a funcién f; : [0,1] — [0, 1] es continua a izquierda. O

Como [0, 1], visto como conjunto ordenado, es una cadena, en particular es un reticulo.
En consecuencia, podemos ver a una t-norma ([0, 1],*,1, <) como un monoide negativa-
mente ordenado o como un élgebra (en el sentido del dlgebra universal®) de tipo (2,2,2,0),
([0,1],%,V,A, 1), con las operaciones supremo e infimo definidas por x Vy := max{x,y} y
x Ay := min{x,y}, respectivamente. Notar que el orden queda completamente definido por
estas operaciones: x < ysiysolosixVy=ysiysolosixAy=ux.

Si ademaés consideramos aquellas t-normas con residuo, tenemos 4lgebras de tipo (2,2,2,
2,0), ([0,1],%,=,V,A,1). Por cuestiones de conveniencia, también pondremos en la sig-
natura de estas dlgebras a la constante 0. Denominaremos t-algebras a los elementos de la
clase de estructuras de tipo (2,2,2,2,0,0) resultante, a la cual escribiremos TA.

1.2. Légicas de t-normas monoidales. Estamos ahora en condiciones de conectar lo an-
teriormente dicho con alguin tipo de 16gica. En lo que resta de esta seccidn, la mayor parte
de los resultados se dardn sin prueba, dado que, como hemos dicho, el objetivo de este cur-
so es el estudio de una clase particular de dlgebras; solo que para motivar el interés en esta
clase de 4lgebras es necesario mostrar su conexion con la l6gica proposicional.

Sea .Z el lenguaje {x,=,A,V,0,1}, y escribamos Fnll para indicar el conjunto de for-
mulas en el lenguaje .7, las que se forman de forma recursiva, del modo usual. Llamaremos
a x la conjuncion fuerte, a = la implicacién, a V y A la disyuncién y conjuncién débiles, y
a las constantes 0 y 1, falsedad y verdad, respectivamente. Sea A € TA. Una A-evaluacién’
es un .Z-homomorfismo v : Fml — A. Una A-evaluacién v se denomina un A-modelo de
un conjunto I" de férmulas si para toda y € I, v(y) = 1.

Definicion 5. Sea K una subclase de la clase de t-dlgebras. Asociamos a K una relacion
binaria =k entre los conjuntos de formulas y las formulas, por

I" =k @ siy solo si para todo A € K y todo A-modelo de T, v, se tiene que v(@) = 1.

En particular, si O =k ¢, denominaremos a ¢ una K-tautologia.

4Ver por ejemplo el libro de Burris y Sankappanavar [1].

5Aqu1’ estamos identificando el conjunto de férmulas en el lenguaje - con el algebra de términos en dicho
lenguaje; de este modo, podemos identificar valuaciones con homomorfismos (ver [1, capitulo II.10] para la
definicidn de dlgebra de términos).

Actas del XIV Congreso Dr. Antonio A. R. Monteiro (2017), 2019
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Se puede probar que la relacién recién definida es una relacién de consecuencia®. Sin
embargo, la misma no resulta en general finitaria, lo que no es en general deseable en un
célculo proposicional. Asi que asociaremos a =k una relacién de consecuencia finitaria.

Definicion 6. Sea K una subclase de la clase de t-dlgebras. Asociamos a K una relacion
binaria finitaria, )zﬁ entre los conjuntos de formulas y las formulas, por

r |:£ @ si y solo si existe un subconjunto finito Io C T tal que Ty =k @.
En particular, ):{( y =k tienen las mismas tautologias.

Vamos ahora a presentar un calculo proposicional en el lenguaje .Z, mediante un sistema
tipo Hilbert.

Definicion 7. La logica de t-normas monoidales (0 MTL por su sigla en inglés) es la logica
sobre ¥l dada por los esquemas de axiomas:

(MTL1) (a=B)= ((B=906)= (aa=9)),
(MTL 2) (aAB) = a,

(MTL 3) (aAB)= (BA),
(MTL 4) (ox (ot = B)) = (aAB),
(MTL5) ((a*p) = 6) = (= (B =9)),

(MTL 6) (o= (B = 8)) = (@) = 5),
MTL7) (a=p)=96))=((B=a)=35)=09),
(MTL 8) 0= «,

que tiene como tnica regla modus ponens:

~]
R |

o, o—f
B

Los conectivos 1y \ se definen en términos de los otros por: 1 . =0=0y aVp = ((a =

B)=B)N((B=a)=a)

Esta no es la Unica presentacion posible para esta lgica, pero alcanza para los objetivos
del presente curso.

Algunas extensiones axiomdticas muy estudiadas de MTL son:

BL: La légica basica de Hajek es la extension axiomatica de MTL por el axioma de
divisibilidad: (a*(ax = B)) = (B* (B = a));
G: Laldgica de Godel es la extension axiomatica de BL por el axioma de idempo-
tencia: o = (A * Q);
L.: La légica infinitovalente de Lukasiewicz es la extension axiomatica de BL por
el axioma de involucién: ((a = 0) = 0) = «;
P: La légica producto es la extension axiomadtica de BL por el axioma de cancela-
cion: (o = 0)V (= (axp)) = B).
Escribamos ;77 para indicar la relacién de consecuencia en el sistema MTL. Escriba-
mos asimismo Fpy, F¢, Ft. y Fp para indicar la relacion de consecuencia en las extensiones
axiomaticas de MTL antes mencionadas.

6Sea F el conjunto de férmulas en un lenguaje L. Una relacién de consecuencia sobre F es una relacién
F C @(F) x F tal que para todo AT € p(F)y @ e F: (1)sio €I, entonces ' ¢; 2)sil'Foy T CA
entonces A @y (3)siI't ¢ y paratoda y € I', A 7, entonces A ¢. Una relacién de consecuencia se dice
finitaria si cada vez que I' - ¢, existe un subconjunto finito I'y C I" tal que Iy - ¢.

Actas del XIV Congreso Dr. Antonio A. R. Monteiro (2017), 2019
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Consideremos las subclases de TA: TA, cTA, G :={[0,1]g}, L :={[0,1].} y P:={[0,1]p},
donde [0,1]g, [0,1]. y [0, 1]p son las t-normas de Godel, Lukasiewicz y producto, respecti-
vamente, y cTA es la subclase de todas las t-normas continuas.

Tenemos el siguiente teorema de completitud para las 16gicas antes definidas.

Teorema 3. Con la notacion de los pdrrafos anteriores,

L Fyrr=EL,,
2. o= FEln

3 Fo=kL

4 b =F] v

5 Fp=kEb

Vamos a definir clases ecuacionales de dlgebras, asociadas a las t-normas. Escribamos
¥ (K) para indicar la variedad generada por la clase K de dlgebras; es decir, ¥ (K) =
HSP(K)'.

Definicion 8. A los elementos de ¥ (TA) los demoninaremos dlgebras MTL; a los de
¥ (cTA), dlgebras BL; a los de ¥V (G), dlgebras de Godel; a los de V (L), dlgebras de
Eukasiewicz® y a los de ¥ (P), dlgebras producto.

Definamos las siguientes abreviaturas para férmulas en el lenguaje .Z:
ospB=(a=p)AB=>a) v -o:=0=0.
Fijemos una extension axiomatica E de MTL. Para cada subconjunto I" de férmulas defini-
mos una relacién binaria sobre Fml por:
oa~rf siysolosi I'kgoa< f.
Ejercicio. Verificar que la relacién ~r recién definida es de equivalencia.

La siguiente proposicion justifica el interés desde un punto de vista l6gico por el estudio
de la variedad de las dlgebras MTL y algunas estructuras relacionadas, el cual realizaremos
en la seccidn siguiente.

Proposicion 4. Para toda extension axiomdtica E de MTL, y todo conjunto de formulas T,
la relacion ~r es una £ -congruencia. Ademds,

a. Si E = MTL, entonces el dlgebra cociente Fd / ~r es un dlgebra MTL.

b. Si E = BL, entonces el dlgebra cociente Fl / ~r es un dlgebra BL.

c. SiEes G, Lo P, entonces el dlgebra cociente g;n/ / ~r es un dlgebra de Godel, de
Lukasiewicz o producto, respectivamente.

2. ALGEBRAS MTL

En Ia seccién anterior hemos motivado el estudio de la variedad MTL, de las dlgebras
MTL. Sin embargo, la descripcién que hemos dado de la misma dista de ser explicita. En
esta seccidon haremos una presentacioén ecuacional de esta variedad.

"Remitimos al lector al libro de Burris y Sankappanavar [|1] para la definicién de variedad o clase ecuacional
de dlgebras.

8Del modo en que las presentamos en este curso, se las suele denominar algebras de Wajsberg; sin embar-
go, por una cuestién didactica hemos preferido el nombre “algebras de Lukasiewicz” para estas estructuras.

Actas del XIV Congreso Dr. Antonio A. R. Monteiro (2017), 2019
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2.1. Generalidades y ejemplos.

Definicién 9. Un MTL-rig° es un monoide negativamente ordenado (M, *,1,<), con resi-
duo =, cuyo conjunto parcialmente ordenado subyacente es un sup-semirreticulo acotado
(M,V,0), el cual cumple ademds la siguiente condicion:

(PL) Paratodox,y €M, (x=y)V(y=x)=1.

Si al sup-semirreticulo subyacente no le pedimos que sea acotado (y por lo tanto no
tenemos 0 en la signatura), a la estructura correspondiente la denominaremos un MTL-
semirig. Muchas propiedades importantes de los MTL-rigs no dependen de la presencia de
un elemento minimo, y por lo tanto muchas pruebas las haremos directamente para MTL-
Semirigs.

De acuerdo a la definicién anterior, un MTL-rig es un dlgebra de tipo (2,2,2,0,0), (M, x,
=,V,1,0), tal que:
. (M,*,1) es un monoide,
. (M, V,0) es un semirreticulo acotado,
. paratodox € M, xV 0 =x,
. paratodo x,y,z € M, xx(yVz) = (x*y)V (x*2),
. para todo x,y,z € M, x*xy < z si y solo si x <y =z, donde el orden estd dado por
x<ysiixVy=y,y
f. paratodox,ye M, (x=y)V(y=x) = 1.

o 0 o

Proposicion 5. Sea (M,*,=,V,1) un MTL-semirig. Entonces:

Para todo x,y e M, x*xy < x.

Para todo x,y,z7 € M, si x <y entonces xxz < y*2z.

Para todo x,y € M, x* (x =y) < y.

Para todo x,y,z € M, si x <y entoncesy =7 < x =z

Para todo x,y,z € M, (xxy) = z=x= (y = 2).

Para todo x,y € M, x = (x\Vy) = 1, y en particular, x = x = 1.
Para todo x,y e M, x <y siysolosix=y=1.

NSO R~

Demostracion. (1.) Como M es un monoidey 1 >y, paratodoy € M, xx(1Vy) =x*1=x.
Por otra parte, x* (1 Vy) = (xx 1) V (x*xy) =xV (xxy), de donde se sigue que xV (x*y) =x.
Es decir, x xy < x.

(2.) Supongamos que x < y; es decir, que x Vy = y. Entonces, para todo z € M, zxy =
7# (xVy) = (zxx) V (z*Yy); es decir, zxx < 7.

(3.) De la desigualdad trivial x =y <x =y, se sigue, por (e), que x* (x =y) < y.

(4.) Supongamos que x <y. Por (2.), xx(y =z) <y*(y=2z). Por B.), yx(y=2) <z
Por la transitividad del orden, x % (y = z) < z. Finalmente, usando (e),y = z < x = z.

(5.) Por un lado tenemos que (x*y)*x (x = (y =2)) =y*x(x*x(x=> (y=2z2)) <yx(y =
z) < z. Aplicando ahora (e) a la desigualdad anterior, resulta x = (y = z) < (x*y) = z.

Para la otra desigualdad, partamos del hecho de que (x*y) * ((x*y) = z) < z. Reagru-
pando en el término izquierdo, se tiene que y* (x* ((x*y) = z)) < z, de donde se sigue,
aplicando (e), que x* ((x*y) = z) <y = z. Aplicando nuevamente (e), concluimos que
(xxy) =z<x= (y=2).

9La definicién de rig se debe a S. H. Schanuel (ver [8]]). Si bien las dlgebras MTL pueden ser vistas como
una clase particular de rigs, el empleo de esta terminologia no es usual en el drea, aunque la hemos adoptado a
fin de reforzar el énfasis en la signatura empleada en este curso.
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(6.) Partiendo de la desigualdad trivial x < xVy y usando que x * 1 = x, tenemos que
x*1 <xVy. Aplicando (e) a esta desigualdad, concluimos que 1 <x = (xVy). Como 1 es
el dltimo elemento de M, x = (xVy) = 1.

Para ver que x = x = 1 utilicemos la igualdad que acabamos de probar y el hecho de que
x=xVux.

(7.) Supongamos que x < y. Por (4.), x = x < x=y. Por (6.), x = x = 1, y por lo tanto,
x=y=1.

Reciprocamente, si x = y = 1, entonces x =x* 1 =x* (x =y) < y. O

Consideremos por un momento la clase ecuacional en la signatura {x,=-,V, 1,0} con

base ecuacional:

mtl 1. xxy=yxx

mtl 2. xx1=x

mtl 3. xx (y*xz) = (xxy)*z
Es decir, (M, *,1) es un monoide.

mtl4. xVy=yVx

mtl5. xV(yVvz)=(xVy)Vz

mtl6. xVx=xyxV0=x
Es decir, (M, V,0) es un V-semirreticulo acotado.

mtl 7. xx(yVz) = (xxy)V(x*z)
mtl8. xx1 =1
Es decir, (M, *,1,<), con el orden x < y si y solo si xVy =y, es un monoide negativamente
ordenado.
mtl9. (xx(x=y))Vy=y
mtl 10. (xxy) = z=x= (y=2)
mtl11. x= (xVy) =1
mtl 12. (x = y) V (y = x) = 1. Esta propiedad se suele denominar prelinealidad y nos
referiremos a ella de esta forma en lo que sigue.

Por lo visto en la Proposicién [5] todo MTL-rig satisface las ecuaciones anteriores. Veamos
que todo elemento en la clase ecuacional que acabamos de definir es un MTL-rig. Para ello,
bastard con ver que un elemento M en esta clase cumple:

(R) Paratodox,y,ze M,xxy<zsiysolosix<y=z;
es decir, la condicién (e) en la Definicion [9}

Supongamos que x*y < z; es decir, (x*y)V z = z. Entonces, por mtl 11, (xxy) = z =
(x*y) = (xxy) Vz= 1. Por otra parte, por mtl 10, 1 = (xxy) = z=x= (y=2), y en
consecuencia, x = x* 1 = x* (x = (y = z)) <y = z, valiendo la dltima desigualdad por
mtl 9.

Reciprocamente, supongamos que x <y = z. Entonces, xV (y = z) =y =-zy por mtl 11,
x=(y=2z)=1.Pormtl 10, x = (y = z) = (x*y) = z, y en consecuencia, (x*y) =z= 1.
Luego, usando mtl 9, tenemos que (x*y) = (x*y)* 1 = (x*y)* ((xxy) = z) <z

Hemos probado el siguiente resultado.
Proposicion 6. La clase de los MTL-rigs forma una variedad.

A fin de facilitar la comparacién de la variedad de MTL-rigs con otras estructuras rela-
cionadas necesitamos el siguiente lema.

Lema 7. Sea M un MTL-rig. Entonces el conjunto ordenado subyacente (M,<) es un re-
ticulo.
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Demostracion. Definamos sobre M una operacién binaria por

xAy:=(xx(x=y))V(y*(y=x)).

Comoxx(x=y)<yeyx(y=x) <yxl <y, xAy<y.Comoxx(x=y)<xxl<xe
y*(y=x) <x,xAy < x. En consecuencia, x A\ y es una cota inferior de {x,y} en M.

Por otra parte, supongamos que z < x,y es una cota inferior de {x,y}. Entonces, z* (x =
y) <xx(x=y)yzx(y=x) <yx(y= x), por monotonia. En consecuencia,

(@x(x=y) V(2 (y=x) < (0 (x =) V(y* (y = x)) =xAy.
Por la distributividad de * en V y la propiedad de prelinealidad, tenemos que
(zx(x=y)V(izx(=x)=zx((x=y)V(y=x))=zx1 =2z

En consecuencia, z < x Ay, de donde se deduce que x Ay es, en efecto, el infimo de {x,y}
en M. O

Para aquellos familiarizados con las definiciones de reticulos residuados conmutativos
integrales y prelineales y la de semihoops'’, de los resultados anteriores se tiene como con-
secuencia inmediata el siguiente corolario que permite vincular la presentacién que hacemos
aqui de las dlgebras MTL con otras que aparecen en la literatura.

Corolario 8. La variedad de MTL-rigs es equivalente por términos a la variedad de reticu-
los residuados conmutativos, integrales, acotados y prelineales y, en consecuencia, a la de
semihoops con primer elemento.

Como ya hemos indicado, el primer elemento de un MTL-rig es absorbente; es decir,
paratodox € M, 0xx = 0.

Definicion 10. Todo MTL-rig puede ser visto como un dlgebra en el lenguaje S = {x,=,
A, V,0,1}. Un dlgebra MTL no es mds que un MTL-rig, pensado en esta signatura. La
variedad MTL es la clase ecuacional en la signatura S, formada por todas las dlgebras
MTL.

Dado que no hay posibilidad de confusion, utilizaremos los mismos nombres para indicar
alas variedades y a las respectivas categorias algebraicas que tienen a la variedad como clase
de objetos.

Dado que las MTL-4lgebras son una clase particular de reticulos residuados conmutativos
e integrales, muchos de los resultados que daremos a continuacion son casos particulares
de resultados bien conocidos de la teoria de reticulos residuados (ver por ejemplo [5]); sin
embargo, por una cuestion de autocontencién, daremos una presentacion de los mismos
adecuada al contexto particular que nos interesa.

Definicion 11. Un MTL-filtro (o simplemente filtro) de un MTL-rig M es un subconjunto
F C M tal que:

1. 1€F,

2. sixeF,yeMyx<y,entoncesyeF,y

3. six,y € F entonces xxy € F.

101 45 estructuras que aqui denominamos semihoops también se encuentran en la literatura con los nombres
de prelinear semihoops [[1] y basic semihoops (3], donde se utiliza el término semihoop para estructuras que no
necesariamente cumplen el axioma de prelinealidad.
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Sea b € F. Como M es un monoide negativamente ordenado, paratodoa € F,axb € F
y axb < b. En consecuencia, b < a = b, de donde se sigue que a = b € F'; es decir, F es
también cerrado por =.

Proposicion 9. Sea M un MTL-rig. Existe una correspondencia biunivoca entre el conjunto
de MTL-filtros de M y el conjunto de congruencias de MTL-rigs de M.

Demostracion. Escribamos Fil(M) para indicar el conjunto de filtros de M y Cong(M ) para
el de congruencias de M. Definamos para F' € Fil(M) y 6 € Cong(M):

O(F) :={(a,b) e M xM |existe f € Ftalqueax f <bybxf <a}
={(a,p)eMxM|a=beFyb=acF}

®(0):={meM|(m,1) €0},
respectivamente.

Por definicion, ®(0) = 6(1), la clase del 1 médulo 6. Como 6 es una congruencia de
MTL-rigs, en particular lo es del reducto en reticulos de M, y por lo tanto es un convexo
que contiene al 1 y es cerrado por infimos (es decir, un filtro de reticulos). Ademds, si
a,b e 6(1), (a,1),(b,1) € 6. Como 6 es congruencia de MTL-semirigs, (axb,1x1) € 6;
es decir, axb € ®(0). Luego, ®(0) es un MTL-filtro.

En consecuencia, la asignacion 6 — ®(6) define una correspondencia ® : Cong(M) —
Fil(M).

Veamos ahora que O(F') € Fil(M). Dejamos a cargo del lector el verificar que O(F) es en
efecto una relacién de equivalencia sobre M. Veamos que esta relacidn es una congruencia
de MTL-rigs.

Sean (a,b), (c,d) € O(F), entonces existen f,g € F talesque ax f <b,bx f <a,cxg<d
ydxg<c.Como fAg>fxgeF,yF escreciente, h = f Ag € F. Luego, axh < b,
bxh<a,cxh<dydxh<c,yenconsecuencia, (axc)+h> < (bxd)y (bxd)*h* < (axc).
Es decir, (axc,bxd) € O(F).

De forma andloga se prueba que si (a,b), (c,d) € ®(F), entonces (aVc,bVd) € O(F).

Sean (a,b),(c,d) € O(F), y h € F como antes. Como bxh < a, (bxh)*(a = ¢) <
a*(a=c) <c.Luego, (bxh*)*(a=c) <h*c <d.Enconsecuencia, hi** (a =c) <b=d.
De modo andlogo, como a x h < b, obtenemos que h? (b= d) < a= c. Concluimos asi
que (a = c,b=d) € O(F).

En consecuencia, la asignacion F — ©(F) define una correspondencia ® : Fil(M) —
Cong(M).

Veamos que las correspondencias ® y @ son inversas. Por definicion,
O(P®(0)) ={(a,b) e M xM |existe h€ O(1) talque axh <bybxh<a}

Si (u,v) € B entonces u = v,v=u € (1), y en consecuenciah = (u=v)A(v=u) € 6(1).
Ademds, uxh < vy vsh <u. En consecuencia, (u,v) € ®(D(0)). De donde concluimos
que 0 C O(D(0)).

Por otra parte, si (u,v) € O(D(0)), entonces existe h € M tal que (h,1) € O, uxh <v
y vh <u. Luego, (uxh)VvuVv)€ 0y ((vkh)Vu,uVv) € 6, de donde se sigue que
((uxh)Vv,(vxh)Vu) € 0. Como (uxh)Vv=vy (vxh)Vu=u, (u,v) € 6. De donde
concluimos que @(P(6)) C 6, y por lo tanto, O(P(0)) = 6.
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Finalmente, para F € Fil(M), tenemos que
D(O(F)) ={meM|(m1)c6(F)}

Luego, para todo f € F se tiene que (f,1) € O(F); es decir, F C ®(O(F)). Por otra parte,
si a € ®(O(F)), entonces (a,1) € O(F), y por lo tanto existe h € F tal que axh <1y
l*h<a.Comoh<ayh€F,acF.Asiquetenemos que P(O(F)) C F. O

De hecho, la construccidn anterior establece un isomorfismo de orden entre los reticulos
Fil(M) y Cong(M). La verificacién de este hecho se deja a cargo del lector.

Recordemos el siguiente resultado de dlgebra universal: Un dlgebra A es subdirectamen-
te irreducible siy solo si o bien es trivial o bien hay una congruencia minima en el conjunto
Cong(A) — {A} (ver [1, Teorema 8.4]).

A continuacién utilizaremos la correspondencia que hay entre MTL-filtros de un MTL-
rig M y las congruencias de M, para reformular el resultado anterior del siguiente modo:

Un MTL-rig M es subdirectamente irreducible si y solo si hay un elemento minimo en el
conjunto Fil(M) — {{1} }.

A continuacidén vamos a caracterizar los elementos subdirectamente irreducibles en la
variedad de los MTL-rigs.

Veamos que todo MTL-rig subdirectamente irreducible estd totalmente ordenado. Para
ello utilizaremos los dos siguientes lemas. El primero se deduce de forma directa de la
definicién de MTL-filtro. El segundo es un caso particular del Lema 2.5 en [5]. Por una
cuestion de autocontencion daremos aqui su prueba.

Lema 10. Sean M un MTL-rig y X C M. El MTL-filtro generado por X estd dado por
(X) ={meM | existe h € (X), tal que h < m},
siendo (X ). el submonoide generado por X.
En particular, cuando X = {x}, escribiremos
(x) := ({x}) = {m € M | existe n € N tal que x" < m}.
Lema 11 (|5, Lema 2.5]). Sea M un MTL-rig y a,b € M. Entonces,

i. paratodon €N, (aVb)" <aVb'y
ii. paratodom,n €N, (aVb)™ <da"Vvb"

Demostracién. Probaremos (i.) por inducciénenn. Sin=0, (aVb)’ =1=aV1=aVh,
de donde se sigue la desigualdad. Supongamos ahora que la desigualdad se satisface para
un n > 0. Entonces,

(aVh)" ' = (aVb)x(aVb)" < (aVh)x(aVD")=a*Vaxb"VaxbVb <avp'!

Para probar (ii.), aplicamos dos veces seguidas (i.), cambiando los roles de a y b adecua-
damente:

(avDb)™ = ((avb)")" < (aVb")" < (a"VD"). O

Supongamos ahora que M es un MTL-rig que no estd totalmente ordenado. Entonces
existen elementos a,b € M que son incomparables. Luego, como son incomparables, a =
b#1yb=a+1.Enconsecuencia, (a = b) y (b= a) son filtros propios. Por el Lema[10]

(a=b)y={z€M |existen € Ntal que (a = b)" <z}

Actas del XIV Congreso Dr. Antonio A. R. Monteiro (2017), 2019



ALGEBRAS MTL 15

y
(b=a)={we M |existen € Ntal que (b= a)" <w}.

Luego, si u € (a = b) N (b = a), existen m,n € N tales (a = b)" <uy (b= a)" <u.En
consecuencia, (a = b)"V (b = a)" < u.Porel Lemallll ((a=b)V (b= a))™ < (a=
b)"V (b= a)", y por lo tanto, ((a = b) V (b = a))™ < u. Por el axioma (PL), ((a = b) V
(b=-a))™ =1, de donde se sigue que u = 1. Hemos probado que (a = b)N (b =a) = {1}.

Luego, N(Fil(M) — {{1}}) = {{1}} y por lo tanto Fil(M) — {{1}} no tiene elemento
minimo, de donde se sigue que M no es subdirectamente irreducible.

Como consecuencia directa del resultado anterior, y del hecho de que los elementos sub-
directamente irreducibles de una variedad generan a la misma como variedad (ver [1, Coro-
lario 9.7]), tenemos el siguiente resultado.

Proposicion 12. La variedad de los MTL-rigs estd generada como tal por las MTL-cadenas.

Veamos que de hecho las MTL-cadenas finitas generan a esta variedad. Para ello, y por
una cuestién de completitud, reproduciremos aqui la prueba dada en [9]].

Sea ¢ un término en el lenguaje de los MTL-rigs, tal que la identidad ¢ ~ 1 no se cumple
en la variedad!' Entonces hay un MTL-rig totalmente ordenado'® C'y una interpretacién de
las variables de ¢ en C de modo que @€ # 1. Indiquemos con Sub(¢) al conjunto de todos
los subtérminos (en la signatura correspondiente) de @ y por X := {y° | w € Sub(¢)}U
{0,1}, el conjunto de las interpretaciones en C de los subtérminos de ¢ (posiblemente
unidn las constantes). Claramente, X C C. Como X es una subcadena de C, serd cerrada por
supremos e infimos en C.

Llamemos My al submonoide (ordenado) de C generado por X y tomemos Iy := {m =
x| méeMxyx € X}. Siac€ Iy, digamos, a = m = x, entonces, para todo n € My, se
tiene que n = a =n = (m = x) = (m*n) = x € Iy, dado que m*n € My. Claramente,
X C My. Ademas, como para todo x € X, 1 = x=x, X C Ix. En consecuencia, se tiene que
X CMxNly.

Observacion 4. Con la notacion de los pdrrafos anteriores:

1. El conjunto ordenado My tiene la propiedad de cadena ascendente. En efecto, dado
que X es finito, My solo puede intersecar una cantidad finita de componentes ar-
quimedianas. Ademds, para cada m € My, como es un producto finito de la forma
m= ij ™) con Jj(x) € N, para todo x y My estd negativamente ordenado, debe

xeX
haber una cantidad finita de elementos de Mx mayores que m, en su misma compo-

nente arquimediana. En consecuencia, cada cadena ascendente comenzando en un
elemento de My solo puede tener finitos términos distintos.

2. El conjunto Ix tiene la propiedad de cadena descendente (y por lo tanto es un buen
orden). Para ver esto, consideremos, para cada x € X, la aplicacion @, : My — I,
dada por @(m) := m = x. Por las propiedades de la operacion =, @, es un anti-
morfismo de orden. Ademds, por definicion, Ix = U Ox(Mx). Como X es finito, de la

xeX
propiedad de cadena ascendente de My se sigue la propiedad de cadena descendente

de Ix.

Hopservar que toda identidad y ~ W’ en este lenguaje se satisface en la variedad si y solo si las identida-
des y = ¥ ~ 1y vy = y=1lo hacen, por lo que, sin pérdida de generalidad, podemos restringir nuestro
argumento para las identidades de la forma ¢ ~ 1.

2Dado que la variedad de los MTL-rigs estd generada por sus elementos totalmente ordenados.
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Por la Observacién[d] 1, para todo ¢ € C, el conjunto {m € My | m < ¢} (que es no vacio
pues contiene al 0) tiene un elemento maximo, ¢' € My; por la Observacién 2, el conjunto
{u € Ix | ¢ < u} (que no es vacio pues contiene al 1) tiene un elemento minimo, ¢* € Ix.

Diremos que un elemento u € Iy es estable si u = u**. Vamos a denotar el conjunto de
todos los elementos estables por Ey. Observar que:

i. un elemento u € Ix es estable si y solo si para todo v € Ix, si u < v < u' entonces
V=u;

ii. todo elemento a € Mx NIy es estable ya que a = a’ = a’, en particular todo elemento
de X loes,y

iii. las aplicaciones (-)': C — Myx y (-)* : C — Ix son monétonas y para cualesquiera
m € Mx, u,v € Ix y ¢ € C, cumplen que:
1. mngiyuisgu,
2. m<usiysolosim® <u,
3. m<usiysolosim<u,
4. m*™ = m* (es decir, m® es estable) y
5. ¢ = ¢! (es decir, ¢ es estable).

Lema 13. El conjunto de los elementos estables Ex, definido anteriormente, es finito.

Demostracion. Como Ex C My NIy, entonces Ex posee la propiedad de cadena ascendente
y la de cadena descendente. Como es una cadena, es finito. O

A continuacién vamos a definir sobre Ex una operacién binaria o : Ex X Ex — Ex por:
eof:= (e f) .
Veamos que en efecto estd bien definida. Como e’ * f* € My, por ser producto de elementos

en My, (e * f')* es estable por la observacién iii.4. que sigue a la definicién de elemento
estable.

Lema 14. Sie, f € Ex y m,n € My son tales que e =m® y f = n®, entonces eo f = (m+n)®.
Demostracion. Paratodo u € Ix, tenemos que

mxn<u siysolosi n<m=u

siysolosi n' <m=u

siysolosi f<m=u.
Veamos que f < m = u siy solo si fi<m = u. Una de las implicaciones es inmediata,
dado que f < f*. La otra se sigue de que f = f* < (m = u)* =m = u. Luego, mkn < usi
y solosi f* <m = usiy solosimx f' <u.Demodo andlogo se deduce que m* f* <usiy
solo si e’ * f' < u. En consecuencia, tenemos que (mx*n)* = (e'x f')* = eo f. O

El préximo lema establece que la operacion definida sobre Ex lo dota de una estructura
de monoide ordenado.

Lema 15. La operacion binaria o, definida sobre Ex, es conmutativa, asociativa y tiene
neutro 1.

Demostracion. La conmutatividad es inmediata de la definicién de o. Ademas, si a € Ey,
aol=(ax1")=(a'x1)"=(d") =a.
Sean a,b,c € Ex. Por el Lema|l4]

((aOb)OC):(ai*bi)SOC:(ai*bi)SOCiS:(ai*bi*ci)s
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(ao(bOC)):ao(bl*cl)s:also(bl*cl)é':(al*bl*cl)s7

de donde se sigue la asociatividad. U
De hecho, (Ex,V,0,0,1) resulta ser un MTL-rig, como se prueba en el siguiente lema.
Lema 16. La o_peraci_o’n binaria o, definida sobre Ex, tiene residuo. El mismo estd dado
pora— b= (da' = b)", para todo a,b € Ex.
Demostracion. El residuo de o, de existir, viene dado por
a— b:=max{e € Ex | aoe < b}.
El conjunto {e € Ex | ace < b} # 0 para todo a,b € Ex, ya que por ejemplo, O es elemento.

Como Ey es una cadena finita, el mdximo de este conjunto existe.
Por otra parte, para cualesquiera a,b, e € Ex, se tiene que

aoce<b siysolosi (a'xe')*<bh

siysolosi a'xe' <b

siy solo si e<d=b

siysolosi e=e*<(d=b)=d =b

siysolosi e=e" < (a' = b)".
En consecuencia, tenemos que aoe < b si y solo si e < (a' = b)". Finalmente, como (@' =
b)" € Ex, se sigue que a — b = (a' = b)". O

Los resultados de los Lemas[I3] [15]y [I6] pueden resumirse en el siguiente teorema.

Teorema 17. El dlgebra C* = (Ex,V,N\,0,—,0,1) es una MTL-cadena finita.

Notemos que si a,b € Ex pensado como subconjunto de C, entonces se tiene que:
1. siaob € Ex, entonces aob = a b, por la definicién de o y de elemento estable, y

2. sia = b € Ex, entonces a — b = a = b, por la definicién de elemento estable y la
igualdad del Lema

En particular, como X C EYx, esto se aplica a los elementos de X. Luego, interpretando las
variables atémicas del mismo modo que en C, tendremos que @€ = @€ .

Volviendo a nuestro objetivo inicial, hemos obtenido un MTL-semirig, C*, totalmente
ordenado y finito en el cual, si ¢€ # 1, € = @€ # 1. En consecuencia, la identidad ¢ ~ 1
falla en una cadena finita, si falla en alguna cadena.

De este modo hemos probado el siguiente hecho.

Teorema 18. La variedad de los MTL-rigs estd generada por sus cadenas finitas.

Como ya hemos indicado, si * es una t-norma continua a izquierda, entonces ([0, 1], *, =,
V,0,1) es un MTL-rig. En consecuencia, la clase de estos MTL-rigs (denominados MTL-
rigs estandar) generan una subvariedad de la de MTL-rigs. Nuestro préximo objetivo es
ver que esta subvariedad es impropia.

Proposicion 19. Todo MTL-rig finito y totalmente ordenado es isomorfo a un sub MTL-rig
de un MTL-rig estdndar.

Demostracion. Aqui daremos una prueba alternativa a la dada por Jenei y Montagna en [6].

Sea M = (M, *,=,V,1,0) un MTL-rig finito y totalmente ordenado, y supongamos que
IM| =m+1 € N. Como M es totalmente ordenado, los m + 1 elementos de M se pueden
listar en forma ordenada como: 0 =qp < ... < a; < aj+1 < ... < a,, = 1. Cosideremos el
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subconjunto de [0, 1] de la forma M’ := {i | j=0,...,m}. Identificando los elementos de
m

M con los de M’, obtenemos una inmersién de orden obvia ¢ : M — [0, 1], por ¢(a;) =

i
. . . ., . m '
Vamos a definir una t-norma de modo que dicha inmersién se extienda a un morfismo de
MTL-rigs.

.. . i—1 i j—1

Definamos para cada par 0 < i, j < m una funcion fj; : (——, —] x (——, =] = [0,1]
m 'm m m

por fij(x,y) :== @(a; *a;). Dado que estas funciones son constantes sobre todo su dominio,

son continuas sobre él. Para el caso en que i o j sean 0, tomaremos: fy; : {0} x (%, é] —
[0,1], fio : (:, L] x {0} —[0,1] y foo: {0} x {0} — [0,1] como las funciones idéntica-
mente nulas. mem

Observar que los dominios de las funciones f;; forman una particién, P = J; ; D;;, de
[0,1] x [0,1]. Definamos ahora una funcién f : [0,1] x [0,1] — [0,1] por f(x,y) := fi,
si (x,y) € D;;. Por construccién, f es continua a izquierda en cada coordenada. Ademds,
como su valor en cada D;; solo depende de i y j, resulta ser una t-norma continua a iz-
quierda. Luego, tiene un residuo = ;. Finalmente, como ¢(a; *a;) = fij(¢(a;),@(a;)) =
f(@(ai),@(aj)), ¢ es un morfismo de monoides de M en ([0,1], f,0,1). Se deja a cargo
del lector la verificacion de que ¢ es de hecho un morfismo de MTL-rigs en el MTL-rig
estandar ([0, 1], f,=,0,1). O

Corolario 20. Todo MTL-rig finito totalmente ordenado es una subdlgebra de un MTL-
rig estdandar. En consecuencia, los MTL-rigs estdndar generan la misma variedad que los
MTL-rigs totalmente ordenados finitos; es decir toda la variedad de los MTL-rigs.

Concluyamos esta seccién recordando que la Definicién[I0]afirma que las MTL-algebras
no son mas que MTL-rigs (pensados en una signatura con infimo), por lo tanto, el corolario
anterior puede ser reformulado como: la variedad de las dlgebras MTL estd generada por
las dlgebras MTL estdndar; es decir, por las t-normas continuas a izquierda.
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