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OPERADORES HOMOGÉNEOS Y MONÓTONOS

ADRIANA SAAVEDRA, CECILIA PEREZ, AND MARIANO FERRARI

ABSTRACT. We study homogeneous and monotone functions in the standard positive cone
of Rn, in order to show the generalised Perron–Frobenius theorem that guarantees the ex-
istence of a positive eigenvector (Gaubert and Gunawardena, 2003). We introduce a slight
generalization of power-bounded below functions (Nussbaum, 1986) and we prove, in this
case, the uniqueness of the eigenvector and convergence in the Hilbert metric. The devel-
oped concepts are interpreted in the context of population dynamics and are applied to a
family of functions constructed under addition and composition of power means.

1. INTRODUCCIÓN

La teoría de matrices no negativas tiene uno de sus resultados centrales en el teorema
de Perron–Frobenius, que garantiza la existencia y unicidad de un autovector positivo. Este
teorema fue presentado a principios del siglo XX [15, 8, 1] y su desarrollo ha continuado
desde entonces convirtiéndose en uno de los tópicos principales del álgebra lineal, tanto
por sus implicaciones conceptuales como por la variedad y relevancia de sus aplicaciones.
En este trabajo nos proponemos explorar la generalización del resultado clásico de Perron–
Frobenius a operadores homogéneos y monótonos en el cono positivo de Rn. Los trabajos
de Nussbaum [13, 14] fueron pioneros en este sentido, mostrando condiciones para la exis-
tencia y unicidad del autovector positivo para cierta familia particular de funciones homo-
géneas y monótonas, en tanto que Gaubert y Gunawardena [9] prueban la existencia para
una clase general de operadores. En su trabajo Gaubert y Gunawardena aplican una trans-
formación exponencial-logarítmica que les permite pasar del contexto multiplicativo, que
corresponde a la generalización directa de los operadores lineales en el cono positivo de Rn,
a un contexto aditivo donde prueban el teorema general y otros resultados asociados. Uno
de los objetivos de este trabajo es demostrar el teorema de Perron–Frobenius generalizado
[9] directamente en el contexto multiplicativo, para relacionarlo luego con los resultados
de unicidad en un marco conceptual común. En las siguientes secciones, luego de un breve
repaso de la teoría lineal, estudiaremos las métricas de Thompson y Hilbert y probaremos
algunas condiciones que implican la existencia de un autovector positivo. Estos conceptos
se encuentran desarrollados en los trabajos antes citados y, con un enfoque más amplio y
general, en el libro de Lemmens y Nussbaum [11].

Una de las motivaciones originales de la teoría de operadores homogéneos fue la genera-
lización de los modelos poblacionales lineales clásicos, para incorporar efectos no lineales
en demografía y dinámica de poblaciones [4, 14]. En este contexto el autovector positivo re-
presenta la estructura de edades estable de la población y el autovalor la tasa de crecimiento
o decrecimiento. Sin embargo, como bien señalan Lemmens y Nussbaum [11], el problema
de la existencia de un autovector en el interior del cono resulta irreductiblemente difícil si
se considera una familia general de operadores homogéneos y monótonos. Los operadores
compuestos por medias potenciales y sumas de medias han sido estudiados en este sen-
tido como una primera generalización del caso lineal. En este trabajo introducimos en la
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sección 5 una clase de funciones, a las que llamamos controladas inferiormente, que gene-
ralizan las funciones acotadas inferiormente por potencias estudiadas en [13] para probar
resultados de unicidad del autovector y la convergencia en la métrica de Hilbert. Conside-
raremos luego una familia de operadores compuestos por medias potenciales, la clase de
funciones MSM en la sección 6, para la que obtendremos condiciones de existencia y uni-
cidad del autovector positivo (Teorema 13). Estos son aportes originales de este trabajo que
generalizan resultados conocidos para otras clases de funciones.

El presente estudio se originó como una tesis de maestría [17] y es nuestra intención que
el trabajo resulte autocontenido, ofreciendo un panorama conciso de la teoría de operadores
homogéneos y monótonos en el cono positivo de Rn. Pretendemos además remarcar la ge-
neralización de los modelos poblacionales como motivación para el desarrollo de la teoría
y mostrar algunas de sus aplicaciones y limitaciones en este sentido. Esperamos que el en-
foque abordado, junto con las generalizaciones propuestas, motiven futuros estudios en el
tema, en particular en cuanto a la caracterización de operadores vinculados al estudio de la
dinámica de poblaciones, a través de modelos homogéneos no lineales.

2. MATRICES NO NEGATIVAS

Sea A = (ai j) una matriz en Rn×n no negativa: ai j ≥ 0. Como es usual denotaremos con
σ(A) al espectro de A, es decir, el conjunto de los autovalores de A, y con r(A) al radio
espectral de A:

σ(A) = {λ ∈ C : Ax = λx para algún x ∈ Cn, x 6= 0},

r(A) = max{|λ | : λ ∈ σ(A)}= lim
k→∞

‖Ak‖1/k ,

donde la última igualdad es independiente de la elección de la norma matricial.
Denotaremos con G(A) al grafo dirigido asociado a la matriz A; éste corresponde a un

grafo con n vértices y una flecha de i a j si y solo si ai j > 0. Diremos entonces que A es una
matriz irreducible si G(A) es un grafo fuertemente conexo, esto es, para cada par de vértices
(i, j) existe un camino dirigido de i a j en G(A). Además diremos que A es primitiva si Ap

es positiva, Ap > 0 para algún p > 0. Ya que el grafo G(Ap) corresponde a los caminos de
longitud p en el grafo G(A), es decir que existe una flecha de i a j en G(Ap) si y solo si
existe un camino compuesto por p flechas en G(A), es claro que si A es primitiva entonces
es irreducible.

El teorema de Perron–Frobenius trata sobre la existencia y caracterización de los autova-
lores positivos de una matiz no negativa irreducible. El enunciado que pretendemos estudiar
y generalizar en este trabajo es el siguiente.

Teorema 1 (Perron–Frobenius para matrices no negativas). Sea A una matriz no negativa
irreducible. Entonces

1. ρ = r(A) es un autovalor simple de A, asociado a un autovector positivo v.
2. No existen otros autovectores positivos más que los múltiplos de v.

3. Si A es primitiva entonces ρ > |λ | para todo λ ∈ σ(A), λ 6= ρ y lim
t→∞

Atx
ρ t = cv para

todo x ∈ Rn positivo, donde c > 0 es una constante que depende de x.

Consideraremos en lo que sigue el cono positivo de Rn, Rn
+ = {(x1, . . . ,xn)∈Rn : xi ≥ 0}

y el interior de dicho cono (Rn)+ = {(x1, . . . ,xn) ∈ Rn : xi > 0} junto con la norma 1 como
métrica de referencia; recordemos que ‖x‖1 = x1 + x2 + · · ·+ xn para x ∈ Rn

+. Si f es un
operador lineal asociado a una matriz A, f (x) = Ax, es claro que f deja invariante el cono
positivo si y solo si A es no negativa. El resultado anterior implica que si A es irreducible
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entonces f tiene un único autovector positivo v tal que ‖v‖1 = 1, asociado al autovalor
ρ = r(A), y además si A es primitiva, limt→∞

f t(x)
ρ t = cv para todo x∈Rn

+. En este contexto el
teorema de Perron–Frobenius es un resultado sobre operadores lineales en el cono positivo y
los sistemas dinámicos asociados. La última afirmación, en particular, asegura que la órbita
de cualquier elemento del cono {x, f (x), f 2(x), . . .} va a tender al crecimiento exponencial
de forma proporcional a v: f t(x)→ ρ tcv.

Consideremos el ejemplo clásico de la proyección de una población estructurada por
edades. El vector xt = (xt

1,x
t
2, . . . ,x

t
n,x

t
n+1) representa la densidad de individuos en el tiempo

t para cada clase de edad: xt
1 nacimientos, es decir individuos de edad 0, xt

2 individuos de 1
año, hasta xt

n+1 individuos de n años. La proyección de la población en el tiempo t+1 puede
caracterizarse a través de las supervivencias medias, p j para j = 1, . . . ,n, donde 0 < p j < 1
representa la probabilidad de que un individuo de edad j sobreviva hasta alcanzar la edad
j+1, y las fertilidades medias α j ≥ 0, j = 1, . . . ,n+1, que representan la densidad media
de nacimientos por individuo de edad j. Entonces

xt+1
1 = α1xt

1 +α2xt
2 + · · ·+αn+1xt

n+1 y

xt+1
j+1 = p jxt

j para todo j = 1, . . . ,n ,

o, en forma matricial,

xt+1 = f (xt) =



α1 α2 α3 · · · αn αn+1
p1 0 0 0 0
0 p2 0 · · · 0 0
0 0 p3 0 0

...
...

...
0 0 0 · · · pn 0


.


xt

1
xt

2
xt

3
...

xt
n+1

 . (1)

La matriz de la ecuación anterior se denomina matriz de proyección o matriz de Leslie (L)
[12, 3]. Si asumimos que αn+1 > 0, es decir que solo consideramos las clases de edad po-
tencialmente reproductivas, podemos ver que L es irreducible y, suponiendo además que
αn > 0, resulta que L es primitiva. En este contexto demográfico el Teorema 1 se conoce
como teorema ergódico fuerte [5]. Cualquiera sea la distribución inicial de edades de la
población (x0

1,x
0
2, . . . ,x

0
n,x

0
n+1), la proporción de edades va a estabilizarse, transcurrido cier-

to tiempo, de forma proporcional al único autovector positivo de L, que se conoce como
estructura estable de la población, y el número de individuos va a aumentar o disminuir
exponencialmente con tasa ρ = r(L).

3. LAS MÉTRICAS DE THOMPSON Y HILBERT

Para extender la teoría lineal centraremos nuestra atención en el cono positivo e intro-
duciremos algunos conceptos propios de este conjunto. Consideraremos, en primer lugar,
la relación de equivalencia ∼, sobre Rn

+, definida por: x ∼ y si y solo si x e y se anulan en
las mismas coordenadas. Es simple observar que x∼ y si y solo si existen constantes reales
positivas 0 < α ≤ β tales que αy≤ x≤ βy, donde ≤ representa el orden usual coordenada
a coordenada en Rn. Las clases de equivalencia de esta relación se denominan partes Rn

+ y
el interior del cono,(Rn)+, es en particular una clase de equivalencia.

Dado x ∈ Rn
+, x 6= 0, definimos

m(x) = min
xi 6=0
{xi},

M(x) = max
xi 6=0
{xi}.
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Consideremos el cociente coordenada a coordenada x/y=(x1/y1,x2/y2, . . . ,xn/yn), cuan-
do x∼ y, y 6= 0, y definimos entonces las “métricas” de Thompson y Hilbert de la siguiente
manera:

dT (x,y) = max{logM(x/y), logM(y/x)} ,

dH(x,y) = log
(M(x/y)

m(x/y)

)
= logM(x/y)+ logM(y/x) ,

cuando x∼ y, y 6= 0; mientras que dT (0,0) = dH(0,0) = 0 y dT (x,y) = dH(x,y) = +∞ para
x� y.

Observemos que dT es efectivamente una métrica en cada parte de Rn
+, mientras que dH

es una métrica proyectiva, es decir que cumple

dH(x,y)≥ 0,

dH(x,y) = dH(y,x),

dH(x,z)≤ dH(x,y)+dH(y,z),

para todo x,y,z ∈ Rn
+ y dH(x,y) = 0 si y solo si y = λx para algún λ ∈ R+. Además

dH(αx,βy) = dH(x,y) si α,β son constantes positivas.
Recordemos que f : Rn

+→ Rn
+es homogéneo y monótono si

f (λx) = λx para todo λ ∈ R+, x ∈ Rn
+;

para todo x,y ∈ Rn
+, si x≤ y entonces f (x)≤ f (y).

Las métricas de Thompson y Hilbert constituyen herramientas de mucha utilidad para el
estudio de este tipo de operadores y han jugado un papel importante en el desarrollo de la
teoría.

Proposición 2. Si f es un operador homogéneo y monótono enRn
+ entonces es no expansivo

con respecto a dH y dT , es decir:

dH( f (x), f (y))≤ dH(x,y) y dT ( f (x), f (y))≤ dT (x,y).

Demostración. Los casos y = 0 o x � y son triviales, por lo que asumamos y 6= 0 y x ∼ y;
existen entonces constantes positivas 0 < α ≤ β tales que αy≤ x≤ βy, por ser f homogé-
neo y monótono α f (y)≤ f (x)≤ β f (y), por lo que f (x)∼ f (y). Además para i≤ n, yi 6= 0
tenemos que m(x/y)≤ xi/yi ≤M(x/y) y en consecuencia

m(x/y)y≤ x≤M(x/y)y .

Entonces

m(x/y) f (y)≤ f (x)≤M(x/y) f (y) ,

por lo que m(x/y) ≤ m( f (x)/ f (y)) y M( f (x)/ f (y)) ≤M(x,y). La proposición resulta en-
tonces directamente de las definiciones de dH y dT . �

Observemos que si x es un autovector de un operador homogéneo y monótono f , asocia-
do al autovalor λ > 0, entonces x es un punto fijo de f respecto de la métrica proyectiva
de Hilbert, ya que dH(x, f (x)) = dH(x,λx) = 0. Sabemos que f es no expansivo; si para
determinado tipo de operadores f fuera además una contracción, podría usarse este hecho
para probar la existencia de un punto fijo, es decir un autovector en el cono positivo. Esto
fue observado por Birkhoff [2] y Samelson [18] en el contexto más general de operadores
lineales que dejan invariante un cono, y abrió la puerta, de hecho, al posterior desarrollo
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de la teoría no lineal. Supongamos por ejemplo que f es un operador lineal asociado a una
matriz positiva: f (x) = Ax. Entonces

f (x)i

f (y)i
=

(Ax)i

(Ay)i
=

∑ j ai jx j

∑k aikyk
= ∑

j

( ai jy j

∑k aikyk

)x j

y j
= ∑

j
pi j

x j

y j
,

donde pi j > 0 y ∑ j pi j = 1. Es decir que f (x)i/ f (y)i es un tipo de promedio de los x j/y j y
resulta que si x 6= αy entonces

m(x/y)< f (x)/ f (y)< M(x/y)

y dH
(

f (x), f (y)
)
< dH(x,y). Si pudiéramos probar que dH

(
f (x), f (y)

)
< cdH(x,y) para

algún c < 1 entonces podríamos usar el principio de contracción para probar la existencia y
unicidad del autovector. Esto de hecho es así para matrices positivas y primitivas y esta idea
ha sido profundamente estudiada en diferentes contextos; ver Lemmens y Nussbaum [11,
Appendix A] para un resumen de los resultados generales sobre operadores que dejan un
cono invariante, o Seneta [19] para los resultados sobre matrices no negativas.

Si consideramos en general los autovalores de un operador homogéneo y monótono aso-
ciados a autovectores en Rn

+, no necesariamente positivos, la existencia de estos autovecto-
res está garantizada por el teorema del punto fijo de Brouwer. En efecto si asumimos que f
es continua y consideramos la esfera unitaria P = {x ∈ Rn

+ : ‖x‖1 = 1} podemos aplicar el
teorema de Brouwer a g(x) = f (x)/‖ f (x)‖1, observando que g(P) ⊆ P y P es un conjunto
compacto y convexo en Rn, luego un punto fijo de g es un autovector de f . Esto lleva di-
rectamente a la consideración del radio espectral de un operador homogéneo y monótono
y a la pregunta sobre la existencia de autovectores asociados al radio espectral [13]. En lo
que sigue de este trabajo, sin embargo, nos centraremos en el estudio de operadores en el
interior del cono para determinar la existencia de un autovector positivo.

4. EXISTENCIA DE UN AUTOVECTOR POSITIVO

Sea f : (Rn)+ → (Rn)+ un operador homogéneo y monótono en el interior del cono
positivo; en este caso por la no expansividad de f tenemos que, dados x,y ∈ (Rn)+,

dT ( f k(x), f k(y))≤ dT (x,y) = cte. ∈ R+,

para todo k ∈N. Esto implica que f es continuo y además existen constantes positivas c0,c1
(que dependen de x e y) tales que

c0 ≤
f k(x)
f k(y)

≤ c1, para todo k ∈ N. (2)

Una consecuencia de (2) es que un operador homogéneo y monótono tiene a lo sumo
un autovalor positivo asociado a autovectores en (Rn)+. En efecto si x e y son autovectores
asociados a λ ,µ > 0 respectivamente, entonces

c0 ≤
f k(x)
f k(y)

=
(

λ

µ

)k x
y
≤ c1 ,

para todo k ∈N y en consecuencia debe ser λ = µ . Es necesario aclarar que la unicidad del
autovalor no es necesariamente cierta en Rn

+; de hecho un operador puede tener hasta 2n−1
autovalores distintos en el cono positivo [11, Chapter 5].

Siguiendo el trabajo de Gaubert y Gunawardena [9] vamos a definir el ciclo superior
y el ciclo inferior de f , conceptos estrechamente relacionados con el radio espectral. Sea
1 = (1,1, . . . ,1) el vector con todas sus coordenadas iguales a 1. Observemos que

f k+l(1) = f k( f l(1)
)
≤ f k(M( f l(1)).1

)
= M( f k(1)). f l(1),
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entonces M( f k+l(1)) ≤ M( f k(1)).M( f l(1)) y resulta que M( f k(1)) es una sucesión sub-
multiplicativa. En consecuencia existe el límite

χ( f ) = lim
k→∞

[
M( f k(1))

]1/k
,

al que llamamos ciclo superior de f . La condición de no expansividad (2) implica en es-
te caso que, dado x ∈ (Rn)+, existen constantes c0, c1 tales que c0M( f k(1)) ≤ f k(x) ≤

c1M( f k(1)) para todo k; en consecuencia χ( f ) = limk→∞

[
M( f k(x))

]1/k
, para cualquier

x ∈ (Rn)+. Observemos que esta definición del ciclo superior corresponde a la definición
del radio espectral de f en (Rn)+, asociada a la norma del supremo en Rn.

De manera análoga definimos el ciclo inferior de f como

χ( f ) = lim
k→∞

[
m( f k(x))

]1/k
,

para cualquier x ∈ (Rn)+. Si consideramos el operador dual de f definido por f−(x) =(
f (x−1)

)−1, cuando el recíproco se toma coordenada a coordenada, es simple ver que
χ( f ) = χ( f−)−1.

Proposición 3. Sea f : (Rn)+→ (Rn)+ un operador homogéneo y monótono. Entonces:

a) χ
(

f l
)
=
[
χ( f )

]l para todo l ∈ N.
b) χ( f )≤M

(
f (x)/x

)
y m
(

f (x)/x
)
≤ χ( f ) para todo x ∈ (Rn)+.

c) Si λ > 0 es un autovalor de f entonces χ( f ) = χ( f ) = λ .

Demostración. La primera afirmación sigue directamente de la definición ya que, para cual-
quier x ∈ (Rn)+,

χ

(
f l
)
= lim

k→∞

[
M
(

f l.k(x)
)] 1

k
=

[
lim
k→∞

[
M
(

f l.k(x)
)] 1

l.k
]l

= [χ( f )]l .

Para probar la segunda afirmación observemos que, para cualquier x ∈ (Rn)+, f (x) ≤
M
(

f (x)
)
= M

(
f (x)/x

)
.x, y entonces

f 2(x)≤M
(

f (x)/x
)
. f (x)≤M

(
f (x)/x

)
.M
(

f (x)
)
= M

(
f (x)/x

)2
.x

y en general f k(x)≤M
(

f (x)/x
)k
.x, por lo que[

M
(

f k(x)
)]1/k ≤M

(
f (x)/x

)
.M(x)1/k

y en consecuencia χ( f ) ≤ M
(

f (x)/x
)
. El resultado correspondiente al ciclo inferior se

prueba de manera similar.
Por último, si x es un autovector asociado a λ , f k(x) = λ kx, entonces

χ( f ) = lim
k→∞

λ

[
M(x)

]1/k
= λ

y del mismo modo χ( f ) = λ . �

La afirmación b) de esta Proposición es una consecuencia de la fórmula de Collatz–
Wielandt: χ( f ) = inf

{
M
(

f (x)/x
)

: x ∈ (Rn)+
}

, que de hecho vale para operadores homo-
géneos y monótonos [9]; ofrecemos aquí solo una desigualdad ya que se demuestra en un
paso y es suficiente para probar los resultados que siguen. La última afirmación de la propo-
sición anterior nos da una condición necesaria para la existencia de un autovector positivo:
que los ciclos superior e inferior sean iguales. Sin embargo es simple ver que esta condición
no es suficiente: consideremos por ejemplo el operador lineal asociado a la matriz reducible
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A =

(
a a
0 a

)
, a > 0; resulta que χ(A) = χ(A) = a pero el único autovector de A en R2 es

(1,0). Una condición más fuerte, que garantiza la existencia del autovector positivo, está
dada por el siguiente resultado.

Proposición 4. Sea f : (Rn)+→ (Rn)+ homogéneo y monótono. λ > 0 es un autovalor de
f si y solo si existe x ∈ (Rn)+ y constantes d0, d1 > 0 tales que

d0 ≤ m
(

f k(x)/λ
k)≤M

(
f k(x)/λ

k)≤ d1, para todo k ∈ N.

Demostración. →) Si x es un autovector asociado a λ entonces f k(x)/λ k = x y todas las
coordenadas están acotadas para todo k.
←) Dados x ∈ (Rn)+, λ , d0, d1 ∈ R+ definamos g = 1

λ
f . Entonces g es homogéneo y

monótono y
d0 ≤ m(gk(x))≤M(gk(x))≤ d1, para todo k ∈ N. (3)

Sea u ∈ (Rn)+ definido por ui = liminfk→∞ gk(x)i y veamos que g(u) ≤ u. En efecto, sea
ρ < 1, entonces para k grande tenemos que gk(x) ≥ ρu, luego ρg(u) ≤ gk+1(x) para todo
k grande y en consecuencia ρg(u) ≤ u; como esto vale para cualquier ρ < 1 resulta que
g(u) ≤ u. Entonces gk(u) ≤ gk−1(u) ≤ u, gk(u) es una sucesión decreciente (coordenada a
coordenada) y además está acotada inferiormente como resulta de (3) y la no expansividad
(2). Luego existe el límite v = limk→∞ gk(u) y por continuidad debe ser g(v) = v, es decir
f (v) = λv. �

Una consecuencia no trivial de esta proposición es el siguiente resultado de Gaubert y
Gunawardena. Recordemos que la órbita de un operador f en un punto x ∈ (Rn)+ es el
conjunto { f k(x) : k ∈ N} de los sucesivos transformados de x. Observemos que la órbita de
f en x está acotada, en la métrica proyectiva de Hilbert, si existe una constante C > 0 tal
que

dH( f k(x),1) = log
(M( f k(x))

m( f k(x))

)
≤C, para todo k ∈ N.

Si f es homogéneo y monótono resulta entonces de la no expansividad (2) que una órbita
de f está acotada si y solo si todas las órbitas lo están.

Teorema 5 (Teorema de las órbitas). Sea f : (Rn)+ → (Rn)+ homogéneo y monótono. f
tiene un autovector en (Rn)+, asociado al autovalor χ( f ), si y solo si alguna órbita de f
está acotada en la métrica proyectiva dH .

Demostración. Si x es un autovector de f con autovalor λ el resultado es trivial ya que
dH( f k(x),1) = dH(λ

kx,1) = dH(x,1) para cualquier k y en consecuencia la órbita de f en x
está acotada. Recíprocamente, si una órbita de f está acotada en dH entonces todas lo están,
en particular la órbita en 1, es decir que existe C > 0 tal que dH( f k(1),1)≤C para todo k.
Sea λ = χ( f ) el ciclo superior de f ; entonces dH( f k(1)/λ k,1) = dH( f k(1),1)≤C, es decir
que existe una constante C′ > 0 tal que

M
(

f k(1)/λ k
)

m
(

f k(1)/λ k
) ≤C′, para todo k ∈ N. (4)

Observemos ahora que de la Proposición 3 resulta que

M
(

f k(1)
)
= M

(
f (1)/1

)
≥ χ( f k) = λ

k y

m
(

f k(1)
)
= m

(
f (1)/1

)
≤ χ( f k)≤ λ

k ;



88 ADRIANA SAAVEDRA, CECILIA PEREZ, AND MARIANO FERRARI

entonces M
(

f k(1)/λ k
)
≥ 1 y m

(
f k(1)/λ k

)
≤ 1. Combinando estas desigualdades con (4)

vemos que
1
C′
≤ m

(
f k(1)/λ

k)≤M
(

f k(1)/λ
k)≤C′, para todo k ∈ N,

y la existencia de un autovector asociado a λ sigue entonces de la proposición anterior. �

Corolario 6. f : (Rn)+ → (Rn)+ homogéneo y monótono tiene un autovector positivo si
y solo si existe un subconjunto W ⊆ (Rn)+ tal que f (W ) ⊆W y es acotado en la métrica
proyectiva de Hilbert, esto es, existe una constante C tal que dH(x,1)≤C para todo x ∈W.

Demostración. Si existe tal conjunto entonces se aplica el teorema anterior ya que todas
las órbitas de f en W estarán contenidas en W y serán acotadas. Recíprocamente, si existe
un autovector x ∈ (Rn)+ entonces es simple ver que, dado ε > 0, cualquier bola cerrada
centrada en x, W = {y : dH(x,y)≤ ε}, cumple las condiciones del enunciado. �

Con el Teorema de las órbitas y su corolario hemos caracterizado la existencia de un
autovector en (Rn)+. Gaubert y Gunawardena van más allá sin embargo, proponiendo una
estructura de grafo dirigido asociado a f , que generaliza el grafo dirigido asociado a una
matriz no negativa, y permite sintetizar una condición suficiente para la existencia de un
autovector que es la reescritura directa del teorema clásico de Perron–Frobenius.

Para j ∈ {1, . . . ,n} y u ∈ R+ definimos u{ j} = (1, . . . ,1,
j
û,1 . . . ,1) ∈ (Rn)+. Ahora si f

es homogéneo y monótono le asociamos un grafo dirigido G( f ) con n vértices y una flecha
de i a j si y solo si

lim
u→∞

fi
(
u{ j}

)
= ∞ .

Observemos que si f es un operador lineal asociado a una matriz no negativa f (x) = Ax
entonces G( f ) = G(A). En la demostración del teorema generalizado vamos a ver que si
G( f ) es fuertemente conexo entonces ciertos subconjuntos son acotados en la métrica pro-
yectiva de Hilbert. Específicamente, para β > 0 consideraremos el conjunto Sβ ( f ) = {x ∈
(Rn)+ : f (x) ≤ βx} al que denominamos superautoespacio de f correspondiente a β . Es
claro que Sβ ( f ) 6= /0 para β grande: por ejemplo, 1 ∈ Sβ ( f ) si β ≥ m( f (1)); además, como
f es homogéneo y monótono, f ( f (x)) ≤ β f (x) si x ∈ Sβ ( f ), por lo que f (x) ∈ Sβ ( f ) y
f
(
Sβ ( f )

)
⊆ Sβ ( f ).

Teorema 7. Sea f : (Rn)+→ (Rn)+ homogéneo y monótono. Si G( f ) es fuertemente conexo
entonces existe un autovector x ∈ (Rn)+ asociado a χ( f ).

Demostración. Mostraremos que los superautoespacios de f son acotados en la métrica pro-
yectiva de Hilbert; resultará entonces del corolario del Teorema de las órbitas la existencia
del autovector asociado a χ( f ). Sea β grande tal que el superautoespacio correspondiente
Sβ ( f ) = {x ∈ (Rn)+ : f (x) ≤ βx} es no vacío; como observamos arriba sabemos además
que f

(
Sβ ( f )

)
⊆ Sβ ( f ). Bastará probar que existe una constante C > 1 tal que M(x)

m(x) ≤ C

para todo x ∈ Sβ ( f ), ya que entonces dH(x,1) = log
(M(x)

m(x)

)
≤ logC y el superautoespacio

estará acotado. Ahora si x ∈ Sβ ( f ) y consideramos y = x
m(x) entonces y ∈ Sβ ( f ), m(y) = 1 y

M(y) = M(x)
m(x) , por lo que alcanza ver que M(y)≤C para todo y ∈ Sβ ( f ) con m(y) = 1. Sea y

en esas condiciones y sea i0 tal que m(y) = yi0 = 1. Dado j 6= i0 sea i0→ i1→ ··· → it = j
un camino de i0 a j en G( f ) (tal camino existe porque el grafo es fuertemente conexo);
entonces

fis−1

(
u{is}

)
→ ∞ cuando u→ ∞ , para todo s = 1, . . . , t. (5)
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Si reemplazamos la variable u por yisobtenemos (yis){is} = (1, . . . ,1,yis ,1, . . . ,1) ≤ y, pues

m(y) = 1. Entonces f
(
(yis){is}

)
≤ f (y)≤ βy, y en consecuencia

fis−1

(
(yis){is}

)
≤ fis−1(y)≤ βyis−1 ,

para todo s = 1, . . . , t. Tomemos en primer lugar s = 1: fi0

(
(yi1){i1}

)
≤ βyi0 = β , y resulta

entonces de (5) que existe una constante C1 tal que yi1 ≤ C1. Consideremos ahora s = 2:

fi1

(
(yi2){i2}

)
≤ βyi1 ≤ βC1, por lo que existe una constante C2 tal que yi2 ≤C2. Siguiendo

de este modo obtenemos una constante Ct tal que y j = yit ≤Ct ; es importante observar que
esta constante depende del camino elegido de i0 a j pero no del valor de y, por lo que es
válida para todo y ∈ Sβ ( f ) tal que yi0 = m(y) = 1. Tomando finalmente el máximo sobre
un conjunto de caminos que permitan conectar dos vértices cualesquiera en G( f ), vemos
que existe C > 1 tal que M(y) ≤ C para todo y ∈ Sβ ( f ) con m(y) = 1, como queríamos
probar. �

Hay algunas preguntas que surgen de esta demostración del teorema y que están ex-
ploradas en [9]. Citaremos aquí algunas observaciones sin entrar en los detalles de los
enunciados y las demostraciones. En el teorema anterior probamos que si G( f ) es fuer-
temente conexo entonces todos los superautoespacios de f son acotados y esto implica la
existencia del autovector positivo. Las recíprocas de estas implicaciones no son verdaderas,
es decir que la existencia de un autovector positivo no implica que todos los superauto-
espacios sean acotados, y a su vez esta condición no garantiza que G( f ) sea fuertemente
conexo. Sin embargo existe una condición, a verificar sobre G( f ), que es equivalente a
la acotación de todos los superautoespacios [9, Teoremas 5 y 6] y provee una generaliza-
ción del teorema anterior. Por otro lado pueden también considerarse los subautoespacios
Sα( f ) = {x ∈ (Rn)+ : αx≤ f (x)}, que se corresponden con los superautoespacios del dual
f−, y los espacios intermedios Sβ

α( f ) = Sα( f )∩Sβ ( f ). Claramente resultados duales a los
enunciados en este trabajo pueden obtenerse para los subautoespacios; para los espacios
intermedios entre tanto, existen condiciones que implican su acotación, y en consecuencia
la existencia de un autovector positivo (ver [9, Theorem 7] o [11, Theorem 6.3.2]), pero no
han podido relacionarse, hasta donde sabemos, con el grafo dirigido G( f ).

5. UNICIDAD Y CONVERGENCIA

El Teorema 7, que garantiza la existencia del autovector en (Rn)+, no dice nada acerca
de la unicidad o convergencia en la métrica de Hilbert. Existen distintas condiciones que
se han explorado para garantizar estas propiedades del autovector. Si f es diferenciable
es natural buscar condiciones en la matriz jacobiana de f en x, y en ciertos casos puede
caracterizarse la unicidad del autovector en estos términos. Incluso en contextos más gene-
rales y sobre otros conos distintos de (Rn)+ existen distintas condiciones que aseguran la
unicidad asumiendo la existencia del autovalor (ver [11]). En esta sección retomaremos la
aproximación de Nussbaum en [13], acotando inferiormente f por una familia de funcio-
nes particulares. Es nuestra intención abarcar funciones no diferenciables que involucran
máximos y mínimos, y asumiremos una condición de superaditividad que, aunque resul-
ta técnica en principio, es esencial en las demostraciones. Comenzaremos introduciendo el
concepto de función controlada inferiormente, que generaliza la clase de funciones acotadas
por potencias, analizadas por Nussbaum en su trabajo.

Sea f : (Rn)+ → (Rn)+ homogéneo y monótono. Para i, j = 1, . . . ,n diremos que fi
es controlada inferiormente respecto de la coordenada j si existe una función monótona
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β : (Rn)+→ R+ y constantes a,b ∈ R tales que

fi(x)≥ xa
jβ (x) , y

β (sx)≥ sb
β (x) para todox ∈ (Rn)+, s ∈ R+, (6)

donde 0 < a≤ 1, 0≤ b < 1, 0 < a+b≤ 1.

Si A es una matriz no negativa, diremos que f es controlada inferiormente con matriz de
incidencia A si ai j > 0 implica que fi es controlada inferiormente respecto de j.

Diremos que la coordenada fi es acotada inferiormente por potencias si existe una cons-
tante c > 0 y un vector de probabilidad σ = (σ1, . . . ,σn), 0 ≤ σ j, σ1 + · · ·+σn = 1, tales
que

fi(x)≥ cxσ1
1 . . .xσn

n , para todo x ∈ (Rn)+.

Observemos que si fi es acotada inferiormente por potencias entonces fi es controlada in-
feriormente respecto de j si y solo si σ j > 0. Observemos además que si f es un operador
lineal asociado a una matriz no negativa f (x) = Ax entonces f es controlada inferiormente
con matriz de incidencia A. Luego esta clase de funciones generaliza las lineales y las acota-
das por potencias consideradas en [13]. Resulta también de la definición que si fi es contro-
lada inferiormente respecto de j entonces existe una flecha de i a j en el grafo G( f ); luego
si f es controlada inferiormente con matriz de incidencia A tenemos que G(A)⊆ G( f ).

Consideremos el siguiente ejemplo de una función homogénea y monótona en (R3)+,
donde a, a′, b, b′ y c son constantes positivas:

f (x1,x2,x3) =


min
(

ax
1
4
1 x

3
4
2 ,a
′x

1
4
2 x

3
4
3

)
min
(

bx
1
2
2 x

1
2
3 ,b
′x

1
2
1 x

1
2
3

)
cx1

 . (7)

Veamos que f1 no puede ser acotada inferiormente por potencias pero es controlada in-

feriormente respecto de 2. En efecto, f1(x) = a′x
1
4
2 x

3
4
3 siempre que a′x

1
4
2 x

3
4
3 ≤ ax

1
4
1 x

3
4
2 , es decir

x3 ≤
( a

a′
) 4

3 x
1
3
1 x

2
3
2 ; por otro lado f1(x) = ax

1
4
1 x

3
4
2 < a′x

1
4
2 x

3
4
3 si x3 >

( a
a′
) 4

3 x
1
3
1 x

2
3
2 y en consecuencia

no existen C > 0 y un vector de probabilidad σ tales que f1(x)≥Cxσ1
1 xσ2

2 xσ3
3 para todo x ∈

(Rn)+. Sin embargo f1(x) = x
1
4
2 min

(
ax

1
4
1 x

1
2
2 ,a
′x

3
4
3

)
, y si tomamos β (x) = min

(
ax

1
4
1 x

1
2
2 ,a
′x

3
4
3

)
resulta que β (sx) = s

3
4 β (x), por lo que f1 es controlada inferiormente respecto de 2. De

modo similar vemos que f2 es controlada inferiormente respecto de 3, aunque no es aco-
tada por potencias, y es trivial que f3 es controlada inferiormente respecto de 1; en este
caso es además acotada por potencias. Luego f es controlada inferiormente con matriz de
incidencia

A =

0 1 0
0 0 1
1 0 0

 .

Sean f , g funciones homogéneas y monótonas y supongamos que f es controlada infe-
riormente con matriz de incidencia A. Es trivial observar que si f ≤ g entonces g es con-
trolada inferiormente con matriz A, y en particular f + g es controlada inferiormente con
matriz A. Por otro lado es importante determinar que la composición de funciones controla-
das inferiormente también lo es, como expresa el siguiente lema.
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Lema 8. Sean f , g funciones homogéneas y monótonas controladas inferiormente con ma-
trices de incidencia A y B respectivamente. Entonces h = f ◦g es controlada inferiormente
con matriz de incidencia AB.

Demostración. Si la entrada i, j de la matriz AB es positiva existe k tal que la entrada i,k de
la matriz A y la entrada k, j de la matriz B son positivas; entonces fi es controlada inferior-
mente respecto de k y gk es controlada inferiormente respecto de j. Sean β ,β1 funciones
monótonas tales que, para todo x ∈ (Rn)+,

fi(x)≥ xa
kβ (x) , β (sx)≥ sb

β (x) ,

gk(x)≥ xa1
j β1(x) , β1(sx)≥ sb1β1(x) ,

donde β y a,b satisfacen las condiciones de (6) y del mismo modo β1 y a1,b1. Combinando
estas dos ecuaciones evaluemos

hi(x) = fi(g(x))≥ gk(x)a
β (g(x))≥

(
xa1

j β1(x)
)a

β (g(x))

≥ xa1a
j β1(x)a

β (g(x)) .

Si denotamos a2 = a1a, b2 = b1a+b y β2(x) = β1(x)aβ (g(x)) tenemos que hi(x)≥ xa2
j β2(x)

y β2 es monótona, donde

β2(sx) = β1(sx)a
β (sg(x))≥

(
sb1β1(x)

)asb
β (g(x)) = sb2β2(x);

además 0 < a2 ≤ 1, 0≤ b2 = b1a+b < a+b≤ 1 y

0 < a2 +b2 = (a1 +b1)a+b≤ a+b≤ 1 .

Luego hi es controlada inferiormente respecto de j, como queríamos probar. �

Diremos que f : (Rn)+ → (Rn)+ es superaditiva si f (x) + f (y) ≤ f (x+ y) para todo
x,y ∈ (Rn)+. Es claro que las funciones lineales son superaditivas y observemos que la
suma y la composición de funciones homogéneas y monótonas superaditivas también son
superaditivas.

El próximo teorema caracteriza la existencia, unicidad y convergencia del autovector
positivo para operadores controlados inferiormente y superaditivos. La demostración sigue
esencialmente la provista en Nussbaum [13, Theorems 4.1, 4.2], pero la generalización de
los resultados para funciones controladas inferiormente presenta ciertos detalles de cuidado
y por eso la presentamos aquí de manera completa. En el siguiente lema resumimos un
resultado marginal que será de utilidad durante la demostración.

Lema 9. Dados δ0,δ1 tales que 0 < δ0 ≤ 1 ≤ δ1, sean d,ε tales que 0 < d ≤ 1, 0 < ε <

1
1−d

(
δ0

δ1−δ0

)d
y consideremos:

C(δ ) = δ − ε(δ1−δ0)
d(δ −δ1)

1−d , C = inf{C(δ ),δ1 < δ < δ1 +1},
C′(δ ) = δ + ε(δ1−δ0)

d(δ0−δ )1−d , C′ = sup{C′(δ ),0 < δ < δ0}.

Resulta que existen constantes positivas θ ,θ , que no dependen de δ0,δ1, tales que

C ≤ δ1−θ(δ1−δ0) y C′ ≥ δ0 +θ(δ1−δ0).

Demostración. Si d = 1 las cotas se obtienen tomando δ → δ1en C(δ ) y δ → δ0 en C′(δ ).
Si d < 1 consideremos δ = δ1 +(δ1−δ0)((1−d)ε)

1
d ; observemos que δ1 < δ < δ1 +1 ya

que en ε < 1
1−d

(
δ0

δ1−δ0

)d
≤ 1

1−d

(
1

δ1−δ0

)d
y reemplazando este valor de δ en C obtenemos

C ≤C(δ ) = δ1− d
1−d ((1−d)ε)

1
d (δ1−δ0) y θ = d

1−d ((1−d)ε)
1
d .
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De manera similar obtenemos θ tomando δ = δ0− (δ1−δ0)((1−d)ε)
1
d en C′. �

Teorema 10. Sea f : (Rn)+ → (Rn)+ homogénea y monótona y supongamos que f es
controlada inferiormente con matriz de incidencia A.

a) Si es A irreducible entonces f tiene un autovector en (Rn)+.
b) Si A irreducible y además f es superaditiva, el autovector es único a menos de

múltiplos escalares.
c) Si A es primitiva y f es superaditiva entonces existe un único autovector u ∈ (Rn)+,

con ‖u‖1 = 1, y además si g(x) = f (x)
‖ f (x)‖1

, entonces gk(u)→ u cuando k→ ∞ para
todo x ∈ (Rn)+.

Demostración. a) La existencia del autovector es consecuencia directa del Teorema 7, ya
que G(A)⊆ G( f ) y G(A) es fuertemente conexo por ser A irreducible.

b) Supongamos que existen x,y no múltiplos escalares tales que f (x) = λx y f (y) = λy.
Sea δ0 = m

( y
x

)
y sean i, j tales que δ0 =

yi
xi
<

y j
x j

. Como A es irreducible existe p tal que la
entrada i, j de la matriz Ap es positiva. Sabemos además por el Lema 8 que f pes controlada
inferiormente con matriz de incidencia Ap, luego f p

i es controlada inferiormente respecto
de j. Como f p es además superaditiva, para 0 < δ < δ0 tenemos

λ
py = f p(y) = f p(y−δx+δx)≥ f p(y−δx)+ f p(δx) = f p(y−δx)+δλ

px ,

y evaluando en la coordenada i resulta f p
i (y−δx)≤ (δ0−δ )λ pxi. Por otro lado si β y a,b

son los de la definición de controlada inferiormente (6),

f p
i (y−δx)≥ (y j−δx j)

a
β (y−δx)≥ (y j−δ0x j)

a
β ((δ0−δ )x)

≥ (y j−δ0x j)
a(δ0−δ )b

β (x),

ya que δ < δ0, y≥ δ0x, y β es monótona. Combinando estas dos desigualdades obtenemos

(y j−δ0x j)
a(δ0−δ )b

β (x)≤ (δ0−δ )λ pxi ,

y resulta entonces que existe una constante C > 0 tal que C ≤ (δ0− δ )1−b para todo 0 <
δ < δ0, lo que es absurdo porque b < 1; luego el autovector es único.

c) Si A es primitiva es en particular irreducible, por lo que, de acuerdo con b), existe un
único autovector u de norma 1. Sea R > 0 y consideremos BR(u) = {x ∈ (Rn)+ : ‖x‖1 =
1 y dH(x,u)≤ R}; observemos que

dH( f (x),u) = dH( f (x),λu) = dH( f (x), f (u))≤ dH(x,u)≤ R

para todo x ∈ BR(u), lo que implica dH( f m(x),u) ≤ R para todo m > 0. Vamos a mostrar
que existen constantes M > 0 y 0 < k < 1 tales que, para todo m > 0 y x ∈ BR(u), tenemos

dH(gm(x),u) = dH( f m(x),u)≤ kmM ,

y como esto vale para cualquier R > 0 y podemos considerar

dH(gm(x),u) = dH(gm(x/‖x‖1),u)

para cualquier x ∈ (Rn)+, quedará probado el enunciado.
Como A es primitiva existe p > 0 tal que Ap > 0, y ya que Ap es matriz de incidencia para

f p tenemos que f p
i es controlada inferiormente respecto de j para cualesquiera i, j = 1, . . . ,n.

Sea x ∈ BR(u) no múltiplo de u y consideremos

m(x/u) =
x j0

u j0
= δ0, M(x/u) =

x j1

u j1
= δ1.
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Observemos que, ya que ‖x‖1 = ‖u‖1 = 1, resulta 0 < δ0 ≤ 1≤ δ1 y además, como log δ1
δ0
≤

R, tenemos que

δ1−δ0 = δ0(
δ1
δ0
−1)≤ δ0(eR−1) y

δ0

δ1−δ0
≥ 1

eR−1
.

Sea δ tal que δ0 < δ1 < δ < δ1 +1. Dado que f p es superaditiva tenemos

f p(δu) = f p(δu− x+ x)≥ f p(δu− x)+ f p(x) y

f p(x)≤ δ f p(u)− f p(δu− x).

Sabemos además que, para cada i = 1, . . . ,n, f p
i es controlada inferiormente respecto de j0.

Sean entonces β0 y a0, b0 los de la definición de controlada inferiormente (6), y evaluemos

f p
i (δu− x)≥ (δu j0− x j0)

a0β0(δu− x)≥ (δu j0−δ0u j0)
a0β0(δu−δ1u)

≥ (δ −δ0)
a0ua0

j0 (δ −δ1)
b0β0(u)

≥ m(u)a0β0(u)(δ −δ0)
a0(δ −δ1)

1−a0 ,

ya que b0 ≤ 1− a0 y δ − δ1 < 1. Sea d = mina, donde el mínimo se toma sobre todas
las constantes a de (6) correspondientes a que f p

i es controlada inferiormente respecto de j,
i, j = 1, . . . ,n, y consideremos también ε pequeño tal que ε f p

i (u) ≤ m(u)aβ (u) para todo i
y cualesquiera sean β ,a correspondientes a que f p

i es controlada inferiormente respecto de

j, i, j = 1, . . . ,n. Podemos ver entonces que (δ −δ0)
a0(δ −δ1)

1−a0 = (δ −δ1)
(

δ−δ0
δ−δ1

)a0
≥

(δ −δ1)
(

δ−δ0
δ−δ1

)d
y en consecuencia

f p(δu− x)≥ ε(δ1−δ0)
d(δ −δ1)

1−d f p(u) ,

para todo x∈BR(u). Observemos además que, asumiendo ε < 1
1−d

(
1

eR−1

)d
≤ 1

1−d

(
δ0

δ1−δ0

)d
,

estamos en las condiciones del Lema 9 donde las constantes d,ε > 0 son las mismas para
todo x ∈ BR(u). Combinando esta desigualdad con la anteriormente obtenida para f p(x)
resulta, para todo x ∈ BR(u) y δ1 < δ < δ1 +1,

f p(x)≤
(
δ − ε(δ1−δ0)

d(δ −δ1)
1−d) f p(u) =C(δ ) f p(u), y entonces

f p(x)≤C λ
pu ,

donde C(δ ) y C se definen como en el Lema 9. Obtuvimos así una cota superior para f p(x).
Para obtener una cota inferior consideremos ahora 0 < δ < δ0; entonces

f p(x) = f p(x+δu−δu)≥ δ f p(u)+ f p(x−δu).

Procediendo igual que antes para acotar inferiormente f p(x− δu) obtenemos, fijando ε

pequeño, que para todo x ∈ BR(u) y 0 < δ < δ0,

f p(x)≥
(
δ + ε(δ1−δ0)

d(δ0−δ )1−d) f p(u) =C′(δ ) f p(u) y

f p(x)≥C′λ pu,

donde C′(δ ) y C′ corresponden a las del Lema 9. Resulta entonces que existen constantes
positivas θ ,θ , que solo dependen de ε y d, tales que(

δ0 +θ(δ1−δ0)
)
λ

pu≤ f p(x)≤
(
δ1−θ(δ1−δ0)

)
λ

pu,
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para todo x ∈ BR(u). Aplicando estas desigualdades podemos acotar

dH( f p(x),u) = log
(M( f p(x)/u)

m( f p(x)/u)

)
≤ log

(
δ1−θ(δ1−δ0)

δ0 +θ(δ1−δ0)

)
y

dH( f p(x),u)≤ log
(

α−θ(α−1)
1+θ(α−1)

)
,

tomando α = δ1
δ0

, es decir logα = dH(x,u). Observemos que α−θ(α−1)
1+θ(α−1)

< α y α > 1; enton-

ces existe un 0 < k < 1 tal que α−θ(α−1)
1+θ(α−1)

< αkp
y en consecuencia

dH( f p(x),u)< logα
kp
= kpdH(x,u)

para todo x∈BR(u). Ahora para cualquier m> 0 consideremos la división entera m= qp+r,
0≤ r < p; entonces

dH( f m(x),u)< kqpdH( f r(x),u)< km R
kr < km R

kp ,

para todo x ∈ BR(u), como queríamos probar. �

6. EJEMPLOS DE APLICACIÓN

En esta sección consideraremos operadores compuestos por medias potenciales, que son
en parte motivadores del desarrollo de la teoría presentada, principalmente como generali-
zación de los modelos poblacionales clásicos en la consideración de efectos no lineales pero
conservando la homogeneidad [4, 3, 7].

Dado r ∈ R∗ = R∪ {−∞,+∞} y un vector de probabilidad σ = (σ1, . . . ,σn), 0 ≤ σ j,
σ1 + · · ·+σn = 1, definimos la (r,σ) media en (Rn)+ como

Mrσ (x) =

(
n

∑
j=1

σ jxr
j

)1/r

,

observando que

M0σ (x) = lim
r→0

Mrσ (x) =
n

∏
j=1

xσ j
j ,

M(−∞)σ (x) = lim
r→−∞

Mrσ (x) = min{xi : σi > 0},

M(+∞)σ (x) = lim
r→+∞

Mrσ (x) = max{xi : σi > 0}

corresponden, respectivamente, a la media geométrica, mínimo y máximo. Son de particular
interés los operadores cuyas coordenadas son sumatorias de medias potenciales. En gene-
ral definimos N : (Rn)+ → (Rm)+ a partir de los siguientes elementos: para k = 1, . . . ,m
sea Γk una colección finita de pares ordenados (r,σ), donde r ∈ R∗ y σ es un vector de
probabilidad, y sean ckrσ constantes positivas; entonces

Nk(x) = ∑
(r,σ)∈Γk

ckrσ Mrσ (x) . (8)

Recordando la desigualdad entre medias, si r < s entonces Mrσ (x) ≤ Msσ (x) [10]; vemos
en particular que Mrσ (x) ≥ xσ1

1 . . .xσn
n para todo r ≥ 0. Resulta entonces que Nk es acotada

inferiormente por potencias, y además controlada inferiormente respecto de j, si y solo si
σ j > 0 para algún (r,σ)∈Γk tal que r≥ 0. Por otro lado sabemos que Mrσ (x) es superaditiva
si y solo si r ≤ 1 [10]. Entonces los resultados de la sección anterior solo pueden aplicarse
directamente a este tipo de operadores si r ≤ 1 para todo (r,σ) ∈ Γk, k = 1, . . . ,m, para
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garantizar la superaditividad, y hay además suficiente cantidad de potencias positivas r > 0
como para que el operador sea controlado inferiormente con matriz de incidencia irreducible
o primitiva. Como veremos más adelante y está analizado en Nussbaum [13], la condición
r ≤ 1 puede debilitarse aplicando una transformación simple; sin embargo la carencia de
potencias positivas es más difícil de tratar y de hecho cuando r < 0 para todo (r,σ) ∈ Γk
el grafo asociado G(N) es en general totalmente disconexo, i.e., no existen flechas entre
vértices distintos [11].

Como generalización de este tipo de operadores consideraremos una clase de funciones
que llamaremos MSM. Sea f : (Rn)+→ R+ definida como

f (x) = cMsδ (N(x)) = c

(
m

∑
k=1

δkNk(x)s

)1/s

, (9)

donde c es una constante positiva, Msδ es una (s,δ ) media en (Rm)+ y N : (Rn)+→ (Rm)+

está definido como en (8). Asumiremos además que −∞ ≤ s < +∞ y −∞ ≤ r < +∞ para
todo r tal que (r,σ) ∈ Γk, k = 1, . . . ,m. Diremos entonces que f es de la clase MSM y en
general, para f : (Rn)+→ (Rn)+, diremos que es de la clase MSM si todas sus funciones
coordenadas lo son. Es de particular interés el caso cuando s < 0, y en particular s =−∞, ya
que en este caso las funciones resultantes no son diferenciables y no puede aplicarse en ge-
neral el concepto de acotada inferiormente por potencias; por ejemplo, el operador descripto
en (7) pertenece a la clase MSM. La siguiente proposición proporciona algunas condicio-
nes simples para determinar si un operador de la clase MSM es controlado inferiormente y
construir una matriz de incidencia.

Proposición 11. Sea f una función homogénea y monótona en la clase MSM. Sea A una
matriz no negativa tal que ai j > 0 implica:

si fi(x)= cMsδ (N(x)) con s< 0 entonces para cada k tal que δk > 0 existe un (r,σ)∈
Γk tal que r ≥ 0 y σ j > 0,
si fi(x) = cMsδ (N(x)) s≥ 0 entonces para algún k tal que δk > 0 existe un (r,σ)∈ Γk
tal que r ≥ 0 y σ j > 0.

Entonces f es controlada inferiormente con matriz de incidencia A.

Demostración. Supongamos que ai j > 0 y veamos que fi(x) = cMsδ (N(x)) es controlada
inferiormente respecto de j. Si s < 0, para cada k tal que δk > 0 elijamos (r,σ) ∈ Γk tal que
r ≥ 0 y σ j > 0; entonces

Nk(x)≥ ckrσ Mrσ (x)≥ ckrσ xσ1
1 . . .xσn

n .

Si denotamos con a al mínimo de los σ j resulta

fi(x) = cMsδ (N(x))

≥ c min
{k:δk>0}

Nk ≥ c
(

min
{k:δk>0}

ckrσ xσ1
1 . . .xσ j−a

j . . .xσn
n

)
xa

j ,

y vemos que fi es controlada inferiormente respecto de j tomando

β (x) = c min
{k:δk>0}

ckrσ xσ1
1 . . .xσ j−a

j xσn
n ,

y a, b = 1−a en la definición de controlada inferiormente (6).
Si s≥ 0 entonces

fi(x)≥ cN1(x)δ1 . . .Nm(x)δm .
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Para algún k tal que δk > 0 elijamos (r,σ) ∈ Γk tal que r ≥ 0 y σ j > 0; entonces Nk(x) ≥
ckrσ xσ1

1 . . .xσn
n y

fi(x)≥ c∏
l 6=k

Nl(x)δl
(
ckrσ ∏

h6= j
xσh

h

)δk xσ jδk
j .

Vemos entonces que fi es controlada inferiormente respecto de j tomando

β (x) = c∏
l 6=k

Nl(x)δl
(
ckrσ ∏

h6= j
xσh

h

)δk ,

a=σ jδk > 0 y b= 1−a en la definición (6), ya que, como las funciones Nl son homogéneas
y monótonas, es fácil ver entonces que β (sx) = s1−σ jδk β (x). �

Como observamos antes, las funciones de la clase MSM no son en general superaditi-
vas a menos que s ≤ 1 y r ≤ 1 para todo r tal que (r,σ) ∈ Γk, k = 1, . . . ,m; sin embargo
cualquier función de la clase MSM puede transformarse en una superaditiva manteniendo
la matriz de incidencia. Para t > 0 consideraremos en el siguiente lema operadores de la
forma h(x) =

(
f (xt)

)1/t donde las potencias se toman coordenada a coordenada, es decir

hi(x) =
(

fi(xt
1, . . . ,x

t
n)
)1/t ; claramente si f es homogéneo y monótono entonces h también

lo es.

Lema 12. Sea f una función homogénea y monótona en la clase MSM.

a) Sea 0< t ≤ 1 y supongamos que si fi(x) = cMsδ (N(x)), entonces ts≤ 1 y tr≤ 1 para
todo (r,σ)∈ Γk, k = 1, . . . ,m. Entonces h(x) =

(
f (xt)

)1/t es una función homogénea
y monótona y es además superaditiva.

b) Si f es controlada inferiormente con matriz de incidencia A y t > 0 entonces h(x) =(
f (xt)

)1/t también es controlada inferiormente con matriz de incidencia A.

Demostración. a) Para probar que h es superaditiva veamos que

hi(x) =
(

cMsδ (N(xt))
)1/t

= c1/t

(
m

∑
k=1

δk

(
Nk(xt)1/t

)ts
)1/ts

= c1/tMtsδ

(
Nk(xt)1/t

)
;

observemos que entonces Mtsδ (x) es superaditiva ya que ts≤ 1 y es simple probar también
que Nk(xt)1/t , definida como en (8), es superaditiva si t verifica las condiciones del enuncia-
do [13, Corollary 4.1]. Resulta entonces, por ser composición de funciones superaditivas,
que h también lo es.

b) Supongamos que fi es controlada inferiormente respecto de j; entonces fi(x)≥ xa
jβ (x)

de acuerdo a (6) y entonces

hi(x)≥
(
xta

j β (xt)
)1/t

= xa
j
(
β (xt)

)1/t
,

y hi es controlada inferiormente respecto de j ya que(
β ((sx)t)

)1/t
=
(
stb

β (xt)
)1/t

= sb(
β (xt)

)1/t
. �

Observemos que si f ,g : (Rn)+→R+ son funciones tales que
(

f (xt)
)1/t y

(
g(xt)

)1/t son
superaditivas para algún 0 < t ≤ 1 entonces la suma h(x) = f (x)+g(x) también verifica que
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(
h(xt)

)1/t es superaditiva. En efecto(
h(xt)

)1/t
=
(

f (xt)+g(xt)
)1/t

=
((

f (xt)1/t)t
+
(
g(xt)1/t)t

)1/t

= 21/t M•
((

f (xt)
)1/t

,
(
g(xt)

)1/t
)
,

donde M• es la media Mt( 1
2 ,

1
2 )

en (R2)+, que es superaditiva porque t ≤ 1 y luego
(
h(xt)

)1/t

es superaditiva por ser composición de funciones superaditivas. De modo parecido puede
verse también que la composición h = f ◦g también satisface que

(
h(xt)

)1/t es superaditiva.
El lema anterior y las últimas observaciones permiten enunciar el siguiente resultado

general sobre funciones de la clase MSM.

Teorema 13. Sea f una función homogénea y monótona cuyas coordenadas son suma o
composición de funciones en la clase MSM y supongamos que f es controlada inferiormente
con matriz de incidencia A. Si es A irreducible entonces f tiene un único autovector u ∈
(Rn)+, con ‖u‖1 = 1. Si además A es primitiva entonces gk(x)→ u cuando k→ ∞ para
todo x ∈ (Rn)+, siendo g(x) = f (x)

‖ f (x)‖1
.

En efecto, solo hay que observar que la transformación h(x) =
(

f (xt)
)1/t y su inver-

sa f (x) =
(
h(x1/t)

)t transforman autovectores sobre autovectores en (Rn)+ y preservan la
convergencia bajo la métrica de Hilbert, ya que

dH( f (x),u) = dH

((
h(x1/t)

)t
,
(
u1/t)t

)
= tdH

(
h(x1/t),u1/t

)
.

Por otro lado la Proposición 11 provee herramientas para calcular matrices de incidencia
para este tipo de funciones que generalizan, como ya observamos, las funciones acotadas
inferiormente por potencias.

Es importante observar que la restricción s<+∞ y r <+∞ para todo r tal que (r,σ)∈Γk,
k = 1, . . . ,m en las funciones de la clase MSM (9) es esencial para que exista t tal que la
transformación

(
f (xt)

)1/t resulte en una función superaditiva y valgan los resultados de
unicidad y convergencia. Es cierto que estas condiciones no son necesarias para garantizar
la unicidad del autovector pero también es fácil encontrar ejemplos, que involucran la me-
dia del supremo, donde se aplica el Teorema (10) a) pero existen múltiples autovectores.
Consideremos por ejemplo el siguiente operador controlado inferiormente:

f (x1,x2,x3) =


max

(
x1,

x2

2

) 1
4
x

3
4
3

max
(

x2,
x

1
2
3 x

1
2
2

2

)
x1

 ,

donde A =
(

1 1 1
0 1 1
1 0 0

)
es una matriz de incidencia para f . Como A es irreducible, f tiene

un autovector en (Rn)+. Podemos en este caso calcular directamente para ver que 1 es el
autovalor positivo de f y que (u1,u2,u3) es autovector si y solo si u3 = u1, u1 ≥

u2

2
y

u2 ≥
u

1
2
1 u

1
2
2

2
, es decir que todos los vectores de la forma (u1,u2,u1) con u1/4≤ u2 ≤ 2u1 son

autovectores de f asociados al 1.
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Los operadores homogéneos y monótonos se aplican entre otras cosas para generalizar
los modelos poblacionales lineales clásicos como el considerado en (1). En particular cuan-
do se entiende que la producción de nuevos individuos, representada por las fertilidades α j
en (1), es un proceso no lineal que depende de la interacción entre distintos estadios de la
población, como ocurre por ejemplo al considerar poblaciones con dos sexos [16, 7]. En
esos casos es importante determinar la proporción entre los distintos estadios que “estabi-
liza” la estructura poblacional, es decir un autovector positivo. Consideremos por ejemplo
una población con tres estadios como en Farji-Brener et al. [6], que utilizan un modelo li-
neal para describir y estimar el proceso de nidificación de la hormiga cortadora de hojas. Se
consideran tres tipos de hormigueros: domos chicos, medianos y grandes; y la variación en
el número de nidos (x1,x2,x3) está dada por el siguiente operador:

f

x1
x2
x3

=

t11 t12 t13
t21 t22 t23
t31 t32 t33

 ·
x1

x2
x3

+

ϕ(x1,x2,x3)
0
0

 .

La matriz T = (ti j) colecta las tasas de transición entre los distintos tipos de domos; así si
i 6= j, ti j representa la tasa de transición de domos de tipo j a domos del tipo i, ya sea por
crecimiento o disminución, en tanto que la función ϕ : (R3)+→R+ representa la formación
de nuevos domos. Farji-Brener et al. [6] utilizan una función lineal ϕ(x) = v1x1 + v2x2 +
v3x3 para su análisis, pero podría en general considerarse cualquier función homogénea y
monótona. Es interesante observar en este ejemplo que, ya que T es una matriz de incidencia
para f , si T es irreducible entonces la existencia del autovector está garantizada cualquiera
sea ϕ , y si en particular ϕ es suma o composición de funciones en la clase MSM entonces el
autovector positivo es único. Esto ofrece una amplia familia de funciones donde representar
la interacción entre los tres estadios en cuanto a la producción de nuevos domos y analizar
su influencia en la estructura estable de la población.

7. PALABRAS FINALES

Intentamos aportar en este trabajo un resumen de las principales herramientas para el
estudio de operadores homogéneos y monótonos en Rn

+. Esto nos permitió enunciar y de-
mostrar los resultados básicos de la teoría en un marco unificado, remarcando algunas moti-
vaciones prácticas y posibles aplicaciones de los problemas estudiados. Las ramificaciones
y aplicaciones de la teoría general son mucho más amplias y están en constante desarrollo,
abarcando espacios y operadores más generales que los aquí considerados. Sin embargo,
aun en el caso de los problemas de interés en la descripción de modelos poblacionales, no
existen resultados generales que se apliquen a una familia amplia de operadores. En este
sentido, la consideración de las funciones controladas inferiormente y las funciones de la
clase MSM marcan claramente las limitaciones del resultado general y esperamos que mo-
tiven la continuidad del trabajo en la búsqueda de resultados particulares, aplicables a casos
de interés en la descripción de sistemas dinámicos y modelos poblacionales.
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