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OPERADORES HOMOGENEOS Y MONOTONOS

ADRIANA SAAVEDRA, CECILIA PEREZ, AND MARIANO FERRARI

ABSTRACT. We study homogeneous and monotone functions in the standard positive cone
of R”, in order to show the generalised Perron—Frobenius theorem that guarantees the ex-
istence of a positive eigenvector (Gaubert and Gunawardena, 2003). We introduce a slight
generalization of power-bounded below functions (Nussbaum, 1986) and we prove, in this
case, the uniqueness of the eigenvector and convergence in the Hilbert metric. The devel-
oped concepts are interpreted in the context of population dynamics and are applied to a
family of functions constructed under addition and composition of power means.

1. INTRODUCCION

La teoria de matrices no negativas tiene uno de sus resultados centrales en el teorema
de Perron—Frobenius, que garantiza la existencia y unicidad de un autovector positivo. Este
teorema fue presentado a principios del siglo XX [[15} 8, [1] y su desarrollo ha continuado
desde entonces convirtiéndose en uno de los tdpicos principales del dlgebra lineal, tanto
por sus implicaciones conceptuales como por la variedad y relevancia de sus aplicaciones.
En este trabajo nos proponemos explorar la generalizacién del resultado cldsico de Perron—
Frobenius a operadores homogéneos y mondtonos en el cono positivo de R". Los trabajos
de Nussbaum [[13| [14] fueron pioneros en este sentido, mostrando condiciones para la exis-
tencia y unicidad del autovector positivo para cierta familia particular de funciones homo-
géneas y mondtonas, en tanto que Gaubert y Gunawardena [9]] prueban la existencia para
una clase general de operadores. En su trabajo Gaubert y Gunawardena aplican una trans-
formacién exponencial-logaritmica que les permite pasar del contexto multiplicativo, que
corresponde a la generalizacion directa de los operadores lineales en el cono positivo de R”,
a un contexto aditivo donde prueban el teorema general y otros resultados asociados. Uno
de los objetivos de este trabajo es demostrar el teorema de Perron—Frobenius generalizado
[9] directamente en el contexto multiplicativo, para relacionarlo luego con los resultados
de unicidad en un marco conceptual comiin. En las siguientes secciones, luego de un breve
repaso de la teoria lineal, estudiaremos las métricas de Thompson y Hilbert y probaremos
algunas condiciones que implican la existencia de un autovector positivo. Estos conceptos
se encuentran desarrollados en los trabajos antes citados y, con un enfoque mas amplio y
general, en el libro de Lemmens y Nussbaum [[11]].

Una de las motivaciones originales de la teoria de operadores homogéneos fue la genera-
lizacion de los modelos poblacionales lineales cldsicos, para incorporar efectos no lineales
en demografia y dindmica de poblaciones [4,[14]]. En este contexto el autovector positivo re-
presenta la estructura de edades estable de la poblacién y el autovalor la tasa de crecimiento
o decrecimiento. Sin embargo, como bien sefialan Lemmens y Nussbaum [[11]], el problema
de la existencia de un autovector en el interior del cono resulta irreductiblemente dificil si
se considera una familia general de operadores homogéneos y mondtonos. Los operadores
compuestos por medias potenciales y sumas de medias han sido estudiados en este sen-
tido como una primera generalizacién del caso lineal. En este trabajo introducimos en la
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seccién [5|una clase de funciones, a las que llamamos controladas inferiormente, que gene-
ralizan las funciones acotadas inferiormente por potencias estudiadas en [13]] para probar
resultados de unicidad del autovector y la convergencia en la métrica de Hilbert. Conside-
raremos luego una familia de operadores compuestos por medias potenciales, la clase de
funciones MSM en la secci6n [6] para la que obtendremos condiciones de existencia y uni-
cidad del autovector positivo (Teorema[I3). Estos son aportes originales de este trabajo que
generalizan resultados conocidos para otras clases de funciones.

El presente estudio se origind como una tesis de maestria [[17] y es nuestra intencién que
el trabajo resulte autocontenido, ofreciendo un panorama conciso de la teoria de operadores
homogéneos y monétonos en el cono positivo de R”. Pretendemos ademds remarcar la ge-
neralizacién de los modelos poblacionales como motivacién para el desarrollo de la teoria
y mostrar algunas de sus aplicaciones y limitaciones en este sentido. Esperamos que el en-
foque abordado, junto con las generalizaciones propuestas, motiven futuros estudios en el
tema, en particular en cuanto a la caracterizacién de operadores vinculados al estudio de la
dindmica de poblaciones, a través de modelos homogéneos no lineales.

2. MATRICES NO NEGATIVAS

Sea A = (a;;) una matriz en R"*" no negativa: a;; > 0. Como es usual denotaremos con
o(A) al espectro de A, es decir, el conjunto de los autovalores de A, y con r(A) al radio
espectral de A:

0(A) ={A € C:Ax = Ax paraalginx € C", x # 0},
r(A) =max{|A]: 1 € 0(4)} = lim || AK|| 1k
—>00

donde la dltima igualdad es independiente de la eleccién de la norma matricial.

Denotaremos con G(A) al grafo dirigido asociado a la matriz A; éste corresponde a un
grafo con n vértices y una flecha de i a j siy solo si a;; > 0. Diremos entonces que A es una
matriz irreducible si G(A) es un grafo fuertemente conexo, esto es, para cada par de vértices
(i, ) existe un camino dirigido de i a j en G(A). Ademds diremos que A es primitiva si A”
es positiva, A? > 0 para algtin p > 0. Ya que el grafo G(A”) corresponde a los caminos de
longitud p en el grafo G(A), es decir que existe una flecha de i a j en G(A?) si y solo si
existe un camino compuesto por p flechas en G(A), es claro que si A es primitiva entonces
es irreducible.

El teorema de Perron—Frobenius trata sobre la existencia y caracterizacion de los autova-
lores positivos de una matiz no negativa irreducible. El enunciado que pretendemos estudiar
y generalizar en este trabajo es el siguiente.

Teorema 1 (Perron—Frobenius para matrices no negativas). Sea A una matriz no negativa
irreducible. Entonces

1. p =r(A) es un autovalor simple de A, asociado a un autovector positivo v.

2. No existen otros autovectores positivos mds que los miiltiplos de v.
t

A
3. Si A es primitiva entonces p > |A| para todo A € 6(A), L #py tlim p—tx = cv para
—00
todo x € R" positivo, donde ¢ > 0 es una constante que depende de x.

Consideraremos en lo que sigue el cono positivo de R”, R} = {(x1,...,x,) € R" :x; > 0}
y el interior de dicho cono (R")* = {(xy,...,x,) € R" : x; > 0} junto con la norma 1 como
métrica de referencia; recordemos que ||x||; =x; +x2+---+x, parax € R%. Si f es un
operador lineal asociado a una matriz A, f(x) = Ax, es claro que f deja invariante el cono
positivo si y solo si A es no negativa. El resultado anterior implica que si A es irreducible
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entonces f tiene un Unico autovector positivo v tal que ||v||; = 1, asociado al autovalor
p =r(A),y ademds si A es primitiva, lim;_c ! y) = cv para todo x € R’,. En este contexto el
teorema de Perron—Frobenius es un resultado sobre operadores lineales en el cono positivo y
los sistemas dindmicos asociados. La tltima afirmacion, en particular, asegura que la orbita
de cualquier elemento del cono {x, f(x), f2(x),...} va a tender al crecimiento exponencial
de forma proporcional a v: f'(x) — p'cv.

Consideremos el ejemplo cldsico de la proyeccién de una poblacién estructurada por
edades. El vector x’ = (x,x5,...,x},,x)_ ) representa la densidad de individuos en el tiempo
t para cada clase de edad: x| nacimientos, es decir individuos de edad 0, x}, individuos de 1
afio, hasta x/, ; individuos de n afios. La proyeccion de la poblaci6n en el tiempo ¢ + 1 puede
caracterizarse a través de las supervivencias medias, p; para j =1,...,n,donde 0 < p; <1
representa la probabilidad de que un individuo de edad j sobreviva hasta alcanzar la edad
J+ 1,y las fertilidades medias a; > 0, j = 1,...,n+ 1, que representan la densidad media
de nacimientos por individuo de edad j. Entonces

141 t
M= oy ox,, Y

t+1

X =p¥; paratodo j=1,....n,

o, en forma matricial,

0 & o3 o O Oyt o
pt 0 O 0 0 x’l
1+1 t O pp 0 - 0 0 ’2
X =f() = 0 0 p3 0 0 N . (D)
0 0 0 - py 0 x£z+1

La matriz de la ecuacién anterior se denomina matriz de proyeccién o matriz de Leslie (L)
[[12} 3]. Si asumimos que o, > 0, es decir que solo consideramos las clases de edad po-
tencialmente reproductivas, podemos ver que L es irreducible y, suponiendo ademds que
o, > 0, resulta que L es primitiva. En este contexto demogréfico el Teorema 1| se conoce
como teorema ergddico fuerte [5]. Cualquiera sea la distribucién inicial de edades de la

poblacién (x(l),xg, a0 xg +1)» la proporcion de edades va a estabilizarse, transcurrido cier-

RS 7R]
to tiempo, de forma proporcional al dnico autovector positivo de L, que se conoce como
estructura estable de la poblacidn, y el nimero de individuos va a aumentar o disminuir

exponencialmente con tasa p = r(L).

3. LAS METRICAS DE THOMPSON Y HILBERT

Para extender la teoria lineal centraremos nuestra atencién en el cono positivo e intro-
duciremos algunos conceptos propios de este conjunto. Consideraremos, en primer lugar,
la relacién de equivalencia ~, sobre R’ , definida por: x ~ y si y solo si x e y se anulan en
las mismas coordenadas. Es simple observar que x ~ y si y solo si existen constantes reales
positivas 0 < o < fB tales que oty < x < By, donde < representa el orden usual coordenada
a coordenada en R". Las clases de equivalencia de esta relacion se denominan partes R’ y
el interior del cono,(R")™, es en particular una clase de equivalencia.

Dado x € R} , x # 0, definimos

m(x) = mindxi},

M(x) = erili())({xi}.
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Consideremos el cociente coordenada a coordenada x/y = (x1 /y1,x2/y2, . ..,%n/Yn), cuan-
do x ~y, y # 0, y definimos entonces las “métricas” de Thompson y Hilbert de la siguiente
manera:

dr(x,y) = max{logM (x/y),logM(y/x)},

M(x/y)
dy(x,y :10g< ) =logM (x/y)+logM(y/x),
)=tz (7 (x/7) /)
cuando x ~ y, y # 0; mientras que dr(0,0) = dy(0,0) =0y dr(x,y) = du(x,y) = +oo para
X ooy,

Observemos que dr es efectivamente una métrica en cada parte de R’} , mientras que dy
es una métrica proyectiva, es decir que cumple

dH('xvy) Z 07
dH(-xvy) = dH(y,X)7
dH(x7Z) S dH('xvy) +d]—](y,Z),

para todo x,y,z € R y dy(x,y) =0 si y solo si y = Ax para algin A € R". Ademds
dy(ox,By) =dp(x,y) si o, son constantes positivas.
Recordemos que f : R — R’ es homogéneo y mondtono si

» f(Ax) =Axparatodo A € Ry, x € RY;
= para todo x,y € R, six < yentonces f(x) < f(y).
Las métricas de Thompson y Hilbert constituyen herramientas de mucha utilidad para el

estudio de este tipo de operadores y han jugado un papel importante en el desarrollo de la
teoria.

Proposicion 2. Si f es un operador homogéneo 'y mondtono en R’} entonces es no expansivo
con respecto a dy y dr, es decir:

du(f(x),f(y)) <du(x,y) y dr(f(x),f(y)) <dr(xy).

Demostracion. Los casos y = 0 0 x ~ y son triviales, por lo que asumamos y # 0y x ~ y;
existen entonces constantes positivas 0 < o < f3 tales que oty < x < By, por ser f homogé-

neo y monétono o.f (y) < f(x) < Bf(y), porlo que f(x) ~ f(y). Ademds parai <n,y; #0
tenemos que m(x/y) < x;/y; < M(x/y) y en consecuencia

m(x/y)y <x < M(x/y)y.
Entonces

m(x/y)f(y) < f(x) <M(x/y)f(y),

por lo que m(x/y) <m(f(x)/f(y)) y M(f(x)/f(y)) < M(x,y). La proposicion resulta en-
tonces directamente de las definiciones de dy y dr. O

Observemos que si x es un autovector de un operador homogéneo y monétono f, asocia-
do al autovalor A > 0, entonces x es un punto fijo de f respecto de la métrica proyectiva
de Hilbert, ya que dy(x, f(x)) = dy(x,Ax) = 0. Sabemos que f es no expansivo; si para
determinado tipo de operadores f fuera ademds una contraccién, podria usarse este hecho
para probar la existencia de un punto fijo, es decir un autovector en el cono positivo. Esto
fue observado por Birkhoff [2] y Samelson [[18] en el contexto més general de operadores
lineales que dejan invariante un cono, y abri6 la puerta, de hecho, al posterior desarrollo
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de la teoria no lineal. Supongamos por ejemplo que f es un operador lineal asociado a una
matriz positiva: f(x) = Ax. Entonces

fO)i _ (Ax)i _ Xjaix; aijyj \%i _ v X
O (Ay)i Leawv ;<Zkaikyk)yj ;pljyj,

donde p;; >0y ¥; pij = 1. Es decir que f(x);/f(y); es un tipo de promedio de los x;/y; y
resulta que si x # .y entonces

m(x/y) < f(x)/f(y) < M(x/y)

y du(f(x), f(y)) < dp(x,y). Si pudiéramos probar que dy (f(x),f()) < cdu(x,y) para
algin ¢ < 1 entonces podriamos usar el principio de contraccidn para probar la existencia y
unicidad del autovector. Esto de hecho es asi para matrices positivas y primitivas y esta idea
ha sido profundamente estudiada en diferentes contextos; ver Lemmens y Nussbaum [11}
Appendix A] para un resumen de los resultados generales sobre operadores que dejan un
cono invariante, o Seneta [[19] para los resultados sobre matrices no negativas.

Si consideramos en general los autovalores de un operador homogéneo y monétono aso-
ciados a autovectores en R’ , no necesariamente positivos, la existencia de estos autovecto-
res estd garantizada por el teorema del punto fijo de Brouwer. En efecto si asumimos que f
es continua y consideramos la esfera unitaria P = {x € R’} : ||x||; = 1} podemos aplicar el
teorema de Brouwer a g(x) = f(x)/|| f(x)||1, observando que g(P) C Py P es un conjunto
compacto y convexo en R”, luego un punto fijo de g es un autovector de f. Esto lleva di-
rectamente a la consideracién del radio espectral de un operador homogéneo y monétono
y a la pregunta sobre la existencia de autovectores asociados al radio espectral [13]]. En lo
que sigue de este trabajo, sin embargo, nos centraremos en el estudio de operadores en el
interior del cono para determinar la existencia de un autovector positivo.

4. EXISTENCIA DE UN AUTOVECTOR POSITIVO

Sea f: (R")" — (R")" un operador homogéneo y monétono en el interior del cono
positivo; en este caso por la no expansividad de f tenemos que, dados x,y € (R")*,

dr(f*(x), f*(v)) < dr(x,y) = cte. e RY,

para todo k € N. Esto implica que f es continuo y ademads existen constantes positivas cy, ¢
(que dependen de x e y) tales que

k
e )
AR
Una consecuencia de (2) es que un operador homogéneo y mondétono tiene a lo sumo
un autovalor positivo asociado a autovectores en (R")*. En efecto si x e y son autovectores
asociados a A, u > 0 respectivamente, entonces

k
co < S = (&)kf <cr,
o) /oy
para todo k € N y en consecuencia debe ser A = . Es necesario aclarar que la unicidad del
autovalor no es necesariamente cierta en R’} ; de hecho un operador puede tener hasta 2" — 1

autovalores distintos en el cono positivo [11, Chapter 5].

Siguiendo el trabajo de Gaubert y Gunawardena [9] vamos a definir el ciclo superior
y el ciclo inferior de f, conceptos estrechamente relacionados con el radio espectral. Sea
1=(1,1,...,1) el vector con todas sus coordenadas iguales a 1. Observemos que

FHW) =) < M 1)1) = M(FA).£1(1),

<ci, paratodok e N. (2)
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entonces M( < (1)) < M(f*(1)).M(f'(1)) y resulta que M(f*(1)) es una sucesién sub-
multiplicativa. En consecuencia existe el limite

7)) = tim (1))

al que llamamos ciclo superior de f. La condicién de no expansividad implica en es-
te caso que, dado x € (R")T, existen constantes c, c; tales que coM(f*(1)) < f*(x) <

1/k
c1M(f*(1)) para todo k; en consecuencia ¥(f) = lim; . [M ( fk(x))} , para cualquier

x € (R™")*. Observemos que esta definicién del ciclo superior corresponde a la definicién
del radio espectral de f en (R")™", asociada a la norma del supremo en R”.
De manera andloga definimos el ciclo inferior de f como

£(9) = tim [m( )]

para cualquier x € (R")". Si consideramos el operador dual de f definido por f~(x) =

9

( f (x_l))_l, cuando el reciproco se toma coordenada a coordenada, es simple ver que
x(N=2(")"
Proposicion 3. Sea f: (R")" — (R")" un operador homogéneo y mondtono. Entonces:

a) Z(fl) = [Z(f)]lpam todo 1 € N.
b) x(f) < M(f(x)/x) ym(f(x)/x) < x(f) para todo x € (R")*.
¢) Si A >0 es un autovalor de f entonces X (f) = x(f) = 7.

Demostracion. La primera afirmacidn sigue directamente de la definicién ya que, para cual-
quier x € (R") ™,
1 171
e . ANt 1.k E_ g 1.k [ I SN
2(7) = pim [or (740)] = | i v (5240) )| =z
Para probar la segunda afirmacién observemos que, para cualquier x € (R")*, f(x) <
M(f(x)) = M(f(x)/x).x, y entonces
2
£2(0) S M(f(x)/x).f(x) < M(f(x)/x).M(f(x)) = M(f(x)/x)"x
y en general f*(x) < M(f(x) /x)k.x, por lo que
1/k
M7 )] Y < M (F () /) M)
y en consecuencia ¥(f) < M(f(x)/x). El resultado correspondiente al ciclo inferior se

prueba de manera similar.
Por tltimo, si x es un autovector asociado a A, f*(x) = 4

T(f) = limk[M(x)T/k:l

k—>oo0

y del mismo modo x(f) = A. O

kx, entonces

La afirmacion b) de esta Proposicién es una consecuencia de la férmula de Collatz—
Wielandt: 7(f) = inf{M(f(x)/x) : x € (R")* }, que de hecho vale para operadores homo-
géneos y mondtonos [9]; ofrecemos aqui solo una desigualdad ya que se demuestra en un
paso y es suficiente para probar los resultados que siguen. La dltima afirmacién de la propo-
sicién anterior nos da una condicidn necesaria para la existencia de un autovector positivo:
que los ciclos superior e inferior sean iguales. Sin embargo es simple ver que esta condicién
no es suficiente: consideremos por ejemplo el operador lineal asociado a la matriz reducible



OPERADORES HOMOGENEOS Y MONOTONOS 87

A= ?) Z , a > 0; resulta que ¥ (A) = Z(A) = a pero el Unico autovector de A en R? es

(1,0). Una condicién mds fuerte, que garantiza la existencia del autovector positivo, estd
dada por el siguiente resultado.

Proposicién 4. Sea f : (R")" — (R")" homogéneo y mondtono. A > 0 es un autovalor de
f siy solo si existe x € (R")" y constantes dy, d, > 0 tales que

dp Sm(fk(x)/lk) SM(fk(x)/lk) <d;, paratodok e N.

Demostracién. —) Si x es un autovector asociado a A entonces f¥(x)/A* = x y todas las
coordenadas estdn acotadas para todo k.
+) Dados x € (R")*, A, do,d; € RT definamos g = 1 f. Entonces g es homogéneo y
mon6tono y
do <m(g"(x)) <M(g"(x)) <di, paratodok e N. 3)

Sea u € (R")* definido por u; = liminf;_,.. g"(x); y veamos que g(u) < u. En efecto, sea
p < 1, entonces para k grande tenemos que g*(x) > pu, luego pg(u) < g*!(x) para todo
k grande y en consecuencia pg(u) < u; como esto vale para cualquier p < 1 resulta que
g(u) < u. Entonces g¥(u) < g~ '(u) < u, g*(u) es una sucesién decreciente (coordenada a
coordenada) y ademds estd acotada inferiormente como resulta de (3) y la no expansividad
. Luego existe el limite v = lim; ... g"(u) y por continuidad debe ser g(v) = v, es decir

fv)=2Av. O

Una consecuencia no trivial de esta proposicion es el siguiente resultado de Gaubert y
Gunawardena. Recordemos que la 6rbita de un operador f en un punto x € (R")" es el
conjunto {f*(x) : k € N} de los sucesivos transformados de x. Observemos que la 6rbita de
f en x estd acotada, en la métrica proyectiva de Hilbert, si existe una constante C > 0 tal
que

M(f*(x))
dy (f*(x),1) = log<7) <C, paratodok e N.
0D =oe )
Si f es homogéneo y mondétono resulta entonces de la no expansividad (2)) que una 6rbita
de f estd acotada si y solo si todas las 6rbitas lo estdn.

Teorema 5 (Teorema de las 6rbitas). Sea f: (R")" — (R")" homogéneo y mondtono. f
tiene un autovector en (R")*, asociado al autovalor Y(f), si y solo si alguna drbita de f
estd acotada en la métrica proyectiva dg.

Demostracion. Si x es un autovector de f con autovalor A el resultado es trivial ya que
dy(f*(x),1) = dy(A*x,1) = dy(x,1) para cualquier k y en consecuencia la érbita de f en x
estd acotada. Reciprocamente, si una 6rbita de f estd acotada en dy entonces todas lo estan,
en particular la érbita en 1, es decir que existe C > 0 tal que dy (f*(1),1) < C para todo k.
Sea A = %(f) el ciclo superior de f; entonces dy (f*(1)/A%,1) = dyu (f*(1),1) < C, es decir
que existe una constante C' > 0 tal que
M(f*(1)/2%)
m(f*(1)/A%)

Observemos ahora que de la Proposicién [3|resulta que
M(FA1) =M(f(0)/1) 2 2(F) =A%y
m(f41) =m(f(1)/1) < x(f*) <24

<(C', paratodok € N. (@Y)
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entonces M (f*(1)/A%) > 1y m(f*(1)/A¥) < 1. Combinando estas desigualdades con (4)
vemos que

& <m{F)/AY) <M(FA1)/24) <, paratodok €N,

y la existencia de un autovector asociado a Asigue entonces de la proposicién anterior. [

Corolario 6. f: (R")* — (R")" homogéneo y mondtono tiene un autovector positivo si
y solo si existe un subconjunto W C (R")" tal que f(W) C W y es acotado en la métrica
proyectiva de Hilbert, esto es, existe una constante C tal que dy(x,1) < C para todo x € W.

Demostracion. Si existe tal conjunto entonces se aplica el teorema anterior ya que todas
las orbitas de f en W estardn contenidas en W y serdn acotadas. Reciprocamente, si existe
un autovector x € (R")* entonces es simple ver que, dado € > 0, cualquier bola cerrada
centrada en x, W = {y : dy(x,y) < €}, cumple las condiciones del enunciado. O

Con el Teorema de las 6rbitas y su corolario hemos caracterizado la existencia de un
autovector en (R")". Gaubert y Gunawardena van mds alld sin embargo, proponiendo una
estructura de grafo dirigido asociado a f, que generaliza el grafo dirigido asociado a una
matriz no negativa, y permite sintetizar una condicién suficiente para la existencia de un
autovector que es la reescritura directa del teorema cldsico de Perron—Frobenius.

J

Para j € {1,...,n} y u € R* definimos ug;, = (1,...,1,u,1...,1) € (R")". Ahora si f
es homogéneo y monétono le asociamos un grafo d1r1g1do G( f ) con n vértices y una flecha
deia jsiy solosi

lim f;(ug;y) = eo.

Uu—roo
Observemos que si f es un operador lineal asociado a una matriz no negativa f(x) = Ax
entonces G(f) = G(A). En la demostracién del teorema generalizado vamos a ver que si
G(f) es fuertemente conexo entonces ciertos subconjuntos son acotados en la métrica pro-
yectiva de Hilbert. Especificamente, para 8 > 0 consideraremos el conjunto S#(f) = {x €
(R™)* : f(x) < Bx} al que denominamos superautoespacio de f correspondiente a . Es
claro que SP(f) # 0 para B grande: por ejemplo, 1 € SB(f) si B > m(f(1)); ademds, como
f es homogéneo y monétono, f(f(x)) < Bf(x) si x € SB(f), por lo que f(x) € SP(f) y

F(SP(f)) CSB(f).

Teorema 7. Sea f: (R")" — (R")" homogéneo y mondtono. Si G(f) es fuertemente conexo
entonces existe un autovector x € (R")" asociado a %(f).

Demostracion. Mostraremos que los superautoespacios de f son acotados en la métrica pro-
yectiva de Hilbert; resultard entonces del corolario del Teorema de las 6rbitas la existencia
del autovector asociado a ¥(f). Sea B grande tal que el superautoespacio correspondiente
SB(f) = {xe (R")*: f(x) < Bx} es no vacio; como observamos arriba sabemos ademas

que f (Sﬁ (f) € SB(f). Bastara probar que existe una constante C > 1 tal que Z((x)) <C
M(x)

para todo x € SP(f), ya que entonces d(x,1) = log( ( )) <logC y el superautoespacio

estard acotado. Ahora si x € SB(f) y consideramos y = iy entonces y € SB(f).m(y)=1y

M(y) = Z(()f)) , por lo que alcanza ver que M(y) < C para todo y € SB(f) conm(y) = 1. Sea y
en esas condiciones y sea iy tal que m(y) =y;, = 1. Dado j #ipseaip —ij — -+ — iy = j
un camino de ip a j en G(f) (tal camino existe porque el grafo es fuertemente conexo);
entonces

fi (u{is}) — oo cuando u — oo, paratodos=1,...,r. (&)
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Si reemplazamos la variable u por y; obtenemos (y;, )y = (1,...,1,yi,1,...,1) <y, pues

m(y) = 1. Entonces f((y,-s){,‘x}) < f(y) < By, y en consecuencia
Fir ()i ) < i 0) < By

para todo s = 1,...,7. Tomemos en primer lugar s = 1: f;, ((yil){il}> < Byi, = B, y resulta
entonces de @) que existe una constante C; tal que y;, < C;. Consideremos ahora s = 2:
fi, ((yiz){[z}) < Byi, < BCi, por lo que existe una constante C; tal que y;, < C,. Siguiendo
de este modo obtenemos una constante C; tal que y; = y;, < C;; es importante observar que
esta constante depende del camino elegido de iy a j pero no del valor de y, por lo que es
vilida para todo y € SP(f) tal que y;, = m(y) = 1. Tomando finalmente el méximo sobre
un conjunto de caminos que permitan conectar dos vértices cualesquiera en G(f), vemos
que existe C > 1 tal que M(y) < C para todo y € SP(f) con m(y) = 1, como queriamos
probar. ([

Hay algunas preguntas que surgen de esta demostracion del teorema y que estdn ex-
ploradas en [9]. Citaremos aqui algunas observaciones sin entrar en los detalles de los
enunciados y las demostraciones. En el teorema anterior probamos que si G(f) es fuer-
temente conexo entonces todos los superautoespacios de f son acotados y esto implica la
existencia del autovector positivo. Las reciprocas de estas implicaciones no son verdaderas,
es decir que la existencia de un autovector positivo no implica que todos los superauto-
espacios sean acotados, y a su vez esta condicion no garantiza que G(f) sea fuertemente
conexo. Sin embargo existe una condicidn, a verificar sobre G(f), que es equivalente a
la acotacién de todos los superautoespacios [9, Teoremas 5 y 6] y provee una generaliza-
cioén del teorema anterior. Por otro lado pueden también considerarse los subautoespacios
Sa(f) ={x€ (R")" : ax < f(x)}, que se corresponden con los superautoespacios del dual

/.y los espacios intermedios sh (f) = Sa(f) NSP(f). Claramente resultados duales a los
enunciados en este trabajo pueden obtenerse para los subautoespacios; para los espacios
intermedios entre tanto, existen condiciones que implican su acotacién, y en consecuencia
la existencia de un autovector positivo (ver [9, Theorem 7] o [11, Theorem 6.3.2]), pero no
han podido relacionarse, hasta donde sabemos, con el grafo dirigido G(f).

5. UNICIDAD Y CONVERGENCIA

El Teorema [7, que garantiza la existencia del autovector en (R")", no dice nada acerca
de la unicidad o convergencia en la métrica de Hilbert. Existen distintas condiciones que
se han explorado para garantizar estas propiedades del autovector. Si f es diferenciable
es natural buscar condiciones en la matriz jacobiana de f en x, y en ciertos casos puede
caracterizarse la unicidad del autovector en estos términos. Incluso en contextos mas gene-
rales y sobre otros conos distintos de (R")™ existen distintas condiciones que aseguran la
unicidad asumiendo la existencia del autovalor (ver [11]]). En esta seccion retomaremos la
aproximacion de Nussbaum en [13]], acotando inferiormente f por una familia de funcio-
nes particulares. Es nuestra intencién abarcar funciones no diferenciables que involucran
maximos y minimos, y asumiremos una condicién de superaditividad que, aunque resul-
ta técnica en principio, es esencial en las demostraciones. Comenzaremos introduciendo el
concepto de funcién controlada inferiormente, que generaliza la clase de funciones acotadas
por potencias, analizadas por Nussbaum en su trabajo.

Sea f: (R")* — (R")* homogéneo y monétono. Para i, j = 1,...,n diremos que f;
es controlada inferiormente respecto de la coordenada j si existe una funcién mondétona
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B : (R")" — R* y constantes a,b € R tales que

filx) = xiB(x), 'y
B(sx) > s"B(x) paratodox € (R")*, s € RT, (6)
donde0<a<1,0<b<1,0<a+b<1.

Si A es una matriz no negativa, diremos que f es controlada inferiormente con matriz de
incidencia A si a;; > 0 implica que f; es controlada inferiormente respecto de ;.

Diremos que la coordenada f; es acotada inferiormente por potencias si existe una cons-
tante ¢ > 0 y un vector de probabilidad ¢ = (o,...,0,), 0 < 0}, 01 +---+ 0, = 1, tales
que

fi(x) > ex{t...xd", paratodo x € (R")"

n o

Observemos que si f; es acotada inferiormente por potencias entonces f; es controlada in-
feriormente respecto de j siy solo si 6; > 0. Observemos ademds que si f es un operador
lineal asociado a una matriz no negativa f(x) = Ax entonces f es controlada inferiormente
con matriz de incidencia A. Luego esta clase de funciones generaliza las lineales y las acota-
das por potencias consideradas en [13]. Resulta también de la definicién que si f; es contro-
lada inferiormente respecto de j entonces existe una flecha de i a j en el grafo G(f); luego
si f es controlada inferiormente con matriz de incidencia A tenemos que G(A) C G(f).

Consideremos el siguiente ejemplo de una funcién homogénea y monétona en (R3)™,
donde a, d’, b, b' y ¢ son constantes positivas:

3 1 3
: LI S
m1n< x| x5, ax2x3)
) N
f(x1,x0,x3) = mln(bxzzxf,b’xfx;) . (7
cxy

Veamos que f; no puede ser acotada 1nfer10rmente por potencias pero es controlada in-
3 l 3

4
ferlormen‘[e respecto de 2. En efecto, fl( ) =a x2 x3 s1empre que ?xz x; < axjx;, es decir
x3 < ( ) xl x2 por otro lado f;(x) = ax1 x2 < ax2x3 sixg > ( ) x{ x2 y en consecuencia

no existen C > 0y un vector de probabilidad o tales que fi(x) > Cx] ‘xg2x3 para todo x €
1 113
(R™)*. Sin embargo fi(x) = x3 min(axjx3,d'x}), y si tomamos f(x) = mm(axfo2 .a xg‘)
3 . .
resulta que B(sx) = s3f(x), por lo que f; es controlada inferiormente respecto de 2. De
modo similar vemos que f, es controlada inferiormente respecto de 3, aunque no es aco-
tada por potencias, y es trivial que f3 es controlada inferiormente respecto de 1; en este

caso es ademads acotada por potencias. Luego f es controlada inferiormente con matriz de
incidencia

010
A=10 0 1
1 00

Sean f, g funciones homogéneas y monétonas y supongamos que f es controlada infe-
riormente con matriz de incidencia A. Es trivial observar que si f < g entonces g es con-
trolada inferiormente con matriz A, y en particular f 4 g es controlada inferiormente con
matriz A. Por otro lado es importante determinar que la composicién de funciones controla-
das inferiormente también lo es, como expresa el siguiente lema.
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Lema 8. Sean f, g funciones homogéneas y mondtonas controladas inferiormente con ma-
trices de incidencia A y B respectivamente. Entonces h = f o g es controlada inferiormente
con matriz de incidencia AB.

Demostracion. Sila entrada i, j de 1a matriz AB es positiva existe k tal que la entrada i, k de
la matriz A y la entrada k, j de la matriz B son positivas; entonces f; es controlada inferior-
mente respecto de k y g es controlada inferiormente respecto de j. Sean 8, funciones
monétonas tales que, para todo x € (R") ™,

fix) > x{B(x),  Blsx) >s"B(x),
g(®) > x§'Bi(x),  Bi(sx) > 5" Bi(x),

donde f y a, b satisfacen las condiciones de (6) y del mismo modo f; y aj,b;. Combinando
estas dos ecuaciones evaluemos

i) = £(8(x)) > () *B(g() > (' Bi()) Blg(x))
> 2B (1) Bg(x)).

Si denotamos a» = aja, by =bia+by Br(x) = Bi(x)*B(g(x)) tenemos que h;(x) > x7* 2 (x)
y B> es monétona, donde

Ba(sx) = Bi(sx)*B(sg(x)) = (s B (x))“s” Blg(x)) = 5" B2 (x);
ademas 0 < a, <1,0< by =bja+b<a+b<l1ly
O<ar+by=(a;+b)a+b<a+b<1.
Luego h; es controlada inferiormente respecto de j, como queriamos probar. U

Diremos que f : (R")" — (R")" es superaditiva si f(x)+ f(y) < f(x+y) para todo
x,y € (R")*. Es claro que las funciones lineales son superaditivas y observemos que la
suma y la composicién de funciones homogéneas y monétonas superaditivas también son
superaditivas.

El préximo teorema caracteriza la existencia, unicidad y convergencia del autovector
positivo para operadores controlados inferiormente y superaditivos. La demostracion sigue
esencialmente la provista en Nussbaum [13| Theorems 4.1, 4.2], pero la generalizacién de
los resultados para funciones controladas inferiormente presenta ciertos detalles de cuidado
y por eso la presentamos aqui de manera completa. En el siguiente lema resumimos un
resultado marginal que serd de utilidad durante la demostracion.

Lema 9. Dados &y, 8 tales que 0 < 8y < 1 < dy, sean d, € tales que 0 <d < 1,0 < e <

(& \?¢
1—a ( 5— 50) y consideremos:

C(8)=8—-¢(8—8&)(6—8)"9, C=inf{C(5),8, <5< &+1},
C'(8)=08+¢€(8—8)(&—38)'¢, C =sup{C'(5),0<8 <}
Resulta que existen constantes positivas 0,0, que no dependen de &, 8, tales que
C<8-0(8-&) y C>8+6(8—&).

Demostracion. Sid =1 las cotas se obtienen tomando 6 — d1en C(8) y & — & en C'(9).
Sid < 1 consideremos & = &; + (8, — &)((1 —d)€)a; observemos que 8 < & < & + 1 ya
d

queen € < ﬁ ( 61(30 60) < ﬁ ( 5 1 60> y reemplazando este valor de & en C obtenemos

=

C<C®) =8 -4 ((1-d)e)1(8 - &) vy 8=14((1-d)e)i.
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De manera similar obtenemos 6 tomando & = & — (8; — &) ((1 — d)s)é enC'. O

Teorema 10. Sea f : (R")™ — (R")" homogénea y mondtona y supongamos que f es
controlada inferiormente con matriz de incidencia A.
a) Si es A irreducible entonces f tiene un autovector en (R")*.
b) Si A irreducible y ademds f es superaditiva, el autovector es uinico a menos de
muiltiplos escalares.
c) Si A es primitiva y f es superaditiva entonces existe un tinico autovector u € (R")*,
con ||lully =1, y ademds si g(x) = % entonces gk(u) — u cuando k — o para

todo x € (R")™.

Demostracion. a) La existencia del autovector es consecuencia directa del Teorema [/} ya
que G(A) C G(f) y G(A) es fuertemente conexo por ser A irreducible.

b) Supongamos que existen x,y no miltiplos escalares tales que f(x) = Axy f(y) = Ay.
Sea &) = m(i) y sean i, j tales que & = % < )yc—’ Como A es irreducible existe p tal que la
entrada i, j de la matriz A? es positiva. Sabemos ademds por el Lema[§que fPes controlada
inferiormente con matriz de incidencia A?, luego f7 es controlada inferiormente respecto
de j. Como f? es ademds superaditiva, para 0 < § < & tenemos

APy = f(y) = fP(y—Sx-+ 8x) > f7(y— 8x) + f7(82) = f (y — 6x) + 6A%x,

y evaluando en la coordenada i resulta f7(y — 8x) < (8 — 8)APx;. Por otro lado si B y a,b
son los de la definicién de controlada inferiormente (6)),

f7 (v =6x) > (v — 6x;)*B(y — 6x) = (v — Gox;)* B ((8p — 6)x)
> (v = 60x;)* (8 — )" B (x),
yaque 8 < &, y > Ox, y B es monétona. Combinando estas dos desigualdades obtenemos
(vj = 80x;)(8 — 8)"B(x) < (8 — 8)A i,

y resulta entonces que existe una constante C > 0 tal que C < (8 — 8)'~? para todo 0 <
d < &, lo que es absurdo porque b < 1; luego el autovector es tnico.

c) Si A es primitiva es en particular irreducible, por lo que, de acuerdo con b), existe un
Ginico autovector u de norma 1. Sea R > 0 y consideremos Bg(u) = {x € (R")" : ||x]|; =
1y dy(x,u) < R}; observemos que

dyy (f(x),u) = d(f(x), Au) = du(f(x), f(u)) < dp(x,u) <R

para todo x € Bg(u), lo que implica dy (f"(x),u) < R para todo m > 0. Vamos a mostrar
que existen constantes M >0y 0 < k < 1 tales que, para todo m > 0y x € Bg(u), tenemos

dp (8" (x),u) = du (f™(x),u) <K"M,
y como esto vale para cualquier R > 0 y podemos considerar

dp (8" (x),u) = dp (g" (x/|x][1), u)

para cualquier x € (R")™, quedar4 probado el enunciado.

Como A es primitiva existe p > 0 tal que A” > 0, y ya que A” es matriz de incidencia para
f7 tenemos que f7es controlada inferiormente respecto de j para cualesquierai, j=1,...,n.
Sea x € Bg(u) no multiplo de u y consideremos

m(x/u) = x& =&, M(x/u)= xi =0.

Jo uj
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Observemos que, ya que ||x||; = ||u||; = 1, resulta 0 < & < 1 < §; y ademds, como log% <
R, tenemos que

§i—G=8(F-1)<&E-1) vy
& 1
58~ K1
Sea 0 tal que & < 01 < 0 < 8 + 1. Dado que f? es superaditiva tenemos
fP(0u) = fP(du—x+x) = fP(Su—x)+ f'(x) 'y
fP(x) < SfP(u) — fP(Su—x).

Sabemos ademds que, paracadai=1,...,n, fil7 es controlada inferiormente respecto de jo.
Sean entonces fy y ao, bo 1os de la definicion de controlada inferiormente (@ y evaluemos

S (8u—x) > (8uj, —xjo)Bol8u —x) > (8uj, — Sotej) By (8u — Syu)
> (8~ &) (8 — 8)"olu)
> () fo(u) (5 — 80) (8 — 8)' .

yaque bg <1—apy 0— 8 < 1. Sea d = mina, donde el minimo se toma sobre todas
las constantes a de @) correspondientes a que f’es controlada inferiormente respecto de j,
i,j=1,...,n, y consideremos también € pequefio tal que €7 (u) < m(u)*B(u) para todo i
y cualesquiera sean 3, a correspondientes a que f7es controlada inferiormente respecto de

j.i,j=1,...,n. Podemos ver entonces que (& — &) (8 — &;)' "% = (& — &) (g%g‘:)ao >

(6—01) <g:—§‘l’>d y en consecuencia
f7(Su—x) = (8 — &) (8 — &) " (w),

d d
para todo x € Bg(u). Observemos ademads que, asumiendo € < ﬁ (ﬁ) < ll—d (%) ,
estamos en las condiciones del Lema [9] donde las constantes d, € > 0 son las mismas para

todo x € Bg(u). Combinando esta desigualdad con la anteriormente obtenida para f7(x)
resulta, para todo x € Bg(u) y 81 < 6 < 8, + 1,

fP(x) < (8 —€(8 — 80)4(8 — 51)]_d)fp(u) =C(0) fP(u), y entonces
fp(x) < szpuv

donde C(6) y C se definen como en el Lemal9] Obtuvimos asf una cota superior para f7(x).
Para obtener una cota inferior consideremos ahora 0 < § < &; entonces

F7(x) = £ (x+ Su—8u) > 8f7(u) + £ (x — Su).

Procediendo igual que antes para acotar inferiormente f?(x — du) obtenemos, fijando €
pequefio, que para todo x € Bgr(u) y 0 < 8 < &y,

fP(x) > (8+€(81—8)"(80—8)") fP(u) =C'(8) f(u) 'y
fP(x) > C APu,

donde C'(8) y C’ corresponden a las del Lema@ Resulta entonces que existen constantes

positivas 8, 6, que solo dependen de € y d, tales que
(80 +6(81 —60)) A u < f7(x) < (81 — 8(81 — &)) A u,
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para todo x € Bg(u). Aplicando estas desigualdades podemos acotar

dy (f7(x),u) = log (M(fP(x)/u)) < log (W)

m(fP(x)/u) &0+ 6(81 — &)
o—0(a—1)
du(fP(x),u) <log| ———= ),
n(r70:) < tog (g o)
tomandoa:%,es decir log o = dy (x,u). Observemos que%<aya> 1; enton-

a—f(a—1)

% :
1+§(a—1) < " 'y en consecuencia

ces existe un 0 < k < 1 tal que

dig (7 (x),u) < log o = KPdy (x,u)

para todo x € Bg(u). Ahora para cualquier m > 0 consideremos la divisién enteram = gp+r,
0 <r < p; entonces

dp (f™ (x),u) <KPdp (f'(x),u) < w% < kmf% :

para todo x € Bg(u), como queriamos probar. O

6. EJEMPLOS DE APLICACION

En esta seccién consideraremos operadores compuestos por medias potenciales, que son
en parte motivadores del desarrollo de la teoria presentada, principalmente como generali-
zacion de los modelos poblacionales clsicos en la consideracion de efectos no lineales pero
conservando la homogeneidad [4}, (3} [7].

Dado r € R* = RU {—c0,+0c0} y un vector de probabilidad ¢ = (o1,...,0,), 0 < o},
01+ -+ 0, = 1, definimos la (r, 6) media en (R")* como

" 1/r
M,s(x) = (Z ij;> ,
i=1

observando que

n
— 1 — oj
MOG(X) = 11_1;1(1)Mr6(x) = JIJIXJ' )
Moy (x) = Em M,s(x) = min{x; : ; > 0},
T —o00
M(1o)s(x) = lim M,s(x) = max{x; : c; > 0}
r—+4o0
corresponden, respectivamente, a la media geométrica, minimo y maximo. Son de particular
interés los operadores cuyas coordenadas son sumatorias de medias potenciales. En gene-
ral definimos N : (R")* — (R™)" a partir de los siguientes elementos: para k = 1,...,m
sea 'y una coleccion finita de pares ordenados (r,0), donde r € R* y ¢ es un vector de
probabilidad, y sean ¢y, constantes positivas; entonces

Ni(x) = Z CrroMro(X). (3)
(V,G)Erk

Recordando la desigualdad entre medias, si r < s entonces M,s(x) < Mg (x) [10]; vemos
en particular que M,s(x) > xfl ...x% para todo r > 0. Resulta entonces que N es acotada
inferiormente por potencias, y ademds controlada inferiormente respecto de j, si y solo si
0 > 0 para algin (r, o) € I'; tal que r > 0. Por otro lado sabemos que M, (x) es superaditiva
si y solo si r <1 [10]. Entonces los resultados de la seccion anterior solo pueden aplicarse
directamente a este tipo de operadores si r < 1 para todo (r,0) € I'y, k = 1,...,m, para
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garantizar la superaditividad, y hay ademds suficiente cantidad de potencias positivas » > 0
como para que el operador sea controlado inferiormente con matriz de incidencia irreducible
o primitiva. Como veremos mds adelante y estd analizado en Nussbaum [[13]], la condicién
r < 1 puede debilitarse aplicando una transformacién simple; sin embargo la carencia de
potencias positivas es mas dificil de tratar y de hecho cuando r < 0 para todo (r,0) € I,
el grafo asociado G(N) es en general totalmente disconexo, i.e., no existen flechas entre
vértices distintos [[L1]].

Como generalizacion de este tipo de operadores consideraremos una clase de funciones
que llamaremos MSM. Sea f : (R")" — R definida como

m 1/s
fx) =cM(N(x)) =c (Z 5ka(X)S) ) ©)

k=1

donde ¢ es una constante positiva, M5 es una (s,8) media en (R™)* y N : (R")* — (R™)*
estd definido como en (§)). Asumiremos ademds que —eo <5 < 400y —oo < r < +oo para
todo r tal que (r,0) € I'y, k = 1,...,m. Diremos entonces que f es de la clase MSM y en
general, para f : (R")" — (R")", diremos que es de la clase MSM si todas sus funciones
coordenadas lo son. Es de particular interés el caso cuando s < 0, y en particular s = —oo, ya
que en este caso las funciones resultantes no son diferenciables y no puede aplicarse en ge-
neral el concepto de acotada inferiormente por potencias; por ejemplo, el operador descripto
en pertenece a la clase MSM. La siguiente proposicion proporciona algunas condicio-
nes simples para determinar si un operador de la clase MSM es controlado inferiormente y
construir una matriz de incidencia.

Proposicion 11. Sea f una funcion homogénea y mondtona en la clase MSM. Sea A una
matriz no negativa tal que a;; > 0 implica:

» 5i fi(x) =cM5(N(x)) con s < 0 entonces para cada k tal que & > 0 existe un (r,6) €
[y tal que r >0y o; >0,

w si fi(x) =cM5(N(x)) s > 0 entonces para algiin k tal que & > 0 existe un (r,0) € I';
tal que r >0y o; > 0.

Entonces f es controlada inferiormente con matriz de incidencia A.

Demostracion. Supongamos que a;; > 0y veamos que fi(x) = cM,s5(N(x)) es controlada
inferiormente respecto de j. Si s < 0, para cada k tal que & > 0 elijamos (r,0) € I'; tal que
r >0y o; > 0; entonces

Ni(x) > ciroMro (x) > crroxy ... x0".

Si denotamos con a al minimo de los o; resulta
fi(x) = cMs(N(x))

. . O;j—a
>c¢ min N> c( min_ cgrex)! cox) ...xff")x;?,
{k28k>0} {k:5k>0}

y vemos que f; es controlada inferiormente respecto de j tomando

oj—a_o,

X

B(x) =c min cexy'...x On

{k:8,>0} J

y a, b =1 —a en la definicién de controlada inferiormente (6).
Si s > 0 entonces

fi(x) = Ny (%)% .. Ny (x)%n.
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Para algiin k tal que & > O elijamos (r,0) € I tal que r > 0y 6; > 0; entonces Ni(x) >
Chro XL ... xSy

By N\ O 06
ﬁ(x) > CHNI(X) I(Ckro Hx;lf/) kxj./ ko
I#k h#j
Vemos entonces que f; es controlada inferiormente respecto de j tomando

1)
Bx) = c[TMi®)% (crro [T47)™,
I#k h£j
a=0;0 >0yb=1—aenladefinicion (@), ya que, como las funciones V; son homogéneas
y monétonas, es facil ver entonces que f3(sx) = s' %% (x). O

Como observamos antes, las funciones de la clase MSM no son en general superaditi-
vas a menos que s < 1y r < 1 para todo r tal que (r,0) € I't, k = 1,...,m; sin embargo
cualquier funcién de la clase MSM puede transformarse en una superaditiva manteniendo
la matriz de incidencia. Para ¢ > O consideraremos en el siguiente lema operadores de la

forma h(x) = ( i )) " donde las potencias se toman coordenada a coordenada, es decir
hi(x) = (fi(x),...,x,)) 1/ ’: claramente si f es homogéneo y monGtono entonces & también
lo es.
Lema 12. Sea f una funcién homogénea y mondtona en la clase MSM.

a) Sea 0 <t <1y supongamos que si f;(x) = cM,5(N(x)), entoncests < 1 ytr <1 para

1 . ,
todo (r,6) €Ty, k=1,...,m. Entonces h(x) = (f(x')) /" es una funcion homogénea
y mondtona y es ademds superaditiva.
b) Si f es controlada inferiormente con matriz de incidencia A y t > 0 entonces h(x) =

1/t . o . o .
( fix )) /" también es controlada inferiormente con matriz de incidencia A.

Demostracion. a) Para probar que & es superaditiva veamos que

m ts 15
o) = (V) = et (kZ B (M)") )
= M (i) ):

observemos que entonces M,5(x) es superaditiva ya que 7s < 1 y es simple probar también
que Ni(x')!/*, definida como en , es superaditiva si ¢ verifica las condiciones del enuncia-
do [[13| Corollary 4.1]. Resulta entonces, por ser composicion de funciones superaditivas,
que h también lo es.

b) Supongamos que f; es controlada inferiormente respecto de j; entonces f;(x) > x4 (x)
de acuerdo a (6] y entonces

hi(x) > (B = (B())

y h; es controlada inferiormente respecto de j ya que
(B((s0)"" = ("B =" (B0 " =

Observemos que si f,g: (R")™ — R™ son funciones tales que (f(x)) M y (g(x)) Yt son
superaditivas para algtin 0 < 7 < I entonces la suma h(x) = f(x) + g(x) también verifica que
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(h(x")) V1 es superaditiva. En efecto
(h(xt))l/t _ (f(xf) _|_g(xt))l/t _ ((f(xt)l/z)t i (g(xt)l/t)t>
— 21/IM.<(f(x[))l/t, (g(xt))l/t) 7

donde M, es la media M,(1 1) en (R?)*, que es superaditiva porque 7 < 1 y luego (/(x'))
es superaditiva por ser composicién de funciones superaditivas. De modo parecido puede

1/t

1/t

11
202

verse también que la composicién 4 = f o g también satisface que (h(x’ )) /" es superaditiva.
El lema anterior y las dltimas observaciones permiten enunciar el siguiente resultado
general sobre funciones de la clase MSM.

Teorema 13. Sea f una funcion homogénea y monotona cuyas coordenadas son suma o
composicion de funciones en la clase MSM y supongamos que f es controlada inferiormente
con matriz de incidencia A. Si es A irreducible entonces f tiene un tinico autovector u €
(R™)*, con ||ul|y = 1. Si ademds A es primitiva entonces g*(x) — u cuando k — o para

todo x € (R")", siendo g(x) = %

En efecto, solo hay que observar que la transformacién h(x) = (f(x' ))]/ "y su inver-

sa f(x) = (h(xl/ d ))[ transforman autovectores sobre autovectores en (R")" y preservan la
convergencia bajo la métrica de Hilbert, ya que

i (), ) = dig (), (1)) = ey (R,

Por otro lado la Proposicion [T1] provee herramientas para calcular matrices de incidencia
para este tipo de funciones que generalizan, como ya observamos, las funciones acotadas
inferiormente por potencias.

Es importante observar que la restriccion s < 4o y r < +o0 para todo r tal que (r,0) € I,
k=1,...,m en las funciones de la clase MSM (9) es esencial para que exista ¢ tal que la

transformacién ( yit4 ))1/ " resulte en una funcién superaditiva y valgan los resultados de
unicidad y convergencia. Es cierto que estas condiciones no son necesarias para garantizar
la unicidad del autovector pero también es facil encontrar ejemplos, que involucran la me-
dia del supremo, donde se aplica el Teorema (I0) a) pero existen miltiples autovectores.
Consideremos por ejemplo el siguiente operador controlado inferiormente:

1
X2\ 2
max XI,E X3
11

2.2
f(x17x23x3) = ( va X > )

X1

111 . o . . . .
donde A = ((1) (1) (1) ) es una matriz de incidencia para f. Como A es irreducible, f tiene
un autovector en (R")". Podemos en este caso calcular directamente para ver que 1 es el

... . . u
autovalor positivo de f y que (uj,uz,u3) es autovector si y solo si uz = uy, u; > 32 y

11
2,2
uiu
U > 172

, es decir que todos los vectores de la forma (u;,up,u;) con u; /4 < up < 2u; son

autovectores de f asociados al 1.
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Los operadores homogéneos y mondtonos se aplican entre otras cosas para generalizar
los modelos poblacionales lineales clasicos como el considerado en (I). En particular cuan-
do se entiende que la produccién de nuevos individuos, representada por las fertilidades «;
en (I), es un proceso no lineal que depende de la interacci6n entre distintos estadios de la
poblacién, como ocurre por ejemplo al considerar poblaciones con dos sexos [16} [7]. En
esos casos es importante determinar la proporcién entre los distintos estadios que “estabi-
liza” la estructura poblacional, es decir un autovector positivo. Consideremos por ejemplo
una poblacion con tres estadios como en Farji-Brener et al. [6]], que utilizan un modelo li-
neal para describir y estimar el proceso de nidificacion de la hormiga cortadora de hojas. Se
consideran tres tipos de hormigueros: domos chicos, medianos y grandes; y la variacién en
el nimero de nidos (x,x2,x3) estd dada por el siguiente operador:

X it 3 X1 O(x1,x2,X3)
flx| =101 o 3| - |x]|+ 0
X3 31 12 133 X3 0

La matriz T = (t;;) colecta las tasas de transicién entre los distintos tipos de domos; asf si
i # j, t;; representa la tasa de transicién de domos de tipo j a domos del tipo 7, ya sea por
crecimiento o disminucién, en tanto que la funcién ¢ : (R3)* — R representa la formacién
de nuevos domos. Farji-Brener et al. [6] utilizan una funcién lineal ¢(x) = vix; + vox; +
v3x3 para su andlisis, pero podria en general considerarse cualquier funciéon homogénea y
mondtona. Es interesante observar en este ejemplo que, ya que 7" es una matriz de incidencia
para f, si T es irreducible entonces la existencia del autovector estd garantizada cualquiera
sea @, y si en particular ¢ es suma o composicién de funciones en la clase MSM entonces el
autovector positivo es tinico. Esto ofrece una amplia familia de funciones donde representar
la interaccién entre los tres estadios en cuanto a la produccién de nuevos domos y analizar
su influencia en la estructura estable de la poblacion.

7. PALABRAS FINALES

Intentamos aportar en este trabajo un resumen de las principales herramientas para el
estudio de operadores homogéneos y mondtonos en R’ . Esto nos permitié enunciar y de-
mostrar los resultados bésicos de la teorfa en un marco unificado, remarcando algunas moti-
vaciones précticas y posibles aplicaciones de los problemas estudiados. Las ramificaciones
y aplicaciones de la teorfa general son mucho més amplias y estdn en constante desarrollo,
abarcando espacios y operadores mds generales que los aqui considerados. Sin embargo,
aun en el caso de los problemas de interés en la descripcion de modelos poblacionales, no
existen resultados generales que se apliquen a una familia amplia de operadores. En este
sentido, la consideracién de las funciones controladas inferiormente y las funciones de la
clase MSM marcan claramente las limitaciones del resultado general y esperamos que mo-
tiven la continuidad del trabajo en la busqueda de resultados particulares, aplicables a casos
de interés en la descripcion de sistemas dindmicos y modelos poblacionales.
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