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ACERCA DE LAS ÁLGEBRAS DE FOMIN–KIRILLOV

CRISTIAN VAY

RESUMEN. Estas son las notas de la conferencia brindada durante el XIII Congreso Anto-
nio Monteiro. Haremos un recorrido por los trabajos que tienen como objeto de estudio a
las álgebras de Fomin–Kirillov, que son el ejemplo de álgebras de Nichols sobre grupos no
abelianos que despierta mayor interés en la actualidad.

Agradezco al comité organizador por la invitación a participar en este congreso.

1. LAS ÁLGEBRAS DE FOMIN–KIRILLOV

El anillo de cohomología de la variedad de bandera (de tipo A) es isomorfo a

Z[x1, . . . ,xn]/In,

donde In es el ideal generado por los polinomios simétricos. Los polinomios de Schubert
{Sw | w ∈ Sn} forman una base distinguida de este anillo, y satisfacen que las constantes
de las reglas de multiplicación son números no negativos, pues pueden interpretarse geo-
métricamente como la cantidad de puntos en cierta intersección. Sin embargo, no se ha
podido demostrar la no negatividad de estas constantes de manera combinatoria y esta fue
la intención de Fomin y Kirillov al introducir las álgebras que hoy llevan sus nombres1

Las álgebras de Fomin–Kirillov [21], denotadas FK n con n ∈ N, son generadas por
elementos [i j], con 1≤ i < j ≤ n, sujetos a las relaciones

[i j]2 = 0 para i < j; (1)

[i j][ jk] = [ jk][ik]+ [ik][i j],

[ jk][i j] = [ik][ jk]+ [i j][ik] para i < j < k;
(2)

[i j][kl] = [kl][i j] para {i < j}∩{k < l}= /0. (3)

Estas relaciones aparecen cuando uno analiza la acción de los operadores de diferencias
dividas ∂i j sobre Z[x1, . . . ,xn]:

∂i j f =
f − (i j) f
xi− x j

,

donde la trasposición (i j) actúa sobre f ∈ Z[x1, . . . ,xn] de manera canónica intercambiando
las indeterminadas xi y x j. Por lo que Fomin y Kirillov interpretan a FK n como un cu-
brimiento cuadrático universal del álgebra generada por los operadores ∂i j y encuentran al
anillo de cohomología de la variedad de bandera como una subálgebra de FK n. Específi-
camente, ellos definen los elementos de Dunkl

θ j = ∑
k 6= j

[ jk]

y prueban que el mapa

Z[x1, . . . ,xn]/In −→FK n, x j 7→ θ j ∀ j

1En [21] se pueden encontrar referencias y un tratamiento detallado acerca de la cohomología de las varie-
dades de banderas y los polinomios de Schubert.
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induce un morfismo de álgebras inyectivo.
Los autores conjeturaron que la evaluación de los polinomios de Schubert Sw(θ1, . . . ,θn)

en los elementos de Dunkl viven en el cono positivo FK +
n , lo que viene a ser las combina-

ciones lineales positivas de monomios en los [i j]. Esta conjetura implicaría lo no negatividad
de las constantes de multiplicación de los polinomios de Schubert y daría una descripción
combinatoria de estas constantes. Meszaros, Panova y Postnikov desarrollaron esta idea y
lograron completarla con éxito para varios casos [42, 38].

2. LAS ÁLGEBRAS DE NICHOLS

Un álgebra de Nichols es un álgebra de Hopf graduada en una categoría trenzada que
satisface ciertas propiedades [4, 10, 40]. Para fijar ideas, consideremos la categoría que nos
interesa aquí, esta es la categoría H

HY D de módulos de Yetter–Drinfeld sobre un álgebra de
Hopf H. Sea V ∈ H

HY D . Entonces el álgebra de Nichols B(V ) de V queda definida por las
siguientes propiedades:

B0(V ) = k,
B(V ) es generada por B1(V ) como álgebra,
B1(V ) =V = espacio de elementos primitivos de B(V ),

donde Bn(V ) denota el espacio homogéneo de grado n.
Claramente, podemos ver a B(V ) como un cociente del álgebra tensorial T (V ) si decreta-

mos que los elementos de V son primitivos, esto es, que la comultiplicación para todo v ∈V
es ∆(v) = v⊗ 1+ 1⊗ v. Existen varias maneras de caracterizar el núcleo de la proyección
T (V )�B(V ), por ejemplo:

es el máximo ideal generado por elementos de grado ≥ 2 que además es un coideal,
[10];
cada espacio homogéneo de grado n es el núcleo del simetrizador cuántico ∑σ∈Sn s(σ)
donde s : Sn→ Bn es la sección de Matsumoto y el grupo de trenza actúa sobre V⊗n

mediante la trenza de la categoría [47];
es la intersección de los núcleos de las casi-derivaciones ∂v para todo v ∈V [39];
es el radical de cierta forma bilineal sobre T (V ) simétrica y compatible con la es-
tructura de Hopf en T (V ) [32].

Calcular explícitamente este núcleo y decidir si el álgebra es de dimensión finita o no es
un problema muy difícil. A nosotros nos interesa resolverlo porque utilizando el Método del
Levante [10] esta información nos permite aproximarnos a la clasificación de las álgebras
de Hopf de dimensión finita con corradical H.

El caso en el que más se avanzó en resolver este problema es cuando H es el álgebra
de un grupo abeliano: Heckenberger [30] clasificó las álgebras de Nichols de dimensión
finita y Andruskiewitsch y Schneider [11] clasificaron las álgebras de Hopf punteadas sobre
grupos abelianos de orden coprimo con 210. Además, Angiono [9] dio una presentación
por generadores y relaciones de las álgebras de Nichols y con esto probó una conjetura de
Andruskiewitsch y Schneider afirmando que toda álgebra de Hopf punteada de dimensión
finita sobre un grupo abeliano es generada por elementos de tipo grupo y casi-primitivos.

Las álgebras de Nichols sobre grupos abelianos tienen una gran similitud con el álgebra
envolvente de un álgebra de Lie2, lo que permitió desarrollar herramientas de la teoría de
Lie en el contexto Nichols. Por ejemplo: encontrar bases PBW [36], definir el grupoide de

2Más específicamente, con su parte positiva, que de hecho se proyecta sobre los primeros ejemplos de
álgebras de Nichols.
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Weyl y sistemas de raíces generalizados [30] o estudiar la teoría de representaciones usando
los pesos [45].

En cambio, el contexto no abeliano es muy diferente. Si bien algunas de las herramientas
antes citadas se han podido generalizar y aplicar cuando V es la suma de dos o más sub-
módulos simples3, falta mucha información para el caso en que V es simple. Más aún, hay
pocos ejemplos de álgebras de Nichols de dimensión finita con V simple y en cambio se
sabe que para An, n≥ 5, y la mayor parte de los grupos simples esporádicos todas sus álge-
bras de Nichols son de dimensión infinita [1, 2, 20], y gran parte de las álgebras de Nichols
sobre grupos simples de tipo Lie también son de dimensión infinita [7]; se puede leer allí
sobre el estado del problema y encontrar más referencias al respecto.

2.1. álgebras de Nichols sobre grupos no abelianos. Los módulos simples en la cate-
goría de módulos de Yetter–Drinfeld sobre un grupo G no abeliano son parametrizados por
clases de conjugación y representaciones de los centralizadores de un elemento de la mis-
ma [4]. Equivalentemente, uno puede obviar la estructura de Yetter–Drinfeld y considerar
racks y 2-cociclos para estudiar el álgebra de Nichols sobre un V dado, ver [6].

Los pocos ejemplos de álgebras de Nichols sobre grupos no abelianos de dimensión finita
son:

1. Las asociadas a clases de conjugación On
m de m-ciclos en el grupo simétrico Sn:

a) B(On
2 ,sgn) con la representación signo sgn para n = 3,4,5;

b) B(On
2 ,χ) con la representación χ = ε× sgn para n = 3,4,5;

c) B(O4
4 ,sgn) con la representación signo sgn,

las cuales se realizan en la correspondiente categoría kSn
kSn

Y D . Para n ≥ 6, se sabe
que las únicas álgebras de Nichols que pueden llegar a tener dimensión finita son
B(On

2 ,sgn) y B(On
2 ,χ) [15].

2. Las asociadas a racks afines:
a) cinco con 2-cociclo constante−1 sobre los racks (F4,ω), (F5,2), (F5,3), (F7,3)

y (F7,5) [5, 6];
b) una con 2-cociclo no constante sobre el rack (F4,ω) [31].

Estos ejemplos se pueden realizar sobre productos semidirectos de grupos.

3. LAS ÁLGEBRAS DE FOMIN–KIRILLOV EN EL CONTEXTO
DE LAS ÁLGEBRAS DE NICHOLS

Consideremos el espacio vectorial V con base {x(i j) | 1 ≤ i < j ≤ n}, es decir indexada
por las trasposiciones en Sn. El centralizador de (12) en Sn es C(12) = 〈(i j) | 3≤ i< j≤ n〉×
〈(12)〉. Entonces los módulos de Yetter–Drinfeld sobre Sn que dan lugar a las álgebras de
Nichols de dimensión finita listadas en (1.a) y (1.b) son construidos sobre V de la siguiente
manera:

la acción es g · x(i j) = ρ(g)xg(i j)g−1 ,

la coacción es δ (x(i j)) = (i j)⊗ x(i j),

donde la representación ρ de C(12) puede ser el signo sgn : Sn→ {±1} de la permutación
o bien χ = ε× sgn, donde ε es la representación trivial. Estos módulos de Yetter–Drinfeld
son denotados M(On

2 ,sgn) y M(On
2 ,χ), respectivamente.

3En [8] se generalizan las nociones de grupoide de Weyl y sistemas de raíces de [30], y en [33] se clasifican
las álgebras de Nichols sobre grupos no abelianos con V igual a la suma de dos submódulos simples.
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Milinski y Schneider [39] notaron que el álgebra de Fomin–Kirillov es una álgebra de
Hopf trenzada en la categoría kSn

kSn
Y D . Más aún, probaron que el mapa

FK n −→B(On
2 ,χ), [i j] 7→ x(i j)

define un epimorfismo de álgebras trenzadas y que es un isomorfismo para n = 3 y 4; Graña
[25] comprobó el isomorfismo para n = 5. Para n≥ 6 no se sabe si este epimorfismo es un
isomorfismo.

Los autores también mostraron que FK n es un FK n−1-módulo libre. Más aún, existe
una subálgebra Kn tal que la restricción de la multiplicación

Kn⊗FK n−1 −→FK n, k⊗ x 7→ kx

es un isomorfismo lineal. Esto se desprende de un teorema más general de [39] al estilo del
Teorema de Radford [44] para álgebras de Hopf con proyecciones. Esta descomposición
también fue probada de otra manera por [22].

Las subálgebras Kn y FK n−1 están bien determinadas:

FK n−1 = 〈[i j] | 1≤ i < j ≤ n−1〉,
Kn = 〈[1n], . . . , [(n−1)n]〉.

3.1. Dimensiones y bases tipo PBW. Las dimensiones de las tres primeras álgebras de
Fomin–Kirillov son

dimFK 3 = 12, dimFK 4 = 576, dimFK 5 = 8294400.

Se puede ver una demostración de las dos primeras igualdades en [39]. La última fue pro-
bada por Jan-Erik Roos con el paquete Bergman, ver [25].

En [25] Graña dio unas bases lineales muy singulares para los ejemplos de álgebras de
Nichols de dimensión finita sobre grupos no abelianos. La peculiaridad de estas bases es
su parecido con las bases PBW que poseen las álgebras de Nichols sobre grupos abelianos,
por lo que sería muy interesante y de gran utilidad poder entenderlas en profundidad y
generalizarlas.

Por ejemplo, la base para FK n (n = 3,4,5) está formada por todos los elementos de la
forma

β(12)β(23)β(13) · · ·β(1n)β(2n) · · ·β((n−1)n)

donde cada β(i j) pertenece a un conjunto B(i j) de monomios iniciados por [i j] dados explí-
citamente:

B(i j) = {1, [i j], [i j] · · · , . . .}.
Las cardinalidades de estos conjuntos no son necesariamente iguales, y no son dados de una
forma concisa sino mediante la lista explícita.

3.2. Álgebras de Nichols sobre grupos de Coxeter. El trabajo [39] no solo se concentra
en las álgebras de Fomin–Kirillov. Allí también son estudiadas las álgebras de Nichols aso-
ciadas a la clase de conjugación de los generadores de un grupo de Coxeter en general. Los
autores, valiéndose de la combinatoria y de las propiedades conocidas de los grupos de Co-
xeter, fueron capaces de encontrar relaciones que valen en este tipo de álgebras de Nichols,
caracterizar ciertos subespacios y la subálgebra generada por los generadores asociados a
los generadores del grupo de Coxeter.

Bazlov en [16] hace uso de esta presentación de [39] para generalizar el trabajo de
Fomin–Kirillov a otros grupos de Coxeter tal como es sugerido en [21, p. 6]. Explícita-
mente, sea G un grupo de Lie semisimple con grupo de Weyl W y B el subgrupo de Borel
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de G. La variedad de bandera de G es el espacio homogéneo G/B y el anillo de cohomología
de G/B es el álgebra de coinvariantes

SW = S(h)/IW ,

donde S(h) es el álgebra simétrica de la subálgebra de Cartan h y IW es el ideal generado
por los polinomios W-invariantes.

Sea VW el módulo de Yetter–Drinfeld sobre W generado por los símbolos [α], con α raíz
de W y sujetos a la condición [−α] = −[α]. La W -acción es dada por w[α] = [wα] para
todo w ∈W . Además, consideremos la nilcoxeter álgebra NW ; esta es definida mediante
generadores xα , α raíz simple de W , y relaciones como las del grupo W pero igualadas a
cero4.

Entonces, lo que logra hacer Bazlov [16, Theorems 5.1, 6.1] es encontrar morfismos
inyectivos de álgebras

SW →B(VW ) y NW →B(VW ).

Además, el autor realiza la acción de NW sobre SW mediante operadores de diferencias
divididas

∂α : S(h)−→ S(h), ∂α( f ) =
f − sα f

α

dentro del álgebra de Nichols B(VW ).

3.3. Las álgebras de Nichols sobre Sn son equivalentes por twist. Vendramin [50] de-
mostró que las álgebras B(On

2 ,χ) y B(On
2 ,sgn) son equivalentes por twist para todo n ∈N.

Más aún, B(O4
4 ,sgn), la otra álgebra de Nichols de dimensión finita sobre S4, B(O4

2 ,χ)
y B(O4

2 ,sgn) también son equivalentes por twist. Esto es importante porque gracias a un
resultado de [3] se deduce que las series de Hilbert de estas álgebras son iguales.

3.4. Subálgebras de FK n. En un interesante trabajo Blasiak, Liu y Meszaros [17] ana-
lizan ciertas subálgebras de FK n obteniendo sorprendentes propiedades para estas. Los
autores consideran los generadores [i j] como las aristas de un grafo completo de n vértices.
Entonces las subálgebras que ellos contemplan son las subálgebras EG generadas por los
subgrafos G del grafo completo de n vértices.

Estas subálgebras comparten dos importantes propiedades con las álgebras de Nichols.
Específicamente, si FK G es de dimensión finita entonces:

La serie de Hilbert es simétrica, es decir EG tiene un grado máximo t y las dimensio-
nes dn de los espacios homogéneos de grado n satisfacen dn = dt−n.
Si H es un subgrafo de G entonces EG es un EH-módulo libre.

A pesar de que los autores son capaces de calcular la dimensión de varias subálgebras
EG, por ejemplo las correspondientes a subgrafos del tipo Dynkin, se topan con 7 subgrafos
de 6 vértices para los cuales les es imposible hacerlo, como ocurre con FK 6, y conjeturan
que las correspondientes subálgebras son de dimensión infinita; ver [17, Figure 10].

4. EL ÁLGEBRA DE FOMIN–KIRILLOV FK 3

Durante esta sección nos concentraremos en FK 3, que es el álgebra de Nichols más
pequeña que existe sobre un grupo no abeliano y sobre la que más información tenemos.

4Recordar que W es un grupo de Coxeter generado por elementos sα , α raíz simple de W , sujetos a relaciones
s2

α = 1 y (sα sα ′)
mα,α ′ = 1.
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Sea V = M(O3
2 ,sgn) el módulo de Yetter–Drinfeld sobre S3 de acuerdo a la definición de

la sección anterior. El álgebra de Nichols correspondiente B(V ) es generada por x(12), x(23)
y x(13) sujetos a las relaciones

x2
(12) = x2

(23) = x2
(13) = 0,

x(12)x(23)+ x(23)x(13)+ x(13)x(12) = 0,
x(23)x(12)+ x(13)x(23)+ x(12)x(13) = 0.

En la literatura es común encontrar a FK 3 presentada como esta álgebra de Nichols, por
lo que nosotros también usaremos esta identificación. Notar que M(O3

2 ,sgn) = M(O3
2 ,χ),

porque C(12) = 〈(12)〉, lo que induce el isomorfismo FK 3 'B(V ).

4.1. Cohomología de FK 3. Conocer el álgebra de Yoneda E(H) = Ext∗H(k,k) de un
álgebra de Hopf cobró interés a partir de los trabajos de Quillen, Avrunin, Scott y Carlson
[43, 12, 18], entre otros, quienes introdujeron métodos geométricos para estudiar la teoría
de representaciones de un álgebra de grupo a partir de asignarle a cada G-módulo M cierto
cerrado VG(M), llamado “variedad de soporte”, en el espectro del álgebra de Yoneda del
grupo G. Esta asignación satisface interesantes propiedades, como por ejemplo:

VG(M⊗N) =VG(M)∩VG(N).
VG(M) es la unión disjunta de dos cerrados W1 y W2 si y solo si M = M1⊕M2 con
Wi =VG(Mi).

El primer paso para poder desarrollar estos métodos es probar que la correspondiente
álgebra de Yoneda es finitamente generada. Esto fue probado por Golod, Venkov y Evens
para grupos [28, 19, 51]; Friedlander y Suslin para álgebras de Hopf coconmutativas [23];
Ginzburg y Kumar para grupos cuánticos pequeños [34]; Gordon para álgebra de funciones
sobre grupos cuánticos [29]; Mastnak, Pevtsova, Schauenburg y Witherspoon para álgebras
de Nichols sobre grupos abelianos y sus levantamientos [37].

Junto a Dragos Ştefan [48] calculamos el álgebra de Yoneda B = B(V ), en particular
probamos que es finitamente generada. Este es el primer resultado de este tipo que se obtiene
para álgebras de Nichols sobre un grupo no abeliano.

Sea SV el álgebra simétrica de V en la categoría kS3
kS3

Y D , esto es

SV = T (V )/〈x(i j)⊗ x(lk)− c(x(i j)⊗ x(lk)) | (i j),(lk) trasposiciones enS3〉,

donde c es la trenza de la categoría. Notar que por [37] el álgebra de Yoneda de un álgebra de
Nichols es conmutativa con respecto a la trenza de la categoría de Yetter–Drinfeld. Nuestro
principal resultado es el siguiente.

Teorema 4.1. Sea E(B) = Ext∗B(k,k) el álgebra de Yoneda del álgebra de Nichols B =
B(V ). Entonces existe un isomorfismo de álgebras graduadas

E(B)' SV [X ]

con degx(i j) = 1 y degX = 4.

También obtuvimos el álgebra de Yoneda de las bosonizaciones B(V )#kS3 y B(V )#kS3

como los invariantes E(B)kS3 y E(B)k
S3 [48, Theorems 4.19, 4.22].

La estrategia para demostrar el isomorfismo E(B) ' SV [X ] comienza por recordar la
descomposición dada por [39] para FK 3:

B = A⊗σ R, con A = 〈x(12),x(23)〉 y R = 〈x(13)〉.
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Entonces podemos ver esta descomposición como un producto cruzado donde A es una
subálgebra normal y aplicar la sucesión espectral de Cartan–Eilenberg para este tipo de
descomposiciones:

E p,q
2 = Extp

R(k,Extp
A(k,k)) =⇒ Extp+q

B (k,k).

Luego dividimos la prueba en tres pasos:

1. Calcular E(A) = Extp
A(k,k).

2. Calcular la acción de R sobre E(A).
3. Calcular el límite de la sucesión espectral E p,q

2 .

A continuación explicaremos brevemente estos pasos.

4.1.1. El álgebra de Yoneda de A. El álgebra A es exactamente la nilcoxeter álgebra co-
rrespondiente al diagrama A2, es decir

A = 〈x(12),x(23) | x2
(12), x2

(23), x(12)x(23)x(12)− x(23)x(12)x(23)〉.

Para simplificar la notación decretamos a = x(12), b = x(23), y sea ρt la multiplicación
a derecha por el elemento t ∈ A. Gracias a las relaciones que definen a A construimos el
siguiente complejo doble de A-módulos.

...

ρb

��

...

ρ−a

��

...

ρb

��

...

ρ−a

��

...

ρba

��
A

ρb
��

A
ρbaoo

ρ−a
��

A
ρaboo

ρb
��

A
ρbaoo

ρab
��

A
ρboo

ρab
��

· · ·
ρboo

A

ρb
��

A
ρbaoo

ρ−a
��

A
ρaboo

ρba
��

A
ρ−aoo

ρba
��

A
ρ−aoo

ρba
��

· · ·
ρ−aoo

A

ρb
��

A
ρbaoo

ρab
��

A
ρboo

ρab
��

A
ρboo

ρab
��

A
ρboo

ρab
��

· · ·
ρboo

A A
ρ−a
oo A

ρ−a
oo A

ρ−a
oo A

ρ−a
oo · · ·

ρ−a
oo

Más aún, probamos que el complejo total asociado determina una resolución libre minimal
para k. Por lo tanto,

dimEn(A) = n+1.

Trabajando un poco más pudimos encontrar los generadores del álgebra y sus relaciones,
obteniendo que

E(A) = 〈x,y,z | xy, yx, zx+ yz, xz+ zy〉

con degx = 1 = degy y degz = 2 [48, Theorem 3.3].

4.1.2. La acción de R sobre E(A). Calcular esta acción fue lo más complejo pero pudimos
desarrollar un método general que se aplica a otros productos cruzados. La idea del método
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se basa en el siguiente diagrama conmutativo:

A⊗A(n)
+ ⊗R

di
n⊗R //

A⊗σn
��

A⊗A(n−1)
+ ⊗R

A⊗σn−1
��

A⊗R⊗A(n)
+

∂ i
n

// A⊗R⊗A(n−1)
+

donde las mapas horizontales corresponden a dos resoluciones de Bar ligeramente distintas
y los mapas verticales son inducidos por el twist que define el producto cruzado. Esto nos
permite transportar acciones de una resolución a otra para así inducir una acción de R sobre
una a A-resolución de k, ver [48, Subsection 2.10].

4.1.3. El límite de la sucesión espectral. Las dimensiones de los espacios En(B) son dadas
por la sucesión {Nn}n∈N de los enteros congruentes a 1,3,5 y 0 módulo 6, es decir

{Nn}n≥0 = {1,3,5,6,7,9,11,12,13, . . .}.
Esto fue conjeturado por Solberg [49] a partir de cálculos computacionales. Para demostrar
la validez de la conjetura, lo primero que hicimos fue ver que

En(B)≤ ∑
p+q=n

E p,q
2 = Nn,

usando el conocimiento explícito de la acción de R sobre E(A).
Luego probamos que E1(B) genera una subálgebra isomorfa a SV ; para esto construimos

morfismos E(B)→ k de álgebras apropiados para demostrar que se puede encontrar una
base de SV dentro de E(B) [48, Proposition 4.6].

Por último, pudimos comprobar la existencia del cuarto generador de E(B), el corres-
pondiente a X , estudiando la acción del grupo S3 sobre la B-resolución de Bar de k. Aquí
desarrollamos una técnica con mucha generalidad, ver [48, Subsection 2.9]. Aunque no pu-
dimos calcular explícitamente este generador, saber que existía fue suficiente para argüir
que En(B) = Nn para todo n ∈ N y terminar de mostrar el isomorfismo del Teorema 4.1.

4.2. Clasificación de álgebras de Hopf asociadas a FK 3. Siguiendo el Método del
Levante se ha podido clasificar las álgebras de Hopf punteadas y copunteadas sobre S3

5 de
dimensión finita. Explícitamente:

1. FK 3 es la única álgebra de Nichols sobre S3 de dimensión finita:
a) [39] probó que FK 3 es el álgebra de Nichols de V y es de dimensión finita.
b) [15] probó que el álgebra de Nichols de cualquier otro módulo simple en kS3

kS3
Y D

es de dimensión infinita.
c) [8] probó que el álgebra de Nichols correspondiente a sumas de V es de dimen-

sión infinita.
2. Generación en grado 1: cualquier álgebra de Hopf punteada sobre S3 de dimensión

finita es generada por el primer término de la filtración corradical, y la trenza infini-
tesimal es isomorfa a V en la categoría kS3

kS3
Y D ; esto sigue de 1 y [5].

3. Levantamientos de FK 3:
a) Las álgebras de Hopf punteadas sobre S3 de dimensión finita son cocientes de

T (V )#kS3 [5].
b) Las álgebras de Hopf copunteadas sobre S3 de dimensión finita son cocientes de

T (V )#kS3 [13].

5Con corradical el álgebra de grupo kS3 y el álgebra de funciones kS3 , respectivamente.
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Algunas observaciones:

Los pasos 1 y 2 valen para el caso copunteado porque las categorías trenzadas
kS3
kS3

Y D y kS3
kS3

Y D son equivalentes.
Los pasos 1, 2 y 3.a están resueltos para el caso punteado sobre S4 y S5 pero no para
el caso copunteado.
En [27] clasificamos todas las álgebras de Hopf punteadas o copunteadas (para cual-
quier grupo) que son levantamientos de FK 3.

A continuación daremos las construcciones de los cocientes de (3.a) y (3.b).

4.2.1. Levantamientos sobre kS3. Recordemos que T (V ) y kS3 son subálgebras de
T (V )#kS3 y la regla de conmutación entre los elementos de T (V ) y kS3 es dada por

gx(i j) = sgn(g)xg(i j)g−1g

para toda trasposición (i j) y g ∈ S3, mientras que la comultiplicación en estos elementos es

∆(x(i j)) = x(i j)⊗1+(i j)⊗ x(i j) y ∆(g) = g⊗g.

Para cada λ ∈ k, consideremos los ideales de Hopf Iλ de T (V )#kS3 generados por

x2
(12), x2

(23), x2
(13),

x(12)x(23)+ x(23)x(13)+ x(13)x(12)−λ (1− (123)),

x(23)x(12)+ x(13)x(23)+ x(12)x(13)−λ (1− (132)).

Sea Aλ el correspondiente cociente (ver [5]):

Aλ = T (V )#kS3/Iλ .

Entonces toda álgebra de Hopf punteada de dimensión finita sobre S3 es isomorfa a una, y
solo una, de las siguientes tres:

kS3, A0, A1.

Además, vale que A0 =B(V )#kS3 y A1 'Aλ para todo λ 6= 0.
Notar que las relaciones que definen Aλ son las mismas de B(V ) pero deformadas sobre

kS3. Más aún, por [26] sabemos que las álgebras de Hopf Aλ son todas deformaciones por
cociclo unas de otras.

4.2.2. Levantamientos sobre kS3 . Sea {δg | g ∈ S3} la base dual a la base canónica de S3.
La regla de conmutación entre los elementos de T (V ) y kS3 es dada por

δgx(i j) = x(i j)δ(i j)g

para toda trasposición (i j) y g ∈ S3, mientras que la comultiplicación en estos elementos es

∆(x(i j)) = x(i j)⊗1+ ∑
t∈S3

sgn(t)δt ⊗ xt−1(i j)t y ∆(δg) = ∑
t∈S3

δt ⊗δt−1g.

Consideremos el conjunto

A= {(a(12),a(23),a(13)) ∈ k3 | a(12)+a(23)+a(13) = 0}.

El grupo k∗×S3 actúa sobre A vía

(µ,g) · (a(12),a(23),a(13)) = µ(ag(12)g−1 ,ag(23)g−1 ,ag(13)g−1).
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Para cada a ∈ A denotamos por Ia al ideal de Hopf de T (V )#kS3 generado por

x2
(i j)− ∑

g∈S3

(a(i j)−ag−1(i j)g)δg para toda trasposición (i j) ∈ S3,

x(12)x(23)+ x(23)x(13)+ x(13)x(12),

x(23)x(12)+ x(13)x(23)+ x(12)x(13),

y el correspondiente cociente lo denotamos (ver [13, 14])

Aa = T (V )#kS3/Ia.

Entonces toda álgebra de Hopf copunteada sobre S3 de dimensión finita es isomorfa a

kS3 o Aa, para algún a ∈ A.

Más aún, Aa 'Ab si y solo si b = (µ,g) ·a para algún (µ,g) ∈ k∗×S3.
Al igual que en el caso punteado, las relaciones que definen a Aa son las mismas del

álgebra de Nichols pero deformadas sobre kS3 y son todas deformaciones por cociclos unas
de otras [14]. En [14] también se puede encontrar un estudio de las representaciones de
estas álgebras y en [41] de las representaciones del doble de Drinfeld de B(V )#kS3 .
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