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INTRODUCCION AL ALGEBRA UNIVERSAL

DIEGO N. CASTANO

RESUMEN. En este breve curso se presenta el objeto de estudio del dlgebra universal: las
dlgebras, y las herramientas mds bdsicas utilizadas para su descripcién y estudio: subdl-
gebras, homomorfismos, productos directos y subdirectos, congruencias, dlgebras libres,
ecuaciones, etc. Asimismo veremos uno de los primeros resultados importantes de esta dis-
ciplina que dispar6 su crecimiento enormemente: el teorema de Birkhoff.

Este curso pretende ser solo una primera introduccién a los conceptos basicos del dlgebra
universal mirados como generalizacién mds o menos directa de las nociones correspondien-
tes para grupos y anillos. Una exposicidn sistemadtica de estos temas que incluye resultados
mads profundos de la disciplina puede encontrarse en los siguientes textos fundamentales de
introduccién al dlgebra universal:

= S. Burris, H. P. Sankappanavar, A Course in Universal Algebra, Springer-Verlag,
1981. Hay disponible una version gratuita online, revisada en 2012: https://www.
math.uwaterloo.ca/"snburris/htdocs/ualg.html

= C. Bergman, Universal Algebra, Fundamentals and Selected Topics, CRC Press,
2012.

» G. Gritzer, Universal Algebra, Second edition, Springer-Verlag, 2008.

= R. McKenzie, G. McNulty, W. Taylor, Algebras, Lattices, Varieties, Volume 1, Wads-
worth & Brooks/Cole Advanced Book & Software, 1987.

1. EL OBJETO DE ESTUDIO: ALGEBRAS

El 4lgebra tradicional moderna estudia fundamentalmente dos tipos de estructuras mate-
maticas:

= Grupos: estos se suelen definir como un par (G, -), donde G es un conjunto no vacio
y - : G X G — G es una funcién que llamamos operacion binaria del grupo y que
satisface las siguientes condiciones:
(G1) Asociatividad: para todo x,y,z € G, x-(y-z) = (x-y) - 2.
(G2) Existencia de elemento neutro: existe un elemento 1 € G tal que 1-x =
x-1=xparatodox € G.
(G3) Existencia de inversos: para cada x € G, existe un elemento x’ € G tal
quex-xX =x"-x=1.
= Anillos: estos se suelen definir como una terna (A,+,-) donde A es un conjunto no
vacio y + vy - son dos operaciones binarias, es decir, son funciones +: A X A — A,
1A XA — A, tales que:
(A1) (A,+) es un grupo con elemento neutro 0.
(A2) Conmutatividad de +: para todo x,y € A, x+y =y +x.
(A3) Asociatividad de -: para todo x,y,z € A, x- (y-z) = (x-y) - 2.
(A4) Distributividad a izquierda: para todo x,y,z €A, x- (y+2z) =x-y+x-2.
(AS) Distributividad a derecha: para todo x,y,z € A, (x+y)-z=x-z+y 2.


https://www.math.uwaterloo.ca/~snburris/htdocs/ualg.html
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Podemos observar que ambas estructuras constan de un conjunto no vacio A de base
sobre el cual estdn definidas una o mds operaciones binarias. Por operacién binaria enten-
demos una funcién f: A x A — A de modo que podemos calcular f(aj,ay) para cualquier
par (aj,ay) € A X A y obtener como resultado un nuevo elemento f(aj,a;) de A, que usual-
mente, por comodidad, notamos con notacion infija f(ay,a) = ay f az.

Las estructuras de grupos y anillos, asi como otras de similar naturaleza algebraica, apa-
recen en miltiples contextos matemadticos. Relacionados con estas estructuras hay muchos
conceptos asociados, utiles para probar resultados que intentan describir lo més claramen-
te posible su estructura. En este estudio se puede apreciar que muchas de las propiedades
béasicas que poseen no dependen de las propiedades especificas (de grupos y anillos) que
verifican segin su definicidn, sino que obedecen a su forma mds bésica.

El élgebra universal pretende ver los grupos y los anillos como casos particulares de
estructuras mucho mds generales. Estas estructuras se denominan dlgebra ~ y constan de
un conjunto no vacio de base sobre el cual estdn definidas operaciones. Para dar mayor
generalidad a esta estructura se admiten no solamente cualquier nimero de operaciones,
sino también operaciones de diferentes aridades, ademds de las operaciones binarias. A
continuacion definimos en forma precisa estos conceptos.

Definicion 1.1. Dado un conjunto no vacio A y un entero no negativo n, llamamos operacion
n-aria a cualquier funcién f : A" — A.

= Observar que si n = 0, A? es un conjunto con un solo elemento y, por tanto, identi-
ficamos la operacién f : A — A con el valor de f en el tinico elemento de A%; por
esta razén llamamos constantes a las operaciones 0-arias.

= A las operaciones 1-arias, 2-arias, 3-arias, las solemos denominar operaciones una-
rias, binarias, ternarias, respectivamente.

Definicion 1.2. Un lenguaje (algebraico) £ es un conjunto de simbolos de operaciones,
cada uno con una aridad fija asociada que es un enterno no negativo.

Definicion 1.3. Dado un lenguaje .Z, una .Z-dlgebra es un par A = (A, F) donde A es un
conjunto no vacioy F = {fA : f € £} es una familia de operaciones sobre A de modo que
fA tiene la aridad correspondiente al stmbolo f. El conjunto A es el universo del 4lgebra
y las operaciones de F' son sus operaciones bdsicas o fundamentales. Decimos que dos
dlgebras son similares si son dlgebras sobre el mismo lenguaje.

Cuando no haya lugar a confusién omitiremos con frecuencia el superindice que distin-
gue la operacién fA del stmbolo de operacién f.

Ejemplo 1.4.

(1) Si .Z = {*} donde # es un simbolo de operacién binaria, A = ({0,1,2},%4) es un

4lgebra donde ** estd dada por
I, six=
xxby=4"" "7 =y
X, Six#y.

(2) Observando la definicién de grupos y anillos dada anteriormente, se ve claramente que
los grupos son dlgebras sobre un lenguaje {-} con una operacién binaria y los anillos
son dlgebras sobre un lenguaje {+,-} que posee dos operaciones binarias.

INo confundir con la nocién de k-dlgebra tradicional que consiste de un k-espacio vectorial dotado ademads
de una estructura compatible de anillo.
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(3) Cuerpos. Un cuerpo es un anillo K = (K, +,-) que verifica las siguientes condiciones
adicionales:

(C1) Existe l € K talque x-1 =1-x=x para todo x € K.
(C2) x-y=y-xparatodo x,y € K.
(C3) Paratodo x € K, x # 0, existe x ! € K tal que x-x~! = 1.

(4) Espacios vectoriales. Dado un cuerpo K, un K-espacio vectorial tradicionalmente se
define como una estructura que posee, ademds de una estructura de grupo, una ope-
racion externa K x V — V de multiplicacion entre escalares del cuerpo y vectores del
espacio V. Tal definicién no corresponderia a un dlgebra en el sentido del dlgebra uni-
versal. Sin embargo, es muy sencillo adaptar la definicién de K-espacios vectoriales,
considerando que cada escalar k € K define una operacién unaria sobre V, k:V — V,
tal que v — kv. De esta manera un K-espacio vectorial es un dlgebra V= (V, +, {k}1ck)
tal que:

) (V,4+) es un grupo con elemento neutro 0.
) x+y=y+xparatodox,y V.

EV3) 1x=ux.
)
)

(k1 +ka)x = kyx + kpx para todo kj,k, € K, x € V.
(EV6) ki(kyx) = (k;-kz)x paratodo ki, k, € K,x € V.

(5) Algebras de Boole. Estas algebras aparecen naturalmente en el estudio de la légica
clasica (I6gica booleana). Un élgebra de Boole es un dlgebra B = (B, A,V,—,0,1),
donde Ay V son operaciones binarias, — es una operacién unariay O y 1 son constantes,
tales que para todo x,y,z € B:

(B1) xA(yAz) = (xAy) Az,

xV(yVz)=(xVy)Vz.

(B2) xA\y=yAx, xVy=yVx.

(B3) x=xAx, xX=xVx.

(B4) x=xA(xVy), x=xV(xAy).

(BS) xV(yAz) =(xVy)A(xVz), xA(yVz)=(xAy)V(xAz).
(B6) xAN0O=0, xV1=1.

(BT) xA—x=0, xV—x=1.

(B8) —(—x)=x

(B9) —(xAy)=—xV—y, —(xVy)=—xA—y.

2. CONSTRUCCIONES BASICAS

En esta seccion veremos las nociones fundamentales asociadas a las dlgebras. La mayoria
son generalizaciones de las correspondientes para grupos y anillos: subgrupos y subanillos,
homomorfismos, grupos y anillos cociente, productos directos, etc.

2.1. Subalgebras.

Definicion 2.1. Un subuniverso de A es un subconjunto B de A que es cerrado bajo las
operaciones fundamentales de A, es decir, si f es una operacién fundamental n-aria de A 'y
ai,...,a, € B, entonces fA(ay,...,a,) €B.

Dadas dos algebras similares A y B, decimos que B es subdlgebra de A si BC Ay
cada operacién fundamental de B es la restriccién de la correspondiente operacion de A.
Escribimos B < A.

Observar que si B es un subuniverso no vacio del dlgebra A = (A, {fA: f € £}), el
dlgebra (B, {fA|p: f € £}) es una subdlgebra de A. Por lo tanto, se suelen identificar las
subdlgebras de A con sus subuniversos.
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Ejemplo 2.2. Observemos que si consideramos el grupo (Z,+) de los nimeros enteros,
seglin la definicion anterior (N, +) es una subdlgebra de (Z,+), pues N es cerrado bajo
la tnica operacién fundamental de (Z,+). Sin embargo, (N, +) no es un grupo. Luego, la
nocién general de subdlgebra no coincide aqui con la de subgrupo.

Esta discrepancia es facilmente solucionable, pues si observamos las condiciones de la
definicién de grupo vemos que todo grupo posee dos operaciones importantes mas ademas
de la operacién binaria:

= El elemento neutro: se puede pensar como una operacién constante 1 : G° — G que
elige un elemento fijo del grupo.
= Elinverso: se puede pensar como una operacién unaria ~' : G — G.

De esta manera, podemos dar una nueva definicién: un grupo es un lgebra G = (G, -, =, 1)
donde - es una operacién binaria, ~! es una operacién unaria y 1 es una constante, tales que:
(G1) x-(y-z) = (x-y) -z paratodo x,y,z € G,
(G2) x-1=1-x=xparatodo x € G,
(G3) x-x '=x"1.x=1paratodox € G.
Las estructuras en apariencia no cambian pero si la nocién de subdlgebra asociada a ellas.
Ahora un subconjunto X C G, para ser un subuniverso de (G, -, !, 1), deberd ser cerrado
bajo las tres operaciones, por lo tanto debera verificar que:

m leX,
= six,y € X, entonces x-y € X,
= six € X,entoncesx ! € X.

Esta nocidn de subdlgebra si coincide con la nocién habitual de subgrupo.

Esta forma de definir la estructura de grupo tiene la ventaja ademads de que las condiciones
de grupo se reducen ahora a identidades o ecuaciones pues las condiciones existenciales
estdn implicitas en las operaciones fundamentales unaria y 0-aria. Veremos la importancia
de este hecho cuando tratemos los conceptos de variedad y de clase ecuacional.

Ejemplo 2.3. De la misma forma que con los grupos, la definicién adecuada de anillo en el
contexto de dlgebra universal es la siguiente: un anillo es un dlgebra (A, +,—,0,-) donde +
y - son dos operaciones binarias, — es una operacién unaria y 0 es una constante, tales que:

(A1) (A,+,—,0) es un grupo.

(A2) x+y=y+x, paratodo x,y € A.

(A3) x-(y-z) = (x-y) -z paratodo x,y,z € A.

(A4) x-(y+2z) = (x-y)+ (x-z) para todo x,y,z € A.

(A5) (x+y)-z=(x-2)+ (y-2) para todo x,y,z € A.

Al igual que en grupos y anillos, la siguiente propiedad de los subuniversos de un dlgebra
es la clave para definir subdlgebra generada. Su demostracién es muy sencilla y se deja como
ejercicio.

Proposicion 2.4. Si {S; : i € I} es una familia de subuniversos de un dlgebra A, entonces
Nic1 Si también es un subuniverso.

Definicion 2.5. Dada un dlgebra A y un subconjunto X C A, el subuniverso generado por X,
SgA(X), es la interseccién de todos los subuniversos de A que contienen a X. Si Sg”(X) # 0
entonces es el universo de una subélgebra que denotamos Sg* (X).

Mas interesante que la definicién abstracta de subuniverso generado es obtener una ma-
nera sistemdtica de generar todos los elementos de dicho subuniverso a partir de los gene-
radores (los elementos de X). El siguiente teorema resuelve el problema.
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Teorema 2.6. Sea A = (A, F) un dlgebra y X C A. Definimos, por recursion, los conjuntos
X

m Xog =X,

» X1 =X, U{f(ar,...,a) s ai,...,ax € X, f € F de aridad k}.
Entonces Sg™(X) = U, Xn.
Ejemplo 2.7. Consideremos el grupo Z, = (Z12,+, —,0) y calculemos SgZ2({3}). Cal-
culamos:

n X = {3}U{0,3,—3,6} = {0,3,6,9}.
= X, =X].
= X, =X].

Por lo tanto, SgZ12({3}) = U, X, = X; = {0,3,6,9}.

Ejemplo 2.8. Consideremos el grupo Z = (Z,+, —,0) y calculemos SgZ({3}). Calculamos:
= Xp ={3}.
= X; ={3}U{0,-3,6} ={-3,0,3,6}.
= X, =X, U{0,3,-3,-6,9,12} = {-6,-3,0,3,6,9,12}
= etc.
Vemos que SgZ({3}) =, X, = {3k : k € Z}.
2.2. Congruencias y algebras cociente. En esta seccion extenderemos la construccion
de grupos cociente y anillos cociente al contexto general de dlgebras.

Recordemos que si N es un subgrupo normal de un grupo G, el grupo cociente G/N se
construye de la siguiente manera:

= Se define una relacién sobre G definiendo:
X=y<— xyf1 €N.

= Se prueba que = es una relacion de equivalencia sobre G y se define G/N := G/=

como el conjunto cociente respecto de dicha relacién de equivalencia.
= Se prueba que si definimos una operacion binaria en G/N mediante

X-y=x-y,
esta resulta bien definida, es decir,
six=xey=y, entonces x-y=x"-y'. (1)

De esta manera la definicién anterior no depende de los representantes elegidos para
las clases de equivalencia.
= Se prueba que (G/N,-) es un grupo.
La clave para generalizar esta construccion es basarse en la relacién de equivalencia y en
la propiedad (I)), en vez de en el subgrupo normal.

Definicion 2.9. Sea A un édlgebra y 6 una relacion de equivalencia sobre A. Decimos que
0 es una congruencia sobre A si 0 satisface la siguiente propiedad de compatibilidad: para
cada operacién n-aria fA de A y elementos a;,b; € A, si (a;,b;) € 0 para 1 <i < n, entonces

(fA(ay,...,an), fA(b1,...,b,)) €6.

Al conjunto de todas las congruencias sobre A lo denotamos Con A.
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La condicién de compatibilidad nos permite definir una estructura algebraica sobre el
conjunto cociente A/6.

Definicion 2.10. Sea 6 una congruencia sobre un dlgebra A. Definimos el dlgebra cociente
de A por 0, escrita A/, como el dlgebra cuyo universo es A/ y para cada operacién f4
de A definimos la operacién /¢ sobre A /6 de la siguiente manera:

fA/e(al/97~ .- van/e) = fA(aly' .. aan)/97
donde x/6 denota la clase de equivalencia de x respecto de 6.
Notemos que A y el dlgebra cociente A /6 son dlgebras similares.

Ejemplo 2.11. Consideremos un grupo G = (G,-, !, 1). ;Cudles son las congruencias so-
bre G?
Ya sabemos que si N es un subgrupo normal de G, la relacién Oy definida por

(x,y) €Oy <=xy €N

es una congruencia sobre G.
Reciprocamente, si consideramos una congruencia cualquiera 6 sobre un grupo (G, -, ~!, 1),
podemos asociarle el siguiente subconjunto de G:

No=1/0={xe€G:(x,1) €8},

es decir, la clase de congruencia del elemento neutro 1. Es facil probar que Ny es un sub-
grupo normal de G.

Si S es la familia de todos los subgrupos normales de G, tenemos entonces dos aplica-
ciones ¢ : S — ConG y y : ConG — S dadas por ¢(N) =6y y y(6) = Ng = 1/6. Veamos
que estas funciones son una la inversa de la otra. En efecto:

= Si N es un subgrupo normal de G, entonces
X € Ngy <= (x,1) €Oy <= x1"'c N xEN.

Esto muestra que Ny, = N.
= Si 6 € ConG, entonces

(x,y) € Oy, == xy ' ENg = (xy ;1) € 0 <= (x,y) € 6.

Luego Oy, = 6.

Esto prueba que hay una correspondencia biyectiva entre congruencias y subgrupos norma-
les en todo grupo.

Es importante observar que la propiedad de que las congruencias de un 4lgebra estén de-
terminadas univocamente por subconjuntos distinguidos del dlgebra no es valida en general.
En el caso de los grupos, la clase de equivalencia del elemento neutro caracteriza totalmen-
te la congruencia. Por esta razén decimos que los grupos tienen congruencias 1-regulares.
Mas atin, en grupos vale una propiedad mas fuerte todavia: la clase de equivalencia de cual-
quier elemento determina completamente la congruencia; se dice entonces que los grupos
tienen congruencias regulares. En el Ejemplo [2.13] mostramos un dlgebra que no posee
congruencias regulares.

Ejemplo 2.12. En anillos, resulta que las congruencias estdn en correspondencia biyectiva
con los ideales bildteros y dicha correspondencia es exactamente la misma que la definida
para grupos. Queda como ejercicio para el lector probar en detalle esta afirmacion.
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Ejemplo 2.13. Consideremos el dlgebra A = ({0,1,2,3},V), donde x Vy = méax{x,y}.
Observemos que si 6 es una congruencia sobre A y tomamos a,b,c € A tales que a <
b<cy(a,c) € 6, entonces (aVb,cVb)c 0, es decir, (b,c) € 0. Esto muestra que si a,c
estan en la misma clase de congruencia, todo elemento intermedio también lo estara.
Es facil probar entonces que A posee 8 congruencias cuyos conjuntos cocientes son:

- A/G] = {{0}7 {1}7 {2}7 {3}}
= A/6;={{0},{1},{2,3}}.
A/93 = {{0}7 {172}7 {3}}
A/6s = {{0,1},{2},{3}}.
A/GS = {{07 1}7 {273}}'
A/66 = {{0}, {17273}}'
A/67 - {{07 172}7 {3}}
= A/6g = {{0,1,2,3}}.
En este caso la clase de equivalencia de ninguno de los elementos determina por completo
la relacién de congruencia, es decir, A no es a-regular para ningin a € A.

Dada un dlgebra A, (ConA, C) es un conjunto parcialmente ordenado con primer y ulti-
mo elemento. La congruencia identidad

A={(a,a) €A*:ac A}
es el primer elemento, y el dltimo elemento es la congruencia total
V=AXA.

Observacion 2.14. Las congruencias también nos permiten generalizar las nociones de
grupo simple y anillo simple. Recordemos que un grupo es simple si sus inicos subgrupos
normales son los triviales: (¢) y G. Andlogamente, un anillo es simple si sus dnicos ideales
bildteros son los triviales (0) y A.

En el contexto del dlgebra universal, dirfamos que los grupos simples y los anillos simples
poseen Unicamente las congruencias triviales: Ay V. Por eso decimos, en general, que un
dlgebra es simple si sus tnicas congruencias son Ay V, es decir, ConA = {A, V}.

2.3. Homomorfismos. En esta secciéon vamos a generalizar la definicién de homomorfis-
mos conocida para grupos y anillos asi como la relacién que existe entre los homomorfismos
y las estructuras cociente.

Definicion 2.15. Sean A y B dos dlgebras similares. Una aplicacién /& : A — B se llama
homomorfismo de A en B si se verifica

h(fA(ars...,an) = P (h(ar),... h(ay))
para toda operacién n-aria fA de A y su correspondiente 2 de B y para todo ay,...,a, € A.
Escribimos 4 : A — B.

= Si A es sobreyectivo, decimos que B es una imagen homomorfa de A.
= Si & es biyectivo, decimos que /& es un isomorfismo y que A y B son isomorfas.
Escribimos A = B.

Ejemplo 2.16. Los homomorfismos de grupos y de anillos son todos ejemplos del concepto
general de homomorfismo. Pero debemos notar que para definir la nocién de homomorfismo
entre las dlgebras A y B no es necesario que pertenezcan ambas a ninguna clase especial;
solo basta con que compartan el mismo lenguaje, de modo que se correspondan las aridades
de las operaciones de una y de otra. Cuando hablamos de homomorfismos de grupos o de
anillos solo queremos indicar que la aplicacién es un homomorfismo respecto del lenguaje
{-,71 1} o {+,—,0,-}, respectivamente.
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Ejemplo 2.17. Si A = ({0,1,2,3},V) donde xVy = max{x,y} parax,y € A, la aplicaciéon
h:A— Atalque h(0) =h(1) =1y h(2) = h(3) =2 es un homomorfismo de A en A.

Veremos ahora que los homomorfismos estdn estrechamente relacionados con las con-
gruencias. De hecho, las congruencias nos permiten calcular todas las imdgenes homomor-
fas de un dlgebra dada. Para ello, queremos asociar a cada homomorfismo /# : A — B una
congruencia sobre A. Si A y B son grupos esto se hace tomando la imagen completa inversa
del elemento neutro de B, es decir, 7! (18) = {a € A : h(a) = 1B}, que se denomina niicleo
de h. Se obtiene asi siempre un subgrupo normal del grupo A. En nuestro caso debemos
asociar a 4 una congruencia sobre A, mas que un subconjunto especial.

Definicion 2.18. Sea /1 : A — B un homomorfismo. Definimos el niicleo de h, escrito ker A,
como

kerh = {(a,b) € A% : h(a) = h(b)}.
Teorema 2.19. Sea h: A — B un homomorfismo. Entonces el niicleo de h es una congruen-
cia sobre A.

Demostracion. Es claro que ker 4 es una relacion de equivalencia sobre A. Veamos que ker /1
verifica la propiedad de compatibilidad. Supongamos que f es una operacién n-aria de A
y que (a;,b;) € kerh para 1 <i <n.Luego h(a;) = h(b;) para 1 <i < n, por lo tanto

h(fAar,. .. a0) = fB(h(ar),. .. h(an)) = fB(R(bY),..., k(b)) = h(fA (b1, ..., by)),
de donde (fA(ai,...,a,), fA(b1,...,b,)) € kerh. O
Podemos asociar entonces a cada homomorfismo /4 : A — B una congruencia kerh so-

bre A. Reciprocamente, para cada congruencia 6 sobre un dlgebra A podemos definir un
homomorfismo de A en A/6 cuyo nicleo es 6.

Definicion 2.20. Sea A un dlgebray 6 € ConA. Definimos la aplicacion candnica vg : A —
A/ por vg(a) = a/6 cuyo nicleo es 6.
Teorema 2.21. Dada un dlgebra A y una congruencia 0 sobre A, la aplicacion candnica

Vg es un homomorfismo sobreyectivo de A sobre A /6.

Demostracion. Claramente Vy es sobreyectiva y su nucleo es 0, por lo que solo debe-
mos verificar que es un homomorfismo. Para esto sea f* una operacién n-aria sobre A
yai,...,a, €A. Tenemos entonces

vo(fAai,...,a,)) = fAay,...,a,)/0
= f*%ay/0,....a,/0)
= A% (ve(ar),...,ve(an)). O
El siguiente teorema, conocido como “Primer Teorema de Isomorfsimo” o “Teorema del

Tridngulo”, afirma que toda imagen homomorfa de un dlgebra A es isomorfa a un cociente
de A por una congruencia.

Primer Teorema de Isomorfismo. Sea h: A — B un homomorfismo sobreyectivo. En-
tonces existe un isomorfismo h entre A/kerh y B definido por h = ho v, donde v es el
homomorfismo candnico de A en A /kerh.
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Demostracion. Sea 0 = kerh. Notemos que si deseamos que valga la identidad 1 = ho v,
debemos definir 2(a/0) = h(a) para todo a € A. Por la definicién de 6, esta ecuaci6n define
adecuadamente una funcién 2: A/ — B.

Veamos que / es un homomorfismo. Para ello consideremos una operacién n-aria f y
elementos ay,...,a, € A; luego

(A (a1)0,...,a,/0)) =h(fA(ai,...,a,)/0)
= h(fA(a1,...,an))
= P (h(a),....h(ay))
= %(h(a1/8),...,h(a,/0)).

Resta ver que / es una biyeccién. En efecto, si suponemos i(a/8) = h(b/8) obtenemos
h(a) = h(b), con lo cual a/8 = b/0. Esto muestra que /& es inyectiva.

Veamos ahora la sobreyectividad de 4. Dado b € B, como h es sobreyectiva existe a € A
tal que h(a) = b, luego h(a/8) = b.

Por lo tanto, & es un isomorfismo entre A/0 y B. |

Se puede probar una versién un poco mds general del teorema anterior que es de mucha
utilidad préctica.

Teorema 2.22. Sean A, B y C tres dlgebras similares, k: A — B, g : A — C homomorfismos
tales que kerg C kerk y g es sobreyectivo. Entonces existe un homomorfismo h: C — B tal
que k = hog. Ademads:

= )1 es inyectivo si y solo si ker g = kerk.
m /1 es sobreyectivo siy solo si k es sobreyectivo.

A—t-B
T h
C

Demostracion. Dado ¢ € C, como g es sobreyectivo existe a € A tal que g(a) = ¢. Luego
definimos h(c) = k(a).

Debemos probar que esta definicion de £ es independiente de la eleccién del elemento a.
Supongamos que existe a’ € A tal que g(a’) = c. Luego g(a) = g(d’), de donde (a,d’) €
kerg C kerk. Luego k(a) = k(d'), lo que muestra que nuestra definicién de % es buena.

Ademas, por la definicion, es claro que k = hog.

Veamos que /& es un homomorfismo. Sea f un simbolo de operacion n-aria del lenguaje
yCiy...,cn €C. Seanay,...,a, € A tales que g(a;) = ¢;, 1 <i<n.Luego

(£ (et en)) = (£ (g(ar), ... g(an)))

= h(g(f*(at,...,an)))
=k fA ai, 7an))
= Bk(ay),... k(a,))
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= Supongamos que % es inyectivo y veamos que kerk C kerh. En efecto, si (a,d’) €
kerk, entonces k(a) = k(a'). Luego h(g(a)) =h(g(da’)) y como h es inyectivo, resulta
que g(a) = g(d'), es decir, (a,d’) € kerg.

Reciprocamente, supongamos que kerg = kerk y veamos que % es inyectivo.
Supongamos que h(c) = h(c’) para ¢,¢’ € C. Sean a,d’ € A tales que g(a) =cy
g(d') = Luego h(g(a)) =h(g(d')), de donde k(a) = k(d'), es decir, (a,d’) € kerk.
Luego (a,d’) € kerg, es decir, g(a) = g(a’), de donde ¢ = ¢'.

= La demostracién de que / es sobreyectivo si y solo si k lo es es muy sencilla y se
deja como ejercicio.

O

Proposicion 2.23. Si h: A — B es un homomorfismo, entonces la imagen de h, h(A), es un
subuniverso de B.

Demostracion. Sean ay,...,a, € Ay f una operacion n-aria del lenguaje. Entonces
Bh(ay),... h(a,)) =h(fAai,...,a,)).
Esto muestra que h(A) es cerrada bajo f. O

Corolario 2.24. Si h: A — B es un homomorfismo, entonces A/kerh es isomorfo a una
subdlgebra de B.

2.4. Producto directo. Otra construccién basica conocida para los grupos y los anillos
que es facilmente generalizable es la de producto directo. Dadas dos dlgebras similares A
y A,, es posible definir operaciones inducidas en el producto cartesiano de sus universos
A] X Ap de tal forma que se obtiene una nueva algebra (similar). En general, tenemos la
siguiente definicion:

Definicion 2.25. Sea {A;}ic; una familia indexada de algebras similares. Definimos el pro-
ducto directo A =T];c;A; como un dlgebra cuyo universo es el producto cartesiano [[;c;A;
y tal que para cada operacion n-aria f y elementos ay,...,a, € [[;c;A; se tiene

Aar,....a,) (@) = fA(ar1(i),...,a,(i)), i€l
es decir, A se define coordenada a coordenada. Si I = 0, el producto es el dlgebra trivial

con universo {0}.
Definimos asimismo para cada j € I la proyeccion

T HA’ — A]
icl
de modo que
mj(a) = a(j).

Ejemplo 2.26. Si G| y G son grupos, en el dlgebra G| x G, vale, por definicién:

= (81,82)(81,8) = (81-81,82-85)-

= (81,82) 7" = (g8 ").
Sin embargo, es importante notar que la estructura algebraica (las operaciones) se puede
definir sobre el conjunto G; x G, simplemente porque G| y G, son dlgebras similares. En
este caso particular, ademds, el hecho de que G| y G, sean grupos implica que G| x G2
también es un grupo.

Esto no ocurre con otras clases de estructuras. Por ejemplo, R es un cuerpo, pero R x R
con las operaciones inducidas por las operaciones de R no es un cuerpo. Esto sucede porque
ciertas propiedades son preservadas bajo la formacién de productos directos y otras, en
cambio, no.
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Proposicion 2.27. Dado un producto directo A = [;c; A, cada proyeccion wtj, j € 1, es un
homomorfismo sobreyectivo de A en A ;.

Demostracion. Es claro que 7; es sobreyectiva. Solo debemos ver que es un homomorfismo.
Para esto, sea f una operacion n-aria y consideremos ay,...,a, € A; luego

ﬂj(fA(alv"'>an)) :fA(ala-“aan)(j)
= Y@ (), an()
:fA-f(Jrj(al),...,Jrj(an)). U

2.5. Producto subdirecto. Una nocién mas débil que la de producto directo es la de pro-
ducto subdirecto. Esta nocion es de fundamental importancia en dlgebra universal porque
vamos a ver que podemos obtener un teorema de representacion general de cualquier dlgebra
como producto subdirecto de dlgebras especiales, llamadas subdirectamente irreducibles.

Definicion 2.28. Un dlgebra A es producto subdirecto de una familia de dlgebras {A,};c; si
verifica las siguientes condiciones:

(i) existe una inmersién (homomorfismo inyectivo) & : A — [[;c; A
(ii) si7;:[l;e;Ai — A es la proyeccién sobre la j-ésima coordenada, entonces la com-
posicién wjoh: A — A; es sobreyectiva.

Sil =0, A debe ser isomorfa al dlgebra trivial con universo {0}.

Definicion 2.29. Un élgebra A es subdirectamente irreducible si verifica:

(i) |A| > 1, donde |A| denota el cardinal del conjunto A;
(ii) si A es producto subdirecto de {A,};c; con inmersién &, entonces existe j € I tal que
7j o h es un isomorfismo.

Si K es una clase de dlgebras similares, indicaremos con K, a la clase de dlgebras sub-
directamente irreducibles de K.

La siguiente es una caracterizacion de las dlgebras subdirectamente irreducibles en tér-
minos de sus congruencias.

Teorema 2.30. Un dlgebra A es subdirectamente irreducible si'y solo si {6 € ConA : 0 #
A} posee primer elemento, es decir, el conjunto ordenado (ConA,C) tiene el siguiente

aspecto
\%

A

Demostracion. Sea A subdirectamente irreducible. Como |A| > 1, existen al menos dos
congruencias sobre A. Sea T = {0 € ConA : 6 # A} y supongamos que 7 no posee primer
elemento. Luego (ycr ¢ = A. Consideremos el homomorfismo /1 : A — [[yer A /¢ dado
por h(a) = (a/9)scr, a € A. Observemos que h es inyectiva, pues si h(a) = h(b), entonces
a/¢ =b/¢ paratoda ¢ € T y luego a/A = b/A, es decir, a = b. Ademds, para cualquier
¢ €T, myoh = vy es sobreyectivo.
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Esto muestra que A es producto subdirecto de las dlgebras A/¢, ¢ € T. Como ningu-
na congruencia en 7 es la identidad, ninguna aplicacion 7y o h = vy es inyectiva, lo que
contradice el hecho de que A es subdirectamente irreducible.

Probemos ahora la implicacién reciproca. Supongamos que 7 posee primer elemento y
sea 6 dicho elemento. Como existen congruencias no triviales sobre A, |A| > 1. Suponga-
mos que A es producto subdirecto de la familia {A;};c; con inmersién & : A — [[ic/ A
Luego A = kerh = (;¢; ker(m; o h). Debe existir entonces j € I tal que ker(mjoh) = A, es
decir, ;0 h es un isomorfismo. Esto muestra que A es subdirectamente irreducible. U

Ejemplo 2.31. Todas las dlgebras simples (aquellas que solo poseen dos congruencias: A'y
V) son claramente subdirectamente irreducibles. Pero hay dlgebras subdirectamente irredu-
cibles que no son simples. Por ejemplo, dado un primo p el grupo Z > posee tres subgrupos
(normales) Ny = {0}, N, = prz yN3 =7 p2- Por lo tanto, sz posee exactamente tres con-
gruencias: A C 8 C V. Por el teorema anterior es un grupo subdirectamente irreducible, pero
no simple.

De este ejemplo se ve inmediatamente que los grupos Z,» para p primo y n € N son todos
subdirectamente irreducibles. Dado un primo p, también es subdirectamente irreducible el
grupo Z,~, consistente en las raices complejas p"-€simas de la unidad con n variando en N.

Mas atn, se puede demostrar que todo grupo abeliano (i.e., tal que xy = yx para todo
x,y € G) subdirectamente irreducible es isomorfo a algin Zy» o Zy-. El detalle de la de-
mostracién puede verse en C. Bergman, Universal Algebra, Fundamentals and Selected
Topics, CRC Press, 2012.

El siguiente es un teorema de representacion subdirecta debido a G. Birkhoff y constituye
uno de los resultados mds basicos del dlgebra universal.

Teorema 2.32 (G. Birkhoff). Toda digebra A es producto subdirecto de dlgebras subdirec-
tamente irreducibles, las cuales son imdgenes homomorfas de A.

Demostracion. Si|A| = 1, A es producto subdirecto de una familia vacia de adlgebras sub-
directamente irreducibles. Supongamos entonces que |A| > 1.
Dados a,b € A, a # b, consideremos el conjunto

T,»={6 € ConA: (a,b) ¢ 6}.

T, estd ordenado por la inclusién de conjuntos y es fécil verificar que toda cadena en T, ;,
estd acotada superiormente. Por el lema de Zorn, debe existir un elemento maximal 6, en
Tu

Veamos que A/, es subdirectamente irreducible. Como a/6,, # b/0, 5, existen con-
gruencias no triviales sobre A/6, ;. Sea ® una de ellas y definamos una relacién ¢ sobre A
de la siguiente manera:

(x,y) € ¢ siysolosi (x/60,5,y/04p) € P.

Es facil verificar que ¢ es una congruencia sobre A.

Observemos que 6,, C ¢ pues si (x,y) € 6,5, entonces x/6,, = y/6,, con lo cual
(x/6up:y/64p) € Py luego (x,y) € ¢.

Supongamos que (a/8,,b/0,5) ¢ ®. Entonces (a,b) ¢ ¢ y por la maximalidad de 6, 5,
concluimos que 6, = ¢ con lo cual ® es la identidad sobre A/6,;, contradiccion. Luego
(a/@a,b,b/()a,b) € P.

Como a/6,, # b/6, ) y P es arbitraria, hemos probado que

W={PcConA/b,,: D+#A}#A.
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Luego A/, es subdirectamente irreducible.

Consideremos ahora el homomorfismo /2: A — [],.., A/ 6, dado por h(x) = (x/ 6, )atr-
Se ve facilmente que (1,2, 0,5 = A, y esto implica que /2 es una inmersién. Ademds, es claro
que 7y, , oh = Vg, es sobreyectiva. Esto muestra que A es producto subdirecto de la familia
{A/64p}axp de dlgebras subdirectamente irreducibles. O

Corolario 2.33. Toda dlgebra finita es producto subdirecto de un niimero finito de dlgebras
subdirectamente irreducibles finitas.

Ejemplo 2.34. Vimos en el Ejemplo que todo grupo abeliano subdirectamente irre-
ducible es isomorfo a Zyn 0 a Z,~ para algin primo p (y natural n). El Teorema nos
asegura entonces que todo grupo ablieano es producto subdirecto de algunos de estos gru-
pos. En particular, todo grupo abeliano es isomorfo a un subgrupo de un producto directo
de algunos de estos grupos.

3. VARIEDADES

Para facilitar el estudio de las dlgebras conviene agruparlas en clases. Uno de los tipos
mads importantes de clases de dlgebras son las variedadeg? las cuales definimos a continua-
cion. Para ello necesitaremos estudiar ciertos operadores entre clases de dlgebras.

Definicion 3.1. Sea K una clase de dlgebras similares. Definimos:

= /(K) es la clase de dlgebras isomorfas a miembros de K.

» H(K) es la clase de imdgenes homomorfas de miembros de K.

= S(K) es la clase de subdlgebras de miembros de K.

= P(K) es la clase de productos directos de familias de miembros de K.

Si K = {A}, escribiremos I(A), H(A), S(A) y P(A), en lugar de I({A}), H({A}), S({A})
y P{A}).

Si O1 y O, son dos operadores entre clases de dlgebras (como los cuatro recién defini-
dos), notaremos 010, a la composicién entre estos dos operadores. Escribimos O < O si
0:(K) C 0,(K) para cualquier clase de dlgebras K.

Lema 3.2. Los operadores I, H, S y P verifican:

= SH <HS, PSSP, PH <HP,
» HH =H, S§=S, IPIP =IP.

Demostracion. Supongamos que A € SH(K). Luego existe un dlgebra B € K y un ho-
momorfismo sobreyectivo 4 : B — C tal que A < C. Es ficil ver que 7' (A) < B, luego
IPSINE h~'(A) — A es un homomorfismo sobreyectivo. Esto muestra que A € HS(K).
Consideremos ahora A € PS(K). Luego A = [];c;A;, donde A; <B; € K para i € I.
Como [[;c;Ai < [Lie;Bi» concluimos que A € SP(K).
Sea A € PH(K). Entonces A = [];c;A; y existen homomorfismos sobreyectivos /; : B; —
A; con B; € K, i € I. Es simple ver que la aplicacién & : [];c;B; — [1;c; A; dada por

h(b)(i) = hi(b(i)), i€l
es un homomorfismo sobreyectivo. Luego A € HP(K).

Las tres igualdades restantes se verifican muy facilmente. O

2No confundir la nocién de variedad de algebra universal con las variedades algebraicas de geometria alge-
braica o las variedades diferenciables de geometria diferencial.
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Definicion 3.3. Una clase V de dlgebras similares forma una variedad si es cerrada bajo la
formacién de imdgenes homomorfas, subdlgebras y productos directos, es decir, si

H(V) =S(V) = P(V) = V.

Definicion 3.4. Si V y W son variedades tales que todo miembro de W pertenece a V,
diremos que W es una subvariedad de V.

Ejemplo 3.5. Sea G la clase de todos los grupos en el lenguaje {-, !, 1}. Como las subal-
gebras de los grupos son grupos, las imigenes homomorfas de grupos son grupos y los
productos directos de grupos son grupos, concluimos que G es una variedad.
De la misma manera la clase A de los anillos es una variedad en el lenguaje {+,—,0,-}.
Sin embargo, la clase K de los cuerpos no es una variedad. En efecto:

= K no es cerrada bajo S: por ejemplo, el cuerpo R de los nimeros reales posee como
subdlgebra (respecto del lenguaje de anillos) al anillo Z de los enteros, que no es un
cuerpo.

= K no es cerrado bajo P: por ejemplo, R x R no es un cuerpo ya que el elemento (1,0)
no posee inverso.

Sin embargo, K es cerrado trivialmente bajo H. ;Por qué?

Como la interseccién de una clase de variedades es claramente una variedad y como la
clase de todas las dlgebras sobre un mismo lenguaje constituye una variedad, podemos decir
que para toda clase K de dlgebras similares existe la menor variedad que contiene a K.

Definicion 3.6. Si K es una clase de dlgebras similares, sea V(K) la menor variedad que
contiene a K. Decimos que V (K) es la variedad generada por K.
Si K = {A} notaremos V(A) en lugar de V({A}).

Uno de los primeros resultados importantes en el estudio general de las variedades es el
siguiente, que caracteriza el operador “variedad generada” en términos de los operadores
H,SyP.

Teorema 3.7. Dada cualquier clase K de dlgebras similares,
V(K) = HSP(K).

Demostracion. Como una variedad es cerrada bajo H, S'y P, se sigue inmediatamente que
HSP(K) C V(K). Para probar la igualdad es suficiente probar que HSP(K) es, de hecho,
una variedad. En efecto, por el Lema [3.2]tenemos:
» H(HSP)=HHSP = HSP,
= S(HSP)=SHSP < HSSP = HSP,
= P(HSP)=PHSP < HPSP < HSPP < HSIPIP = HSIP < HSHP < HHSP = HSP.
0

Del Teorema|2.32]se obtiene como corolario el siguiente teorema.

Teorema 3.8. Toda variedad estd generada por las dlgebras subdirectamente irreducibles
pertenecientes a la variedad, es decir, si V es una variedad, entonces

V=V(Vy).

Demostracion. Como Vg CV'y V es una variedad, es claro que V(V;) C V. Reciproca-
mente, si A € V, por el Teorema A es producto subdirecto de cierta familia {A,};e;
de algebras subdirectamente irreducibles. Como las dlgebras A;, i € I, son imdgenes homo-
morfas de A, A; € V; parai € I. Luego A es isomorfa a una subdlgebra del producto directo
de la familia {A;}e/, es decir, A € ISP(Vy;) CHSP(Vy;) =V (V). O
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Ejemplo 3.9. Sea G, 1a clase de los grupos abelianos, es decir, aquellos grupos que satis-
facen la igualdad x-y = y-x para todo par de elementos x,y. Es facil verificar que G, es una
variedad probando que G, es cerrada bajo H, S y P. Ademds, vimos en el Ejemplo [2.31]
que todo grupo abeliano subdirectamente irreducible es isomorfo a Z,» 0 a Z,~ para algiin
primo p (y natural n). El teorema anterior prueba entonces que

Gap =HSP({Z,» : p primo, n natural} U{Zp,~ : p primo}).

En este caso, podemos mejorar un poco el resultado observando que los grupos Z,: son
subgrupos de Z,~. Por lo tanto, para generar la variedad de los grupos abelianos basta con
los Z-, es decir,

Gap = HSP({Zp~ : p primo}).

Maés atn, se puede probalﬂ que Zp~ € ISHP({Z,» : p primo, n natural}), con lo cual obte-
nemos que

Gap = HSP({Z,y : p primo, n natural}).
Y finalmente, observando que Z,» € H(Z) para todo p primo y n natural, resulta que

Gap =HSP(Z).

4, ALGEBRAS LIBRES

En esta seccién veremos el concepto general de dlgebra libre, que generaliza los concep-
tos conocidos de grupos libres, anillos libres, médulos libres, etc. Veremos ademds cémo
construir un dlgebra libre general y condiciones suficientes sobre una clase de dlgebras para
que esta posea 4lgebras libres.

Definicion 4.1. Sea K una clase de dlgebras similares y sea U un dlgebra similar generada
por X (no necesariamente en K).

= Siparatoda dlgebra A € Ky para toda aplicacion /& : X — A existe un homomorfismo
h: U — A que extiende a &, decimos que U es libre para K sobre X .
= Si, ademds, U € K, decimos que U es libre en K sobre X .

Ejemplo 4.2. Un ejemplo paradigmaético de dlgebra libre la constituyen los espacios vec-
toriales. Si V es un K-espacio vectorial y B es una base de V, entonces dado cualquier
K-espacio vectorial W y cualquier aplicacién 4 : B — W, existe un homomorfismo £ (trans-
formacion lineal) de V en W que extiende a h.

Ejemplo 4.3. Z es un grupo libre generado por {1}. En efecto, si G es un grupo cualquiera
yh: {1i — G es una aplicacion cualquiera, entonces existe un homomorifsmo 2:Z — G
tal que /(1) = h(1). En efecto, basta definir (k) = h(1)* para k € Z.

Ejemplo 4.4. Los anillos con unidad se definen como élgebras en el lenguaje {+,—,0,-,1}
tales que son anillos respecto de las operaciones {+,—,0,-} y ademds poseen un elemento
distinguido 1 tal que x- 1 = 1-x = x para todo x. Z[x], el anillo de polinomios con coeficientes
enteros en una indeterminada, es un anillo con unidad libre generado por {x}. En efecto, si
tomamos un anillo con unidad arbitrario A y un elemento arbitrario a € A, podemos definir
un homomorfismo £ : Z[x] — A de la siguiente manera: h(Y,; kix') = k;a'.

3para probarlo podemos usar un teorema importante de teoria de modelos (o de dlgebra universal) que
puede consultarse en S. Burris, H. P. Sankappanavar, A Course in Universal Algebra, Springer-Verlag, 1981
(Teorema 2.14). Dicho teorema afirma, entre otras cosas, que toda dlgebra A pertence a /SH P de sus subdlgebras
finitamente generadas. En este caso las subdlgebras finitamente generadas de Zp~ son todas isomorfas a grupos
ciclicos Zpn.
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Lema 4.5. Sean A y B dos dlgebras similares y X un conjunto de generadores de A. Si h;
y hy son dos homomorfismos de A en B tales que hy|x = ha|x, entonces hy = hy.

Demostracion. SeaT = {x € A : hi(x) = hy(x)}. Veamos que T es un subuniverso de A. En
efecto, sea f una operacion n-aria y consideremos xy, ...,x, € T; entonces

R (Ao x) = PR (x1), - ()
= B(ha(x1),...,ha(x))
= ha(fA(x1, ..., %)).
Como X C T y X genera A, debemos tener T = A. Luego i = hy. g

Una consecuencia inmediata de este lema es la siguiente propiedad de las dlgebras libres.

Lema 4.6. Supongamos que U es libre para K sobre X. Entonces dada A € Ky h: X — A,
existe una Unica extension h de h tal que h es un homomorfismo de U en A.

Teorema 4.7. Sea K una clase de dlgebras y Uy,U, dos dlgebras libres en K sobre X; y
Xo, respectivamente. Si |Xi| = |X»|, entonces Uy = U,.

Demostracion. Primero notemos que, por el lema anterior, la aplicacion identidad id; : X; —
Xj, j=1,2, tiene como tnica extension al homomorfismo identidad de U; en U;, j = 1,2.

Consideremos ahora una biyeccion £ : X; — X5, luego existe un homomorfismo 4; : Uy —
U, que extiende a 2 y un homomorfismo 4, : U — U; que extiende a hl.

El homomorfismo & ohy; : Uy — U, extiende a la identidad en X5, conlo cual hjohy =id.
Andlogamente, hyoh) =id.

Esto muestra que U; = U,. ]

Este teorema asegura que dentro de una clase de dlgebras K existe, salvo isomorfismo, a
lo sumo un 4lgebra libre en K sobre un conjunto de variables con un determinado cardinal.

Bajo ciertas hipdtesis sobre la clase K, queremos dar una construccién de dlgebras libres
en K. Vamos a comenzar construyendo un dlgebra libre para todas las dlgebras sobre un
lenguaje fijo: el dlgebra de términos.

Definicion 4.8. Sea X un conjunto cuyos elementos llamamos variables y sea . un lengua-
je de dlgebras. El conjunto T(X) de términos de tipo .Z sobre X, o .£-términos, se define
inductivamente como sigue:
(i) X CT(X).
(ii) Todo simbolo correspondiente a una operacién 0-aria pertenece a T'(X).
(iii) Si t1,t2,...,t, € T(X) y f es un simbolo de £ correspondiente a una operacion
n-aria, entonces f(t1,...,t,) € T(X).

Si p € T(X), escribimos p(xy,...,x,) para indicar que las variables que aparecen en el

término p estdn en el conjunto {xj,...,x,}. Decimos entonces que p es un término n-ario.

Ejemplo 4.9. Si f es un simbolo unario de .2’ y x es una variable, entonces x, f(x), f(f(x)),
etc., son .Z-términos, y si ¢ es una constante en el lenguaje, entonces ¢, f(c), f(f(c)), etc.,
también lo son.

Ejemplo 4.10. En el lenguaje de los anillos £ = {+,-,—,0}, los siguientes son términos
sobre las variables X = {x,y}: 0, x,0+0, x-y, =0, —(x- (y+x)), etc.

De forma natural, podemos transformar al conjunto de términos 7'(X) en un édlgebra.
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Definicion 4.11. Dado un lenguaje de dlgebras .7, si T(X) # 0, entonces el dlgebra de
términos de tipo £ sobre X, que escribimos T(X), tiene como universo al conjunto 7'(X) y
las operaciones fundamentales estdn dadas por:

fT(X)(plv"'apn) :f(plvvpn)
paracada f€ £, p; e T(X), 1 <i<n.

Notemos que en el miembro izquierdo de la ecuacién anterior f T(X) es1a operacion n-aria
definida sobre T (X), mientras que en el miembro derecho f es simplemente un simbolo.

Ejemplo 4.12. Consideremos el lenguaje {-} que posee una tnica operacion binaria y el
conjunto de variables X = {x,y}. Entonces T (X) consta de todas las expresiones que pode-
mos armar en ese lenguaje con esas variables, tales como xy, xx, x(yx), (xy)(yx), (x(xy))y,
etc. (Aqui, como es costumbre, omitimos el simbolo - por comodidad). ;Cual es el resultado
de operar el término xy con el término y? Simplemente (xy)y.

Teorema 4.13. Para cualquier lenguaje £y cualquier conjunto X de variables, si T (X ) #
0, el dlgebra de términos T(X) es libre en la clase de todas las dlgebras con lenguaje £
sobre X.

Demostracion. Sea A un dlgebra con lenguaje .2 y h: X — A una aplicacién cualquiera.
Definimos 4 : T(X) — A recursivamente por:
» /i(x) = h(x) para x € X.
= (c) = c? si c es una operacién O-aria.
w A(f(t1,...,t,)) = fA(t1),...,h(t,)), para ty,...,t, € T(X) y f un simbolo de ope-
racion n-aria.

Claramente / extiende a /2 y es un homomorfismo por su definicién. O

Como consecuencia del teorema anterior, el dlgebra de términos T(X) es libre para cual-
quier clase de algebras K del tipo correspondiente. Deseariamos hallar un dlgebra libre en
K. Esto no siempre es posible.

Veremos que podemos construir un algebra libre para K que pertenece a ISP(K). Por
lo tanto, si K es cerrada bajo I, Sy P (en particular, si K es una variedad), posee dlgebras
libres.

Definicion 4.14. Sea K una clase de dlgebras con lenguaje .. Dado un conjunto X de
variables, definimos la congruencia 6k (X ) sobre T(X) por

x(X)= (] 9,
Pedg(X)
donde
Py (X)={¢p €ConT(X):T(X)/9 € IS(K)}.

Luego definimos Fk (X) como

Fi (X) = T(X)/ 6k (X),
donde

X ={x/0k(X):xeX}.
Observacién 4.15.
(1) Como X genera T(X), X genera Fx (X).
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(2) SiK contiene un dlgebra no trivial A, las variables de X no estdn relacionadas entre si
mediante la congruencia Ok (X), pues dados x,y € X, x # y, existe un homomorfismo
h:T(X)— Atal que h(x) # h(y) y luego kerh € Pk (X) es una congruencia que separa
x e y. Por lo tanto, en este caso tenemos que |X| = [X|.

(3) Si |X| = |Y|, entonces claramente Fx (X) = Fx(Y) bajo un isomorfismo que aplica X
en Y pues T(X) = T(Y) bajo un isomorfismo que aplica X en Y. Luego Fx(X) estd
determinada, salvo isomorfismo, por Ky |X|.

Teorema 4.16 (G. Birkhoff). Fx(X) es libre para K sobre X.

Demostracion. Dada A € K, sea h: X — A una aplicacién cualquiera. Sea v : T(X) —
Fk (X) la aplicacién canénica. Entonces ho v|y aplica X en A, y luego, como T(X) es libre
para cualquier dlgebra, existe un homomorfismo g : T(X) — A que extiende a ho V|x.

Por el Teorema de Isomorfismo, kerg € @k (X) y luego kerv = 6 (X) C kerg. Por el
Teorema|2.22]existe un homomorfismo / : F (X) — A definido por g = hov. Dicho homo-
morfismo verifica

h(x/ 0% (X)) = (hov)(x) = g(x) = (hoV)(x) = h(x/6x (X)),
con lo cual & extiende a h. Esto muestra que F (X) es libre para K sobre X. g

SiFg(X) € K, por el Teoremaes entonces, salvo isomorfismo, la tnica dlgebra libre
en KK sobre un conjunto de generadores de cardinal |X]|.

Teorema 4.17 (G. Birkhoff). Si K es una clase no vacia de dlgebras similares, entonces
Fi (X) € ISP(K). Por lo tanto, si K es cerrada bajo I, S'y P —en particular, si K es una

variedad— entonces Fg (X) € K.

Demostracion. Para cada ¢ € Pk (X), sea vy : T(X) — T(X)/¢ el homomorfismo candni-
co. Definimos un homomorfismo
h:T(X)— J] TX)/¢
PPk (X)
dado por
h(t) = (Vo (1)) peay (x)
paracadar € T(X).
Es facil ver que

kerh= (] ¢=6x(X).
pedk(X)
Luego, por el Teorema de Isomorfismo,
Fr(X) =TX)/6x(X) =n(T(X)) < [] T(X)/9.

¢€¢K(X)

Por lo tanto,
Fie(X) € ISP({T(X)/9 : 6 € Px(X)}).
Como T(X)/¢ € IS(K) para cada ¢ € g (X), concluimos que
Fx(X) € ISPIS(K).

Finalmente, se puede mostrar facilmente que ISPIS < ISPS'y, aplicando el Lema3.2] tene-
mos que ISPIS < ISPS < ISSP = ISP. Luego

Fx(X) € ISP(K). O
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Observacion 4.18. Este teorema asegura que toda variedad posee dlgebras libres para cual-
quier cardinal. En particular, asegura la existencia de grupos libres y anillos libres. Un pro-
blema tipico en dlgebra universal es buscar, bajo condiciones mads restrictivas o en un caso
particular, una descripcién concreta y titil de las dlgebras libres. Lamentablemente esto no
siempre es posible, pero, a pesar de ello, las dlgebras libres son un objeto muy util a la hora
de probar propiedades de las dlgebras con que uno esté trabajando. En la seccién siguiente
veremos como las dlgebras libres son la clave para demostrar el Teorema de Birkhoff.

5. IDENTIDADES Y EL TEOREMA DE BIRKHOFF

En esta seccion vamos a demostrar uno de los primeros teoremas importantes del dlgebra
universal, probado por G. Birkhoff (1935), resultado que impuls6 en gran medida el desa-
rrollo de esta disciplina. Este resultado afirma que las variedades (clases cerradas bajo H,
Sy P) son exactamente aquellas clases de dlgebras caracterizables mediantes identidades
(ecuaciones).

Vamos primero a formalizar el concepto de identidad y de que un dlgebra satisfaga una
identidad, para probar luego el Teorema de Birkhoff.

Definicién 5.1. Dado un término p(xy,...,x,) de tipo £ sobre algiin conjunto X y dada un
4lgebra A con lenguaje ., definimos la aplicacién p® : A" — A como sigue:

= i p es una variable x;, entonces

pA(a17"‘7an) =da;

paratodo ay,...,a, € A;
= si pesdelaforma f(py(xi,...,%,),...,pr(x1,...,X,)), donde f es un simbolo k-ario
del lenguaje .Z, entonces

A Al A A
p*(a,...,an) = f2(p(ar,...,an),...,pi(al,...,ay))
paratodo ay,...,a, € A. En particular si p = f un simbolo 0O-ario, entonces p* = fA.

Definicion 5.2. Dado un lenguaje de algebras ., una identidad de tipo . sobre un con-
junto de variables X es una expresion de la forma p ~ g donde p,q € T(X).

Un dlgebra A con lenguaje £ satisface una identidad p(xi,...,x,) = g(x1,...,%,) si
para cualesquiera ai, ..., a, € A, se verifica p*(ay,...,a,) = ¢*(ay,...,a,), donde p* y ¢*
son las funciones que corresponden en el dlgebra A a los términos p y ¢, respectivamente.
Escribimos A = p ~ q.

Una clase K de dlgebras satisface p = ¢, y escribimos K = p ~ ¢, si toda dlgebra de K
satisface p ~ q.

Lema 5.3. Dada una clase K de dlgebras con lenguaje £y dados dos términos p,q € T (X)
de tipo £, se tiene que las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) KEp~gq.
(i) Fr(X) Ep~q.
(iii) (p,q) € Ok (X).
Demostracion. SeaF =Fg(X), p=p(x1,...,%1), ¢ =q(x1,...,%,), y consideremos la apli-
cacion canénica v : T(X) — F.

= Supongamos que K = p ~ ¢g. Como F € ISP(K), es facil demostrar que entonces
FEp~gq.
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= Si F = p = g, en particular debemos tener que

Pr 1 /6x(X), .., 20/ 6 (X)) = g (x1/0(X), ..., xa/ (X)),
es decir,
p(x1,. . x0)/0k(X) = qlx1, ..., xn) /O (X).

= Finalmente, si (p,q) € 6k (X), entonces v(p) = v(g). Debemos probar entonces que
K = p~gq.Paraello, sean A € Ky ay,...,a, € A.

Sea h: X — A una aplicacion cualquiera tal que A (x;) = a; para 1 <i <n.Como el
4lgebra de términos T/(X) es libre para KK, existe un homomorfismo /: T(X) — A que
extiende la funcién h. Luego, por el Primer Teorema de Isomorfismo, T(X)/kerh =2
h(T(X)) < A. Entonces T(X)/kerh € IS(A). Esto significa, por definicién, que
kerh € @ (X), con lo cual 8g(X) C kerh. Utilizando ahora el Teorema ob-

tenemos que existe un homomorfismo 4 : T(X)/60k(X) — A tal que h = ho .

T(X) 7A
T(X)/0x(X)
Luego,
pHar,.. an) = pr(A(xr), . h(x))

= h(p" (1, %))
=h(v(p" ™ (x1,. )
=h(v(g"™(x1,....xm)
= (g™ (a1 o)
=g*(h(x1),... . h(x))
=q*(ar,...,ay)

Esto muestra que A = p ~ ¢ para cualquier A € K. g

Definicion 5.4.

= Dada una clase de dlgebras similares K, denotamos con /d(K) al conjunto de todas
las identidades validas en K.

= Sea X un conjunto de identidades sobre un lenguaje £, definimos Mod(X) como la
clase de dlgebras A que satisfacen las identidades en X.

= Una clase K de dlgebras es una clase ecuacional si existe un conjunto de identidades
¥ tal que K = Mod(X). En este caso, decimos que K estd definida o axiomatizada
por X.

Estamos ya en condiciones de probar uno de los principales resultados del dlgebra uni-
versal.

Teorema 5.5 (G. Birkhoff). Una clase K de dlgebras es una clase ecuacional si y solo si
es una variedad.
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Demostracion. Si K es una clase ecuacional es facil ver que es cerrada bajo H, Sy P, pues
basta con verificar que la validez de una identidad se preserva bajo la formacién de imdgenes
homomorfas, subdlgebras y productos directos (ejercicio).

Supongamos ahora que K es una variedad y veamos que existe un conjunto de identidades
Y tal que K =Mod(X).

Sea X = Id(K), es decir, el conjunto de todas las identidades validas en todas las dlgebras
de la clase K. Vamos a probar que K = Mod(X).

Claramente K C Mod(X). Para ver la reciproca, consideremos un dlgebra A € Mod(X).
Sea X un conjunto suficientemente grande como para que exista una funcién sobreyectiva
h:X — A. Como el dlgebra de términos T(X) es libre para todas las dlgebras sobre el mismo
lenguaje, & se puede extender a un homomorfismo / : T(X) — A, que resultara sobreyectivo
claramente.

Recordemos que, como K es cerrada bajo I, S'y P, posee dlgebras libres y, concretamente,
Fg(X) € K. Sea v : T(X) — Fg(X) la aplicacién canénica.

Afirmamos que kerv C kerh. En efecto, usando el Lema

(p,q) € kerv = v(p) =Vv(q)

= pA(ﬁ(xl),...ﬁ(xn)) = qA(E(m),...,E(xn))
= h(p"™ ™) (x1,..., %)) = k(g™ (x1,. .., x0))
= (p,q) € kerh.

Luego existe un homomorfismo h: Fr(X) — A, ‘que es sobreyectivo por serlo h. Luego A es

una imagen homomorfa de un dlgebra libre F (X) que estd en K. Como K es una variedad,
AekK O

Ejemplo 5.6. Vimos en el Ejemplo que la clase G de los grupos es una variedad por
ser cerrada bajo H, S 'y P. Luego debe haber un conjunto de ecuaciones que los definan. En
este caso, es muy facil hallar dicho conjunto porque resulta inmediato de la definicién que
dimos de grupos:

= xe(y-2)~(xy)-z
m x-1 =X

m |- x=x.

a .
lxa1.

"X
"X
Ejemplo 5.7. Vimos ya que la clase K de los cuerpos no es una variedad porque no es
cerrada bajo la formacién de subdlgebras ni productos directos. El teorema anterior nos
dice entonces que es imposible dar una caracterizacién de los cuerpos utilizando tnicamente
identidades. Si observamos la definicién de cuerpo, detectamos que la condicién

(C3) paratodo x € K, x # 0, existe y € K tal que xy = 1

no es una identidad ni es equivalente a una identidad.
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10.

6. EIJERCICIOS

. Sea A un dlgebra y 0 una relaciéon de equivalencia sobre A. Probar que 0 es una

congruencia sobre A siy solo si 8 es un subuniverso de A x A.

. Probar que los anillos tienen congruencias O-regulares, es decir, que toda congruen-

cia estd completamente determinada por la clase del 0.

. Sea h: A — B un isomorfismo. Probar que la funcién inversa A~! también es un

1isomorfismo.

. Sean A y B dos dlgebras similares y & : A — B una funcién. Considerar 2 como

subconjunto de A x B. Probar que & es un subuniverso de A x B si y solo si /4 es un
homomorfismo.

. Dado un homomorfismo 4 : A — B, probar que si A es simple, entonces 4 es inyectivo

o bien constante.

. (Segundo Teorema de Isomorfismo) Dadas dos congruencias 6, ¢ € ConA tales que

0 C ¢, definimos ¢/0 = {(a/0,b/0) € (A/0)*: (a,b) € @}. Probar que ¢/8 es una
congruencia sobre A/0 y que (A/0)/(¢p/0) = A/¢.

. (Tercer Teorema de Isomorfismo) Sea A un dlgebra, B < Ay 6 € ConA. Definimos

B% ={ac A:BNa/6 #0}. Probar que:
(a) BY es un subuniverso no vacio de A.

(b) 8|p:= 6N B? es una congruencia sobre B.
(c) B/6|s=B?/6|p.

. (Teorema de Correspondencia) Sea A un dlgebray 6 € ConA. Sea S = {¢ € ConA :

@ 2O 0}. Probar que la aplicaciéon « : S — ConA /6 dada por ¢(¢) = ¢/0 es una
biyeccién que preserva el orden, es decir, tal que @; C ¢, siy solosi (@) C o(¢,).

. (D. Monk) Un élgebra A se dice pseudo-simple si no es trivial y para todo 0 €

ConA\ {V}, A/6 = A. Probar que si A es pseudo-simple, entonces ConA es bien
ordenado. (Sugerencia: Probar primero que A es subdirectamente irreducible y, por
lo tanto, todo 6 # V tiene un tnico elemento que lo cubre).

Si V es una variedad y X es infinito, probar que V = HSP(Fy(X)).
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