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REPRESENTACIONES MODULARES IRREDUCIBLES DEL GRUPO
SIMETRICO GENERALIZADO G

JOSE O. ARAUJO, LUIS C. MAIARU, AND MAURO NATALE

RESUMEN. En la década del °80, Farahat y Peel en [[12] realizan las representaciones mo-
dulares para el grupo simétrico; un afio después, al-Aamily, Morris y Peel en [1]] lo hacen
para un grupo de Weyl de tipo B,. En ambos casos se apoyan en la teoria combinatoria.
Usando métodos mds geométricos, en [2] y [S]] se presenta una realizacién de todas las
representaciones modulares irreducibles de esta clase de grupos de Weyl. Este método es
extendido en el presente articulo para el caso de un grupo de reflexiones complejo de tipo
G (m,1,n).

1. INTRODUCCION

Las llamadas representaciones de Macdonald para grupos de Weyl fueron introducidas
por Macdonald en [18]]. Estas representaciones son irreducibles y se construyen a partir
de la accién del grupo de Weyl sobre un sistema de raices asociado con el grupo. Toda
representacion irreducible de un grupo de Weyl de tipo A,, o B, puede ser realizada como
una representacion de Macdonald (ver Carter [8] o Lusztig [17]). Siguiendo las ideas de
Macdonald, las representaciones modulares irreducibles fueron construidas en [2] para el
grupo simétrico y en [3]] para el grupo de Weyl de tipo B,. También sefialamos que la
construccién de un modelo de Gelfand para el grupo de reflexiones complejo G (m, 1,n)
dada en [4], se inspira en una familia de representaciones del grupo construidas a la manera
de Macdonald; ver también [19].

Desde un punto de vista combinatorio, se realizan las representaciones modulares en [1]]
para el grupo simétrico y en [[12]] para un grupo de Weyl de tipo B,,.

La representaciones ordinarias del grupo G (m, 1,n), también conocido como grupo si-
métrico generalizado, fueron tratadas en [[7, [11} [13}120L 211 22} 23]

El principal resultado de este trabajo se encuentra en el Teorema donde extendemos
la construccién dada en [2], para obtener una realizacién de representaciones modulares
irreducibles del grupo G (m, 1,n).

En virtud de las construcciones presentadas en este articulo generalizando los elementos
utilizados para el estudio de las representaciones modulares del grupo simétrico, es natural
considerar los médulos 2, definidos en (13)), como los médulos de Specht para el gru-
po simétrico generalizado. En tal caso, como ocurre en la situacion del grupo simétrico,
los operadores Q, en (I8)) jugarian un papel importante en la descripcién de los factores
de descomposicion, dando alguna informacion parcial de la matriz de descomposicién. Se-
guramente resultados del grupo simétrico asociados con la determinacién de los divisores
elementales de la matriz de Cartan dado en [24]] o sobre su determinante dado en [6], puedan
ser extendidos para el grupo simétrico generalizado.

1.1. Notacion y resultados preliminares. En esta seccién introducimos los elementos
que intervienen en la construccién de los médulos irreducibles y sus respectivas notaciones.
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A lo largo de este articulo usaremos &) para notar de manera mds compacta el grupo
G (m,1,n), el cual es también conocido como grupo simétrico generalizado. K serd un cuer-
po de caracteristica p # 2. Denotaremos con ¢/ el anillo de polinomios K[x1,...,x,], y para
cada j > 0, sea <7; el subespacio de %/ dado por los polinomios homogéneos de grado j.
Asi mismo, usaremos I, para indicar el conjunto {1,2,...,n} y &, para referirnos al grupo
simétrico del conjunto I,,.

En principio vamos a suponer que K contiene todas las raices m-ésimas de la unidad,
en particular se tiene que m y p son nimeros coprimos. Para tratar el caso general, estas
hipétesis serdn reconsideradas sobre el final del articulo.

Por conveniencia, presentamos el grupo &) como el producto semidirecto

Gl =% xS,
donde %,, = K es el grupo de raices m-ésimas de la unidad.
Cada elemento ¢ € G} tiene una Unica descomposicion
o= (d,n), (1

donde d = (dy,...,d,) € €)'y T € S,. De esta manera, el producto en & viene dado por

(d7 T) ) (huu) = (dh#, T[.L) )
siendo h = (hl,. .. ,hn) € %,Z, ue G, y h = (h”(l), e ,h”(n)).
Para simplificar la notacion, cuando sea oportuno, se identificard %), con (¢,1) y &,
con (1,8,), es decird con (d,1) y T con (1,7).

1.1.1. El cardcter. El caracter dado a continuacion serd utilizado para definir proyectores
asociados con subgrupos de G!'.
Sea x : G} — K el cardcter lineal dado por:

o= ([10)
i=1

donde sgn es la funcidn signo.

Observacion 1.1. En el caso que K = C, el cuerpo de los niimeros complejos, este cardcter
es precisamente el determinante de la representacion geométrica de S, como un grupo
generado por reflexiones unitarias (ver [15]). Luego, tenemos

x(d)=]]di side%y,
i=1
x (1) =sgn(t) siTES,.

1.1.2.  Subgrupos. Como en el caso de caracteristica cero, las representaciones irredu-
cibles se asocian con subgrupos de G, razén por la cual aqui introducimos el tipo de
subgrupo que se utilizardn en una posterior construccién de los médulos buscados.

Si J < I, denotemos por &7 (J) al subgrupo de &' dado por

SN(J)={d,t1)eS):dy=1yt(k)=k, YVkel,—J}. )
Notemos que
SHOERMORICHOR
donde G,, (J) es el grupo de todas las permutaciones que fijan todos los elementos en I,, —J
y €7 (J) es el subgrupo de %" dado por
Cn(J)={de%), d.=1Vkel,—J}.

m
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REPRESENTACIONES IRREDUCIBLES DEL GRUPO SIMETRICO GENERALIZADO 121

1.1.3. Accion de S en </ y la forma bilineal. En todo lo que sigue, llamaremos .# =
{a : 1, > Nop} al conjunto de multi-indices y usaremos la notacién

X =xPx® sioe .

Hay una accién natural de &' en el anillo de polinomios %7, como asi también en su
espacio dual 27*, que les da una estructura de &!'-mddulos. Esta accién se describe como
sigue:

Consideremos &,, actuando sobre el conjunto de multi-indices .# mediante
1

T-a=007T  siTeB,. 3)
Esto induce una accién de G sobre el anillo de polinomios <7 dada por
n
(d,7)-x% = ] (i), )

i=1
donde & € .# . En particular, para T € S, y d € 6, se tiene:
T-x% = xf‘,l(l) o -x?ﬁl(n)
d-x% =dx%.
Por otra parte, si ¢ € o/ resulta:
(c-9)(P)=¢(c7'P) VPed.

Si identificamos &, con un subgrupo {1} x &, de &, es claro que la accién definida
extiende la accién natural del grupo simétrico &,, sobre el anillo polinomios <7
Usaremos la forma K-bilineal {(—, —) definida sobre < a partir de las identidades

<xa,xﬁ> = 0o
donde o, € .# y § es la funcién de Kronecker.

Observacion 1.2. Notar que esta forma bilineal es invariante bajo la accion del grupo

simétrico S,, es decir:
<'L’ x% T -xﬁ> = <xa,xﬁ>

1.1.4. Multiparticiones. Las multiparticiones se introducen como los pardmetros natu-
rales para enumerar las clases de conjugacién de &, tal como se enuncia en la Proposi-
cién L3l

para cada T € G,,.

Si A es una particién de n, podemos denotarla como A = (Ay,...,4)con A} = --- = A,
o bien como A = (1™ ,2™2 ... n™), donde
m;=|{j:A; =i}|.
Una particion A = (1,22 ... n") de n es llamada p-regular si

mj<p para j=1,...,n.

Una clase de conjugacion de un grupo finito es llamada p-regular si p no divide al orden de
un elemento de la clase.

Observacion 1.3. Para el grupo simétrico S, el niimero de representaciones modulares
irreducibles no equivalentes coincide con el niimero de clases de conjugacion p-regulares
de G, ([14, Teorema 11.5]). Para un grupo finito general, esto es verdadero si K es cuerpo
de descomposicion para G; ver [[10, Teorema 21.25 y pag. 492].
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122 JOSE 0. ARAUJO, LUIS C. MAIARU, AND MAURO NATALE

Definicion 1.4. Una m-particion A de n es una m-upla (,uo, ey ,u’"*l) donde cada u' es

una particion y
m—1
i
2wl =n
i=0

La m-particién es llamada p-regular si todas las particiones ' son p-regulares.

Es oportuno aclarar que se admiten particiones de cero entre las u’. En tal caso, la parti-
cion se tomaria con un solo término.

Los resultados siguientes seran utilizados mas adelante; estos son conocidos y se presen-
tan sin demostracion.

Proposicion 1.5. Hay una correspondencia biyectiva entre las clases de conjugacion de
&7 y las m-particiones de n.

Demostracion. Ver 3.7 en [16]. ]

Lema 1.6. El niimero de particiones p-regulares de n coincide con el niimero de clases de
conjugacion p-regulares de &,,.

Demostracion. Ver Lema 10.2 en [14]. OJ

Observacion 1.7. Al igual que las permutaciones, cada elemento en G puede ser facto-
rizado univocamente, salvo reordenamiento, como un producto de ciclos disjuntos, donde
hay m clases distintas de estos ciclos. Esta es la razon por la cual las clases de conjugacion
de G son indexadas por m-particiones de n'y consecuentemente, las clases de conjugacion
p-regulares son indexadas por m-particiones p-regulares, ver 3.7 en [16l.

1.2. Los médulos 91) y 914. Como se ha indicado anteriormente, hasta el final de la
ultima seccion se asumird que p no divide a m; después de esto, el caso general no presenta
mayor dificultad y sera tratado sobre el final del articulo.

En esta seccién introducimos los médulos: 901, asociado con el grupo simétrico S, y
M asociado con el grupo &. Luego definimos 9T, y 914, que son espacios de funcionales
lineales en 91y y M respectivamente, sobre los cuales se realizardn las representaciones
modulares irreducibles de &,, y &7'. Es conveniente tener en cuenta lo que ocurre en el caso
del grupo simétrico ya que se extiende la construccion para el grupo &7, a partir de un
hecho clave dado en el Teorema 2.3 de [2].

Cuando K es un cuerpo de caracteristica 0, no es dificil mostrar que 97y =~ 9, como
G,,-mdbdulos y Mp ~ Ix como &)F-mbdulos.

Para cada conjunto no vacio C = {cy,...,ct} de I, donde ¢; < --- < ¢, denotamos con
Ve(xi,...,x,) el usual determinante de Vandermonde
Ve = H (xcj —xci) .
1<i<j<k
Asociamos con cada particion A = (44,...,A,) de n, un subconjunto &, de .# dado por

ae 0y <a 0)] =, e (D] =2,....Ja7  (r=1)| = A,
Es claro que 0, es una &,-6rbita en .# con la accién dada en (3).
Para cada [, 1 <1< A4y = u, consideramos el subconjunto Cy ; dado por

-1
Cry=A4iel,: Y A +1<i< Y A, )

j=1 j=1
donde A’ = (A{,...,A,) es la particion conjugada de A.
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REPRESENTACIONES IRREDUCIBLES DEL GRUPO SIMETRICO GENERALIZADO 123

Ahora, definimos ¢) € &'y o), € .# como:

u

e = HVCM(xl,...,xn) 6)

=1

y
-1

a(i)=i-1-> 4 siieCy,. (7

j=1

Observacion 1.8. Notar que para a € #, los valores ‘O{_l (z)‘ con i € Ny dan lugar a una
particion A de n. Esto permite definir la particion Cy; de 1, y consecuentemente el multi-
indice o), como en @) Ahora, si ay B estdn en una misma &,,-drbita, es claro que oy, = f3;,

dado que ambos definen la misma particion de n.
Proposicion 1.9. Sea G, el subgrupo de G,, definido como

G =65 (Cr1) x - x 6y (Cru):
entonces

Z sgn (1) T |x* =¢,.

1€,

Demostracion. Resulta del siguiente hecho: Dado un subconjunto no vacio C = (c,...

de I, donde ¢ < -+ < ¢, y O¢ € .4 definido por:

h—1 sij=g¢y,

(i) =1, sijé¢C

entonces

D7 sgn(0) T |x% = Ve (xi,. .. x).
T€G,

Descomponiendo a; =Y, oc(l), donde:

) (j) = 0 sij¢Cay

o (j) sijeCay

N0
X% — 1_[)6067L
I=1

u

Disen(n)r=]] > sen(1)T

’EEGl =1 TGGA{(CA‘I)
1

se tiene:

y factorizando:

resulta:
u

Z sgn(7)7T x"‘lzn Z sgn(7)7 x4

=G =1
T A ‘CEGM/ (C?L.l)
Por lo observado anteriormente, es:

(1)
ST sen(D))a% = Ve, (xiy.eom),

TEGILI’ (CAJ)
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Asociamos con cada &,,-6rbita ¥ en ., el subespacio de <7

S'y = Z aaxa, Ay € K . (9)

aey

Definicion 1.10. Si A es una particion de n, definimos I, como el subespacio de </ gene-
rado por la G,-0rbita de e, es decir

My =(Te; :T€S,).

Observacion 1.11. Si K es un cuerpo de caracteristica 0y A" = (A{,..., 1)), e) coincide

con el producto de las funcionales lineales asociadas a un conjunto de raices positivas de
un subgrupo de Weyl de tipo

All'—l X---XAM,I. (10)
En este caso, segun [18l, N, da lugar a una representacion de Macdonald para &, con-
siderado como un grupo de Weyl de tipo A,—1, y la misma estd asociada a un subgrupo de
tipo dado en (I0); ver 8] o [17].
El &,,-mddulo I, también puede ser presentado como se indica a continuacion. Sea &
el operador diferencial definido por

50
) i=1 ax; ;
entonces
M, ={PeS,|8(P) =0},
donde 7 es la G,-orbita de o, conforme se establece en el Teorema 4.2 de [3].

Sea A = (uo, .. ,u’"‘l) una m-particibon de n 'y paracada i, 0 <i <m, g, = |ui| y pon-
gamos

po=0 y pi=)4;

Jj<i
Definimos e € &7 como
m—1 )
(9N (xb-'-axn) = (xPi+1"'xPi+61i)leli" (xgli-&-l “.lei"r%) an
i=0
y o € . dada por
on (j) = moyi (j—pi) +1i, sipi+ 1< j<pi+qi=pit1- (12)
donde @i es como en .

Ahora, si Y = O, es la &,-6rbita de oty en .#, es claro que ep € Sy, donde Sy es como
se dio en (9).

Observacién 1.12. Puesto que la funcién u* — Qi que asigna particiones a un multi-
indice es inyectiva, segiin se hizo notar en la Observacion también es inyectiva la
funcion A — oy dada en ([[2), que asigna una m-particion a un multi-indice. Cada o €
A da lugar a una m-particion A = (u07 . ,/.Lm_l) de n donde cada [' se obtiene de la
sucesion |B~" (km +i)‘k>0, y A tiene asociado a an como en . Si ay B estdn en una
misma &,-drbita, entonces 0p = PBa.
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Ejemplo 1.13. Consideremos la 3-particion A de 8 dada por (,uo,,u1 , ,uz), donde:

u=2,1), u'=(0), u=(22,1).
Se tiene qo = 3, g1 =0, g2 = 5, de donde €0 | = {1,2}, Cuop = {3}, Cp =9, 6 =
{4,5}, €25, ={6,7} y €23 = {8}. Ahora:

op = (0,3,0,2,5,8,2,5)
teniendo que:
en =V (x?, ... ,xg) (x4X5x6x7xg)2V{4,5_’6} (x?, ... ,xg) Vi7.8y (x?, ... ,xg)
= (3 —x7) (xaxsxex7xg)> (e —x3) (g —x3) (3 —x3) (33 —3) .

Definicion 1.14. Si A es una m-particion de n, definimos 9 como el subespacio de </
generado por la &,-6rbita de ey, es decir,

My =(0ep:0€S,). (13)
Sea A el operador diferencial
n m
A=) —.
ox’"

i=1""

Como ocurre con el grupo simétrico, en este caso por el Teorema 2.5 dado en [4] se tiene:
mAZ{PESr|A(P) 20}.
1.2.1. Los espacios I, y 0. Hacemos notar que el grupo simétrico G,, se identifica con
G(1,1,n) =&
Para cada particién A de n, consideramos f; € 91}, el espacio dual de 91, definida por
fa(P)=(Pez)  (PeM). (14)

Usando la accién candnica de &, sobre 9}, definimos 91, como el subespacio de 9}
generado por la G,,-6rbita de f), es decir

Ny, =fr:Te€S,).

Andlogamente, para cada m-particiéon A = (/.LO, . ,/J.mfl) de n consideramos fx € My, el
espacio dual de 95, dado por

fA (P) = <P, €A> (P S m/\) .

Con la accion candnica de &) sobre 1%, definimos 91, como el subespacio de Mt} gene-
rado por la G,,-6rbita de fj, es decir,

NA={Tfa:TES,).

Observacion 1.15. Dada la invarianza de la forma bilineal por la accion de &, observada
en[l.2] se tiene:

(Tfa) (P) = fa (t7'P) = (t7'Per)y = (P, Tep)

parat€ S,y PeMy. Luego, todo elemento g € Np puede ser representado como:

g(P)=<(P,Q)
para algiin Q € M.

Con una notacién un tanto diferente, podemos encontrar el siguiente resultado en [2,
Lema 2.2 y Teorema 2.3].

Teorema 1.16. Manteniendo las notaciones previas tenemos:
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i) Si A es p-regular, luego N, # 0.
ii) SiN, # {0}, Ny es un S,-mddulo irreducible.
iii) Si A 'y U son particiones p-regulares y A # [, entonces Ny % MNy.
iv) Todo &,-mdédulo simple es isomorfo a M, para alguna particion p-regular A de n.

En la prueba del Teorema|1.16} un idempotente en K&, juega un rol primordial. De modo
andlogo, para establecer un resultado similar en el caso de &, definimos los idempotentes
Qp y Q% en K&)'como se describe a continuacion.

Dada A = (u°,...,u™" ") una m-particién de n, con

po= () Y (W =a

po=0 y pi=)4;

Jj<i

y como en , definimos paracada/, 1 <[ < /.L{ = r;, €l subconjunto Cy ;; dado por

-1 l
Chrig = {ke {Pi+1,...,pi+qi} : Z (/.Li);.-}-l <k—pi < Z (.ul);}
Jj=1 =

j=1

Luego tenemos

m—1 Ti
€A = H ((xp,-+1"'xpi+qi)lHVCA,i,z (XZHV“’X%MI-)) ' as)

i=0 =1

Sea #) < G el subgrupo definido por

m—1 i
Hr = X (>< S, (CA,iJ)) ; (16)

i=0 \I/=1

donde &) (Ca ;) es como se definié en . Dado que cada elemento o € G} tiene una
tinica descomposicién como ¢ = (d,T) cond € 6,1 y T € &,, el subgrupo 7%, también tiene
una descomposicién como

S = CD X6y, (17)
donde

Sy = mﬁl (11[6}, (CA,i,z))

i=0 \I/=1

o =TT (Tencan).

i=0 \i=1
Cada d € 6 puede ser factorizado en forma tinica como

d=dody-dp_1,

donde d; estd en H‘K,ﬁ (Caiz)- Designamos con xa el cardcter lineal de .7#3 dado por
I=1

unta.) = (T2 )sen (o).
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Finalmente definimos los operadores Q y Q3 en K&)' dados por

1 -1
Qp == X (G) o, (18)
1
Q= —— xa(0)o.
A |%A|G§j% §

Observacion 1.17. Una reflexion s en un espacio vectorial es un endomorfismo diagonali-
zable tal que el espacio de puntos fijos de s es un hiperplano. Actuando sobre <7y, el espacio
de polinomios homogéneos de grado 1, 7€ se representa como un grupo de reflexiones, es
decir que generado por reflexiones. Si K = C es el cuerpo de los niimeros complejos, a
partir de (16)), se tiene que un conjunto de raices para # estd dado por:

i conj> |l

xj—Cx con j <k, jkeCpjy,
donde § es raiz m-ésima de la unidad. Toda raiz de 7 se obtiene como un miiltiplo escalar
de alguna de estas, ver 2.5 en [9]]. De (I3)), el polinomio ey se factoriza como producto de

todas las funcionales lineales en el sistema de raices de 7%, donde las funcionales x; estdn
tomadas con ciertas multiplicidades. De modo que

m—1 i
i
en = H (Xp41-Xp4qi) X H 1_[ (x’,:’ —xT) . (19)
i=0 I=1 | jkeCp,y,j<k

Proposicion 1.18. Conservando las notaciones precedentes, para cada m-particion A =
(uo, e ,,um_l) de n, se tiene

i)
TQAZQA’L':)CA(T).QA VTE%\.
ii)
1 _
Qp =19 DM@ || ) sen(r)T ),
| A| de?o”/\ ECIN
1
Q) = A dMioasldd || > sen(n)t
A ISAN TeGA

iii)
Qp (x*) = ey.
Demostracion. i) Esta identidad resulta clara de la definicién de Q4.

ii) Es una consecuencia de la descomposicion (17).
iii) Por (8], tenemos:

D7 sgn(7) T | (x*) = e (20)

TEGH

Ya que cada elemento d € G, puede ser factorizado como d = (dy,...,d,—1), donde

d; € HCKZZ (Cait) |,
=1
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tenemos 1
d(ep) = (H%i (di)> en = xa(d)ep.
i=0
Asi
(Z XA (d)_ld) en = |%hlea
VIS
y iii) queda demostrado. O

Con la misma notacion usada en (I5) tenemos el siguiente lema.

Lema 1.19. Sea T una reflexion de orden k en <7 y r una raiz de t. Si P € <f es tal que
7(P) = det(7)’ P

para algiin j < k, entonces r/ es un factor de P.

Demostracion. De las hipétesis se tiene que T(r) = {r con { una raiz k-ésima primitiva

de unidad. Fijamos ¢ = r, ¢,...,¢, una base de 7, donde ¢»,...,, es una base del
hiperplano reflexivo de 7, es decir 7 (¢;) = ¢; para i > 2. Podemos expresar P como
P = 2 A«a(pa,
oeH
donde ¢%* = @ --- %

n

Como det (1) = ¢, de la identidad 7 (P) = det () P se tiene

2 U = ¢/ Z Ao,
oeH oeH
de modo que
(041 Ej mod(k), V)u(x # 0.
Luego a; es de la forma j + hk, con h > 0, de modo que ¢ > j cada vez que Ay # 0; luego
= (plj es un factor de P. g

Corolario 1.20. Si P € <7, entonces e, es un factor de Q (P).
Demostracion. En virtud de la Proposicién [I.1§]i), resulta
0QA (P) = xa(0) QA (P), Vo e Hy.
Para una reflexion T € J#, se tiene:
QA (P) = det (1)’ QA (P)  si xg es raiz de T con pj<k<pjii,

QA (P) = det(7) QA (P) silaraiz de 7 es de la forma x; — {x;.

En el primer caso, tomando 7 una reflexiéon de orden m, del lema previo se sigue que x*,i es
un divisor de Q4 (P). En el segundo caso T es una reflexion de orden 2, también por el lema,
xj — Cxi es un divisor de Q4 (P). En consecuencia, teniendo en cuenta la expresién de e
en (19), se observa que los distintos factores de e en el conjunto

{(xj o ka)}j7k€CA‘i,1?j<k v {x-l/}pi+1<j<pi+qi

son todos ellos factores de Q, (P). Pero dado que las raices son factores irreducibles no
asociados y &7 es un dominio de factorizacidn tnica, resulta que e, es un factor de Qx (P).
O

En lo que sigue gr(P) denotard el grado del polinomio P.
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Proposicion 1.21. Sean A = (,uo, . ,,u’"*l) una m-particion de n'y P € </ . Considerando
la accion de Qx sobre </ dada por ({) y sobre My dada por la restriccion de la accion
usual sobre M, tenemos:

i) Qa(P) = eaQ, donde Q es un polinomio 7 -invariante.
ii) Si gr(P) = gr(ep), entonces

Q.A (P) = <P, €A>e/\.
iii) Para cada ¢ € Iy

QA (@) = @ (ea) fa,
donde f es como se definié en ([[4).
Demostracion. i) Por la Proposicion|1.18] para cada 7 € 7%, tenemos
TQ.A = XA (T) .QA y Q.A (xa‘\) = €A.
Luego
QA (P) = XA (7) QA (P).

En particular, esta identidad es vélida para toda reflexién en .73, de modo que por el Le-
ma[L.19resulta

Qp (P) = enQ.
Por otra parte, aplicando T € .7/, en ambos miembros de la identidad anterior, se tiene
xn () enQ = xa (1) QA (P) = TQA (P)
=1(eaQ) = 7(er) T(Q)
= XA (T) eAT (Q) 5

es decir Q es J#j-invariante.
ii) Por la linealidad de Q,, es suficiente probar que para cada a € . tal que |a| = gr(ep)

Qp (x%) = (% epyen. (1)
Por la identidad dada en la Proposicion[1.18§|
QA (xO‘A) = €A.

Se tiene que si & no pertenece a la G,-6rbita de oy, resulta

(x%epy =0.
Por otra parte, dado que gr (Qx (x*)) = gr(ea), por i) existe A € K tal que
QA (xa) = QLEA.

Como x% y x™ estdn en diferentes &,,-6rbitas, debe ser A = 0 y luego queda probado
cuando o no pertenece a la G -6rbita de .
Si o estd en la G,-6rbita de oy, hay T € G, tal que

o

x% = Tx%,

Luego
Qp (x%) = Qp (Tx™) = sgn (7) ex.

Ya que el coeficiente de 7x* en la descomposicion monomial de e es precisamente sgn (7),
esto concluye la prueba de la igualdad en (21).
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iii) Si @ € Np y P € My, por ii) de esta proposicién tenemos:

QX (¢) (P) = (F;M > xA(G)(6<P)>P=|C;A| Y, 2 (0)¢(c'P)

OEI OEI N

=9 <|<;A| > xa(o) 6“P> =0 (Qa(P)) = ¢ ((Penyen)

OES

=@ (er) fa(P).

2. LA FORMA BILINEAL

En esta seccion presentamos algunas propiedades de la forma lineal introducida en 7,
que ayudan a extender los resultados en [2] para el grupo &7

Definicion 2.1. Si ¢ es un subconjunto de 1,,, diremos que o € .4 estd soportado en 7
si o = 0 para cada i € 1, — J. También diremos que el monomio x* estd soportado en ¢
si o lo estd. Si P € o/, diremos que P estd soportado en ¢ si cada monomio que aparece
en P lo estd.

Si a € .4 le asociamos @+ € .# soportado en _# dado por
o Sii€

o ={o sies
0 sii¢g 7.

Es claro que o estd soportado en _# si, y solo si, a’ =a.
h

Sill, = U _Z1 es una particién de I, y o € .#, o puede ser descompuesto en una forma
) 1=0
Unica como

h
a=>a’ (22)
=0

de modo que, si o, € A4,

h
B\ _ Y
<x0‘,x> 11_([)<x“ ' x 1>.

h
Proposicion 2.2. Sean PQe </ y 1, = U H1 una particion de 1,. Si Py Q se factorizan
1=0

h h
P:HPJI y Q:HQ/[7
=0 =0

como.

donde P/ y Q7" estdn ambos soportados en Y1 para cada I, entonces:

ro-Ti(r e
=0
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Demostracion. La demostracion puede establecerse haciendo induccién en 4, lo que reduce
a considerar solo el caso de una particién de dos términos que, para simplificar, ponemos
I, = # v _#.Escribiendo

P=Zaaxa y 0 zzbaxo‘
se tiene

(P,Q)= Z 5a,ﬁaab[37
a’ﬁ
donde 6 es la funcién de Kronecker. Por otra parte, de la factorizacién

P=pP’P/ y 0=0707
y la descomposicion tinica observada en (22)), se tiene
Ao = AgsAy 7, bﬁ = bﬁfb[)’/ y 5057[3 = 5“]’!3/505%713/,

donde a, .~ a, » son los respectivos coeficientes de xo” y x” enp’ y P/ ; andlogamente,
bgsbg » son los coeficientes de e y xP” en 0”7y 0/ . Luego

Zaa,ﬁaabﬁ: Z 5af_ﬂfaafbﬁy < Z 506/7[3/0&/[?[3/)
S

B a’ B7 0t 5
—(P”.0")(P” .07,
de donde resulta la proposicion. U

Proposicion 2.3. Si P, Q € <7 y k es un niimero natural, entonces
<P(x]1‘,...,x],(l) ,Q(x]{,...,xﬁ)> =(P(X1y.eeyXn), Q(X1y-00yXn))-

Demostracion. Es una consecuencia de la identidad

(t.)= o2

para cada par o, 3 € .4 . O
Dada una descomposicién & = (P, ..., Ppy—1) de 1, es decir
m—1
L={J2
1=0

y los subconjuntos &, son dos a dos disjuntos, llamamos .42 al conjunto de todos los
o € ./ tales que para cada [, 0 < I <m, @), es congruente con / médulo m.

Definicion 2.4. Si P € <7, diremos que P tiene m-tipo P si

P= Z Aax®.

oEN,

Proposiciéon 2.5. Sean Py Q € &7, P con m-tipo &2, Q con m-tipo 2. Si & + 2, entonces
(P,Q)=0.

Demostracion. Si &y 2 son descomposiciones diferentes de I, es claro que S5 N ANy =
& y consecuentemente (P, Q) = 0. O

Lema 2.6. Si A es una m-particion p-regular, la forma bilineal { , ) restringida a 9t p x My
es no nula.
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Demostracién. Sea A = (u°,...,u™ 1) la m-particién de n. Para cada i, 0 < i <m—1, sea

q; = || y ponemos
=0y  pi=)g
Jj<i
Puesto que A es p-regular, cada u’ es una particién p-regular. Por el Lema 2.2 iv) en [2],
hay permutaciones o; en &, ({p; +1,...,pi +¢;}) tales que para cada i

<e(x#i 5 Gjeaﬂi> ;é O
Si ponemos T = Gy -+ 0,_1 € S, de y de las Proposiciones [2.2]y [2.3|tenemos

m—1
(en,Tep) = 11 <ea#l.,ceaui> #0.
=

3. LAS REPRESENTACIONES MODULARES

Teorema 3.1. Conservando las notaciones precedentes, se tiene:

i) Si A es una m-particion p-regular de n, entonces Ny # {0}.
ii) Si MNp # {0}, N es un &)'-modulo irreducible.
iii) Si Ay Y son m-particiones p-regulares de n, con A # Y, entonces M % MNy.
iv) Todo G'-modulo simple es isomorfo a Ny para alguna m-particion p-regular A
de n.

Demostracion. i) Es una consecuencia de
ii) Sean A = (uo, ... ,;,Lm_l) una m-particién de n, £ un &'-submoddulo de i y ¢ € £,
¢ no nulo. Dado que ¢ € 9%, en virtud de la Observacién|1.15] existe P € M, tal que
¢(Q)=<P.Q)  VQeMy.

Si ¢ (oep) =0 paratodo o € &, la funcional lineal ¢ deberia ser cero, pero hemos asumido
¢ # 0. Asi existe T € S, tal que @ (Tep) # 0. Podemos suponer, sin pérdida de generalidad,
que @ (ep) # 0, cambiando @ por 7~ !¢ si fuera necesario. Ahora, si Q € My, gr(Q) =

gr(ea) y por la Proposicion
@ (en) fa = QA (@) € L.
Puesto que @ (ep) # 0, sigue que f € £, es decir £ = N\
iii) Sean A y Y m-particiones p-regulares de n tales que 915 ~ D1y. Probamos en el Le-
ma [2.6|que existe T € &, tal que
(en,Tep) # 0.
Si en la Proposicién iii) se hace jugar el rol de ¢ a T~! f,, se obtiene

Q% (v 'fa) = ((z 7' fa) (en)) fa = (e, Tea) fa # 0.

Como el operador Q7 es no nulo en 914 y es una combinacién lineal de elementos en &7,
Q7 debe ser no nulo en I1y. Existe entonces 7w € &, tal que

Qi (m ' f) #0,
pero esto es
0 Qk (7' fr) = {ex, men) f.
Asi
(ey,mep) # 0,
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es decir, ey y e, tienen un monomio xP comin en sus respectivos desarrollos. De esto se
sigue que Oy y s estdn en la misma &,,-6rbita, y de la Observacion [I.12]resulta oy = i,
luego T = A.

iv) Es suficiente probar que el nimero de m-particiones p-regulares coincide con el nu-
mero de clases de conjugacién p-regulares en &. Pero esto es consecuencia del hecho de
que hay una biyeccién entre m-particiones y las clases de conjugacién de &' que pone en
correspondencia las m-particiones p-regulares con las clases de conjugacién p-regulares de
G, ver 3.7 en [16]. O

Por dltimo, considerando el caso general donde p y m pudieran no ser coprimos, descom-
ponemos m = p%k, donde & € Ny y p que no divide a k. Ahora asumimos que K contiene
las raices k-ésimas de la unidad. Consideremos  : ;. — €' la proyeccién canénica dada
por la descomposicion

Cn = Cpa DC -
Este morfismo induce la proyeccién y : " —s &* dada por
n(d,7) = (n(d),1)  (d,7) e

Por el teorema anterior, para cada a k-particién p-regular A de n hemos construido una
representacion irreducible de &

PA 6],(1 — Autg (‘ﬁ,\) R

y luego pa o ¥ es una representacion irreducible de G.
Conservando las notaciones precedentes, podemos enunciar a continuacién el teorema
que establece las representaciones modulares irreducibles de & en el caso general.

Teorema 3.2. Si K contiene las raices k-ésimas de la unidad, se verifican las afirmaciones
siguientes:

i) Si A es una k-particion p-regular de n, entonces pp o T es una representacion irre-
ducible de G
ii) Si Ay Y son k-particiones p-regulares de n’y A # Y, entonces pAo Ty Py © T no son
equivalentes.
iii) Toda representacion irreducible de &' es equivalente a pp o T para alguna k-parti-
cion p-regular A de n.

Demostracion. i)y ii) siguen del Teorema [3.1]

iii) Por i) y ii) tenemos tantas representaciones irreducibles no equivalentes de &' como
k-particiones p-regulares de n. Por otra parte, se desprende de 3.7 en [16]], que toda clase de
conjugacion p-regular de G tiene un representante G, en consecuencia &” y & tienen
el mismo nimero de clases p-regulares. Se concluye que el nimero de clases p-regulares
de & coincide con el nimero de k-particiones p-regulares de n, y asi, las representaciones
pa o T agotan las representaciones modulares irreducibles de G!'. O
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