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REPRESENTACIONES MODULARES IRREDUCIBLES DEL GRUPO
SIMÉTRICO GENERALIZADO Sm

n

JOSÉ O. ARAUJO, LUIS C. MAIARÚ, AND MAURO NATALE

RESUMEN. En la década del ’80, Farahat y Peel en [12] realizan las representaciones mo-
dulares para el grupo simétrico; un año después, al-Aamily, Morris y Peel en [1] lo hacen
para un grupo de Weyl de tipo Bn. En ambos casos se apoyan en la teoría combinatoria.
Usando métodos más geométricos, en [2] y [5] se presenta una realización de todas las
representaciones modulares irreducibles de esta clase de grupos de Weyl. Este método es
extendido en el presente artículo para el caso de un grupo de reflexiones complejo de tipo
Gpm,1,nq.

1. INTRODUCCIÓN

Las llamadas representaciones de Macdonald para grupos de Weyl fueron introducidas
por Macdonald en [18]. Estas representaciones son irreducibles y se construyen a partir
de la acción del grupo de Weyl sobre un sistema de raíces asociado con el grupo. Toda
representación irreducible de un grupo de Weyl de tipo An o Bn puede ser realizada como
una representación de Macdonald (ver Carter [8] o Lusztig [17]). Siguiendo las ideas de
Macdonald, las representaciones modulares irreducibles fueron construidas en [2] para el
grupo simétrico y en [5] para el grupo de Weyl de tipo Bn. También señalamos que la
construcción de un modelo de Gelfand para el grupo de reflexiones complejo Gpm,1,nq
dada en [4], se inspira en una familia de representaciones del grupo construidas a la manera
de Macdonald; ver también [19].

Desde un punto de vista combinatorio, se realizan las representaciones modulares en [1]
para el grupo simétrico y en [12] para un grupo de Weyl de tipo Bn.

La representaciones ordinarias del grupo Gpm,1,nq, también conocido como grupo si-
métrico generalizado, fueron tratadas en [7, 11, 13, 20, 21, 22, 23].

El principal resultado de este trabajo se encuentra en el Teorema 3.2, donde extendemos
la construcción dada en [2], para obtener una realización de representaciones modulares
irreducibles del grupo Gpm,1,nq.

En virtud de las construcciones presentadas en este artículo generalizando los elementos
utilizados para el estudio de las representaciones modulares del grupo simétrico, es natural
considerar los módulos MΛ definidos en (13), como los módulos de Specht para el gru-
po simétrico generalizado. En tal caso, como ocurre en la situación del grupo simétrico,
los operadores ΩΛ en (18) jugarían un papel importante en la descripción de los factores
de descomposición, dando alguna información parcial de la matriz de descomposición. Se-
guramente resultados del grupo simétrico asociados con la determinación de los divisores
elementales de la matriz de Cartan dado en [24] o sobre su determinante dado en [6], puedan
ser extendidos para el grupo simétrico generalizado.

1.1. Notación y resultados preliminares. En esta sección introducimos los elementos
que intervienen en la construcción de los módulos irreducibles y sus respectivas notaciones.
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A lo largo de este artículo usaremos Sm
n para notar de manera más compacta el grupo

Gpm,1,nq, el cual es también conocido como grupo simétrico generalizado. K será un cuer-
po de característica p� 2. Denotaremos con A el anillo de polinomios Krx1, . . . ,xns, y para
cada j ¥ 0, sea A j el subespacio de A dado por los polinomios homogéneos de grado j.
Así mismo, usaremos In para indicar el conjunto t1,2, . . . ,nu y Sn para referirnos al grupo
simétrico del conjunto In.

En principio vamos a suponer que K contiene todas las raíces m-ésimas de la unidad,
en particular se tiene que m y p son números coprimos. Para tratar el caso general, estas
hipótesis serán reconsideradas sobre el final del artículo.

Por conveniencia, presentamos el grupo Sm
n como el producto semidirecto

Sm
n � C n

m oSn,

donde Cm � K es el grupo de raíces m-ésimas de la unidad.
Cada elemento σ P Sm

n tiene una única descomposición

σ � pd,τq, (1)

donde d � pd1, . . . ,dnq P C n
m y τ PSn. De esta manera, el producto en Sm

n viene dado por

pd,τq � ph,µq � pdhµ ,τµq ,

siendo h� ph1, . . . ,hnq P C n
m, µ PSn y hµ � phµp1q, . . . ,hµpnqq.

Para simplificar la notación, cuando sea oportuno, se identificará C n
m con pC n

m,1q y Sn
con p1,Snq, es decir d con pd,1q y τ con p1,τq.

1.1.1. El carácter. El carácter dado a continuación será utilizado para definir proyectores
asociados con subgrupos de Sm

n .
Sea χ : Sm

n Ñ K el carácter lineal dado por:

χ pd,τq �

�
n¹

i�1

di

�
sgnpτq ,

donde sgn es la función signo.

Observación 1.1. En el caso que K �C, el cuerpo de los números complejos, este carácter
es precisamente el determinante de la representación geométrica de Sn

m como un grupo
generado por reflexiones unitarias (ver [15]). Luego, tenemos

χ pdq �
n¹

i�1

di si d P C n
m,

χ pτq � sgnpτq si τ P Sn.

1.1.2. Subgrupos. Como en el caso de característica cero, las representaciones irredu-
cibles se asocian con subgrupos de Sm

n , razón por la cual aquí introducimos el tipo de
subgrupo que se utilizarán en una posterior construcción de los módulos buscados.

Si J � In, denotemos por Sm
n pJq al subgrupo de Sm

n dado por

Sm
n pJq � tpd,τq PSm

n : dk � 1 y τ pkq � k, @k P In� Ju. (2)

Notemos que
Sm

n pJq � C n
m pJqoSn pJq ,

donde Sn pJq es el grupo de todas las permutaciones que fijan todos los elementos en In�J
y C n

m pJq es el subgrupo de C n
m dado por

C n
m pJq � td P C n

m : dk � 1,@k P In� Ju .

Actas del XII Congreso Dr. Antonio A. R. Monteiro (2013), 2014



REPRESENTACIONES IRREDUCIBLES DEL GRUPO SIMÉTRICO GENERALIZADO 121

1.1.3. Acción de Sm
n en A y la forma bilineal. En todo lo que sigue, llamaremos M �

tα : In Ñ N0u al conjunto de multi-índices y usaremos la notación

xα � xα1
1 � � �xαn

n si α PM .

Hay una acción natural de Sm
n en el anillo de polinomios A , como así también en su

espacio dual A �, que les da una estructura de Sm
n -módulos. Esta acción se describe como

sigue:
Consideremos Sn actuando sobre el conjunto de multi-índices M mediante

τ �α � α � τ
�1 si τ PSn. (3)

Esto induce una acción de Sm
n sobre el anillo de polinomios A dada por

pd,τq � xα �
n¹

i�1

pdixiq
pτ�αqi , (4)

donde α PM . En particular, para τ PSn y d P C n
m se tiene:

τ � xα � xα1
τ�1p1q � � �x

αn
τ�1pnq

d � xα � dαxα .

Por otra parte, si ϕ PA � resulta:

pσ �ϕqpPq � ϕ
�
σ
�1P

�
@P PA .

Si identificamos Sn con un subgrupo t1u�Sn de Sm
n , es claro que la acción definida

extiende la acción natural del grupo simétrico Sn sobre el anillo polinomios A .
Usaremos la forma K-bilineal x�,�y definida sobre A a partir de las identidadesA

xα ,xβ

E
� δα,β

donde α,β PM y δ es la función de Kronecker.

Observación 1.2. Notar que esta forma bilineal es invariante bajo la acción del grupo
simétrico Sn, es decir: A

τ � xα ,τ � xβ

E
�
A

xα ,xβ

E
para cada τ PSn.

1.1.4. Multiparticiones. Las multiparticiones se introducen como los parámetros natu-
rales para enumerar las clases de conjugación de Sm

n , tal como se enuncia en la Proposi-
ción 1.5.

Si λ es una partición de n, podemos denotarla como λ � pλ1, . . . ,λlq con λ1 ¥ �� � ¥ λl ,
o bien como λ � p1m1 ,2m2 , . . . ,nmnq, donde

mi � |t j : λ j � iu| .

Una partición λ � p1m1 ,2m2 , . . . ,nmnq de n es llamada p-regular si

m j   p para j � 1, . . . ,n.

Una clase de conjugación de un grupo finito es llamada p-regular si p no divide al orden de
un elemento de la clase.

Observación 1.3. Para el grupo simétrico Sn, el número de representaciones modulares
irreducibles no equivalentes coincide con el número de clases de conjugación p-regulares
de Sn ([14, Teorema 11.5]). Para un grupo finito general, esto es verdadero si K es cuerpo
de descomposición para G; ver [10, Teorema 21.25 y pág. 492].
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Definición 1.4. Una m-partición Λ de n es una m-upla
�
µ0, . . . ,µm�1

�
donde cada µ i es

una partición y
m�1̧

i�0

��µ i
��� n.

La m-partición es llamada p-regular si todas las particiones µ i son p-regulares.

Es oportuno aclarar que se admiten particiones de cero entre las µ i. En tal caso, la parti-
ción se tomaría con un solo término.

Los resultados siguientes serán utilizados más adelante; estos son conocidos y se presen-
tan sin demostración.

Proposición 1.5. Hay una correspondencia biyectiva entre las clases de conjugación de
Sm

n y las m-particiones de n.

Demostración. Ver 3.7 en [16]. �

Lema 1.6. El número de particiones p-regulares de n coincide con el número de clases de
conjugación p-regulares de Sn.

Demostración. Ver Lema 10.2 en [14]. �

Observación 1.7. Al igual que las permutaciones, cada elemento en Sm
n puede ser facto-

rizado unívocamente, salvo reordenamiento, como un producto de ciclos disjuntos, donde
hay m clases distintas de estos ciclos. Esta es la razón por la cual las clases de conjugación
de Sm

n son indexadas por m-particiones de n y consecuentemente, las clases de conjugación
p-regulares son indexadas por m-particiones p-regulares, ver 3.7 en [16].

1.2. Los módulos Nλ y NΛ. Como se ha indicado anteriormente, hasta el final de la
última sección se asumirá que p no divide a m; después de esto, el caso general no presenta
mayor dificultad y será tratado sobre el final del artículo.

En esta sección introducimos los módulos: Mλ asociado con el grupo simétrico Sn y
MΛ asociado con el grupo Sm

n . Luego definimos Nλ y NΛ, que son espacios de funcionales
lineales en Mλ y MΛ respectivamente, sobre los cuales se realizarán las representaciones
modulares irreducibles de Sn y Sm

n . Es conveniente tener en cuenta lo que ocurre en el caso
del grupo simétrico ya que se extiende la construcción para el grupo Sm

n , a partir de un
hecho clave dado en el Teorema 2.3 de [2].

Cuando K es un cuerpo de característica 0, no es difícil mostrar que Mλ � Nλ como
Sn-módulos y MΛ �NΛ como Sm

n -módulos.
Para cada conjunto no vacío C � tc1, . . . ,cku de In, donde c1   �� �   ck, denotamos con

VCpx1, . . . ,xnq el usual determinante de Vandermonde

VC �
¹

1¤i  j¤k

�
xc j � xci

�
.

Asociamos con cada partición λ � pλ1, . . . ,λrq de n, un subconjunto Oλ de M dado por

α P Oλ ô
��α�1p0q

��� λ1,
��α�1p1q

��� λ2, . . . ,
��α�1pr�1q

��� λr.

Es claro que Oλ es una Sn-órbita en M con la acción dada en (3).
Para cada l, 1¤ l ¤ λ1 � u, consideramos el subconjunto Cλ ,l dado por

Cλ ,l �

#
i P In :

l�1̧

j�1

λ
1
j�1¤ i¤

ļ

j�1

λ
1
j

+
, (5)

donde λ 1 � pλ 1
1, . . . ,λ

1
uq es la partición conjugada de λ .
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REPRESENTACIONES IRREDUCIBLES DEL GRUPO SIMÉTRICO GENERALIZADO 123

Ahora, definimos eλ PA y αλ PM como:

eλ �
u¹

l�1

VC
λ ,l
px1, . . . ,xnq (6)

y

αλ piq � i�1�
l�1̧

j�1

λ
1
j si i PCλ ,l. (7)

Observación 1.8. Notar que para α PM , los valores
��α�1piq

�� con i P N0 dan lugar a una
partición λ de n. Esto permite definir la partición Cλ ,l de In y consecuentemente el multi-
índice αλ como en (7). Ahora, si α y β están en una misma Sn-órbita, es claro que αλ � βλ

dado que ambos definen la misma partición de n.

Proposición 1.9. Sea Sλ el subgrupo de Sn definido como

Sλ �Sλ 1
1

�
Cλ ,1

�
��� ��Sλ 1

u

�
Cλ ,u

�
;

entonces �� ¸
τPSλ

sgnpτqτ

�
xαλ � eλ . (8)

Demostración. Resulta del siguiente hecho: Dado un subconjunto no vacío C � pc1, . . . ,ckq
de In, donde c1   �� �   ck, y αC PM definido por:

αCp jq �

#
h�1 si j � ch

0 si j RC

entonces �� ¸
τPSλ

sgnpτqτ

�
xαC �VC px1, . . . ,xnq .

Descomponiendo αλ �
°u

l�1 α
plq
λ

, donde:

α
plq
λ
p jq �

#
0 si j RCλ ,l

αλ p jq si j PCλ ,l

se tiene:

xαλ �
u¹

l�1

xα
plq
λ

y factorizando: ¸
τPSλ

sgnpτqτ �
u¹

l�1

� ¸
τPS

λ 1i
pCλ ,lq

sgnpτqτ

�

resulta: � ¸
τPSλ

sgnpτqτ

�
xαλ �

u¹
l�1

�� ¸
τPS

λ 1l
pCλ ,lq

sgnpτqτ

�
xα

plq
λ

�
.

Por lo observado anteriormente, es:� ¸
τPS

λ 1l
pCλ ,lq

sgnpτqτ

�
xα

plq
λ �VC

λ ,i
px1, . . . ,xnq. �
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124 JOSÉ O. ARAUJO, LUIS C. MAIARÚ, AND MAURO NATALE

Asociamos con cada Sn-órbita γ en M , el subespacio de A

Sγ �

#¸
αPγ

aαxα , aα P K

+
. (9)

Definición 1.10. Si λ es una partición de n, definimos Mλ como el subespacio de A gene-
rado por la Sn-órbita de eλ , es decir

Mλ � xτeλ : τ PSny .

Observación 1.11. Si K es un cuerpo de característica 0 y λ 1 � pλ 1
1, . . . ,λ

1
uq, eλ coincide

con el producto de las funcionales lineales asociadas a un conjunto de raíces positivas de
un subgrupo de Weyl de tipo

Aλ 1
1�1��� ��Aλ 1

u�1. (10)

En este caso, según [18], Mλ da lugar a una representación de Macdonald para Sn, con-
siderado como un grupo de Weyl de tipo An�1, y la misma está asociada a un subgrupo de
tipo dado en (10); ver [8] o [17].

El Sn-módulo Mλ también puede ser presentado como se indica a continuación. Sea δ

el operador diferencial definido por

δ �
ņ

i�1

B

Bxi
;

entonces
Mλ �

 
P P Sγ | δ pPq � 0

(
,

donde γ es la Sn-órbita de αλ , conforme se establece en el Teorema 4.2 de [3].

Sea Λ �
�
µ0, . . . ,µm�1

�
una m-partición de n y para cada i, 0 ¤ i   m, qi �

��µ i
�� y pon-

gamos

p0 � 0 y pi �
¸
j i

q j .

Definimos eΛ PA como

eΛ px1, . . . ,xnq �
m�1¹
i�0

pxpi�1 � � �xpi�qiq
i eµ i

�
xm

pi�1 � � �x
m
pi�qi

�
(11)

y αΛ PM dada por

αΛ p jq � mαµ i p j� piq� i, si pi�1¤ j ¤ pi�qi � pi�1. (12)

donde αµ i es como en (7).
Ahora, si γ � OαΛ

es la Sn-órbita de αΛ en M , es claro que eΛ P Sγ , donde Sγ es como
se dio en (9).

Observación 1.12. Puesto que la función µ i ÝÑ αµ i que asigna particiones a un multi-
índice es inyectiva, según se hizo notar en la Observación 1.8, también es inyectiva la
función Λ ÝÑ αΛ dada en (12), que asigna una m-partición a un multi-índice. Cada α P
M da lugar a una m-partición Λ �

�
µ0, . . . ,µm�1

�
de n donde cada µ i se obtiene de la

sucesión
��β�1 pkm� iq

��
k¥0, y Λ tiene asociado a αΛ como en (12). Si α y β están en una

misma Sn-órbita, entonces αΛ � βΛ.
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Ejemplo 1.13. Consideremos la 3-partición Λ de 8 dada por
�
µ0,µ1,µ2

�
, donde:

µ
0 � p2,1q , µ

1 � p0q , µ
2 � p2,2,1q .

Se tiene q0 � 3, q1 � 0, q2 � 5, de donde Cµ0,1 � t1,2u, Cµ0,2 � t3u, Cµ1 � ∅, Cµ2,1 �
t4,5u, Cµ2,2 � t6,7u y Cµ2,3 � t8u. Ahora:

αΛ � p0,3,0,2,5,8,2,5q

teniendo que:

eΛ �Vt1,2u
�
x3

1, . . . ,x
3
8
�
px4x5x6x7x8q

2Vt4,5,6u
�
x3

1, . . . ,x
3
8
�

Vt7,8u
�
x3

1, . . . ,x
3
8
�

�
�
x3

2� x3
1
�
px4x5x6x7x8q

2 �x3
6� x3

5
��

x3
6� x3

4
��

x3
5� x3

4
��

x3
8� x3

7
�
.

Definición 1.14. Si Λ es una m-partición de n, definimos MΛ como el subespacio de A
generado por la Sn-órbita de eΛ, es decir,

MΛ � xσeΛ : σ PSny . (13)

Sea ∆ el operador diferencial

∆�
ņ

i�1

Bm

Bxm
i
.

Como ocurre con el grupo simétrico, en este caso por el Teorema 2.5 dado en [4] se tiene:

MΛ � tP P SΓ | ∆pPq � 0u .

1.2.1. Los espacios Nλ y NΛ. Hacemos notar que el grupo simétrico Sn se identifica con
Gp1,1,nq �S1

n.
Para cada partición λ de n, consideramos fλ PM

�
λ

, el espacio dual de Mλ , definida por

fλ pPq � xP,eλ y pP PMλ q . (14)

Usando la acción canónica de Sn sobre M�
λ

, definimos Nλ como el subespacio de M�
λ

generado por la Sn-órbita de fλ , es decir

Nλ � xτ fλ : τ PSny .

Análogamente, para cada m-partición Λ �
�
µ0, . . . ,µm�1

�
de n consideramos fΛ PM

�
Λ

, el
espacio dual de MΛ, dado por

fΛ pPq � xP,eΛy pP PMΛq .

Con la acción canónica de Sm
n sobre M�

Λ
, definimos NΛ como el subespacio de M�

Λ
gene-

rado por la Sn-órbita de fΛ, es decir,

NΛ � xτ fΛ : τ PSny .

Observación 1.15. Dada la invarianza de la forma bilineal por la acción de Sn, observada
en 1.2, se tiene:

pτ fΛqpPq � fΛ

�
τ
�1P

�
�
@

τ
�1P,eΛ

D
� xP,τeΛy

para τ PSn y P PMΛ. Luego, todo elemento g PNΛ puede ser representado como:

gpPq � xP,Qy

para algún Q PMΛ.

Con una notación un tanto diferente, podemos encontrar el siguiente resultado en [2,
Lema 2.2 y Teorema 2.3].

Teorema 1.16. Manteniendo las notaciones previas tenemos:
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i) Si λ es p-regular, luego Nλ � 0.
ii) Si Nλ � t0u, Nλ es un Sn-módulo irreducible.

iii) Si λ y µ son particiones p-regulares y λ � µ , entonces Nλ �Nµ .
iv) Todo Sn-módulo simple es isomorfo a Nλ para alguna partición p-regular λ de n.

En la prueba del Teorema 1.16, un idempotente en KSn juega un rol primordial. De modo
análogo, para establecer un resultado similar en el caso de Sm

n , definimos los idempotentes
ΩΛ y Ω�

Λ
en KSm

n como se describe a continuación.
Dada Λ�

�
µ0, . . . ,µm�1

�
una m-partición de n, con

µ
i �

�
µ

i
1, . . . ,µ

i
r
�

y
��µ i

��� qi

y

p0 � 0 y pi �
¸
j i

q j

y como en (5), definimos para cada l, 1¤ l ¤ µ i
1 � ri, el subconjunto CΛ,i,l dado por

CΛ,i,l �

#
k P tpi�1, . . . , pi�qiu :

l�1̧

j�1

�
µ

i�1
j�1¤ k� pi ¤

ļ

j�1

�
µ

i�1
j

+
.

Luego tenemos

eΛ �
m�1¹
i�0

�
pxpi�1 � � �xpi�qiq

i
ri¹

l�1

VCΛ,i,l

�
xm

pi�1, . . . ,x
m
pi�qi

��
. (15)

Sea HΛ �Sm
n el subgrupo definido por

HΛ �
m�1¡
i�0

�
ri¡

l�1

Sn
m pCΛ,i,lq

�
, (16)

donde Sm
n pCΛ,i,lq es como se definió en (2). Dado que cada elemento σ P Sm

n tiene una
única descomposición como σ � pd,τq con d PC n

m y τ PSn, el subgrupo HΛ también tiene
una descomposición como

HΛ � C Λ
m oSΛ, (17)

donde

SΛ �
m�1±
i�0

�
ri±

l�1
S1

n pCΛ,i,lq



y

C Λ
m �

m�1±
i�0

�
ri±

l�1
C n

m pCΛ,i,lq



.

Cada d P CΛ puede ser factorizado en forma única como

d � d0d1 � � �dm�1,

donde di está en
ri±

l�1
C n

m pCΛ,i,lq. Designamos con χΛ el carácter lineal de HΛ dado por

χΛ pd,τq �
�

m�1±
i�0

χ pdiq
i



sgnpτq .
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Finalmente definimos los operadores ΩΛ y Ω�
Λ

en KSm
n dados por

ΩΛ �
1
|CΛ|

¸
σPHΛ

χΛ pσq
�1

σ , (18)

Ω
�
Λ �

1
|CΛ|

¸
σPHΛ

χΛ pσqσ .

Observación 1.17. Una reflexión s en un espacio vectorial es un endomorfismo diagonali-
zable tal que el espacio de puntos fijos de s es un hiperplano. Actuando sobre A1, el espacio
de polinomios homogéneos de grado 1, HΛ se representa como un grupo de reflexiones, es
decir que generado por reflexiones. Si K � C es el cuerpo de los números complejos, a
partir de (16), se tiene que un conjunto de raíces para HΛ está dado por:

x j con j ¥ |µ0|

x j�ζ xk con j   k, j,k PCΛ,i,l,

donde ζ es raíz m-ésima de la unidad. Toda raíz de HΛ se obtiene como un múltiplo escalar
de alguna de estas, ver 2.5 en [9]. De (15), el polinomio eΛ se factoriza como producto de
todas las funcionales lineales en el sistema de raíces de HΛ, donde las funcionales xi están
tomadas con ciertas multiplicidades. De modo que

eΛ �
m�1¹
i�0

$&%pxpi�1���xpi�qiq
i�

ri¹
l�1

�� ¹
j,kPCΛ,i,l , j k

�
xm

k � xm
j
���,.- . (19)

Proposición 1.18. Conservando las notaciones precedentes, para cada m-partición Λ ��
µ0, . . . ,µm�1

�
de n, se tiene

i)
τΩΛ �ΩΛτ � χΛ pτqΩΛ @τ PHΛ.

ii)

ΩΛ �
1
|CΛ|

� ¸
dPCΛ

χΛ pdq
�1 d

�� ¸
τPSΛ

sgnpτqτ

�
,

Ω
�
Λ �

1
|CΛ|

� ¸
dPCΛ

χΛ pdqd

�� ¸
τPSΛ

sgnpτqτ

�
.

iii)
ΩΛ pxαΛq � eΛ.

Demostración. i) Esta identidad resulta clara de la definición de ΩΛ.
ii) Es una consecuencia de la descomposición (17).
iii) Por (8), tenemos: � ¸

τPSΛ

sgnpτqτ

�
pxαΛq � eΛ. (20)

Ya que cada elemento d P CΛ puede ser factorizado como d � pd0, . . . ,dm�1q, donde

di P

�
ri¹

l�1

C n
m,i pCΛ,i,lq

�
,
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tenemos

d peΛq �

�
m�1¹
i�0

χ
i pdiq

�
eΛ � χΛ pdqeΛ.

Así � ¸
dPCΛ

χΛ pdq
�1 d

�
eΛ � |CΛ|eΛ

y iii) queda demostrado. �

Con la misma notación usada en (15) tenemos el siguiente lema.

Lema 1.19. Sea τ una reflexión de orden k en A1 y r una raíz de τ . Si P PA es tal que

τ pPq � detpτq j P

para algún j   k, entonces r j es un factor de P.

Demostración. De las hipótesis se tiene que τ prq � ζ r con ζ una raíz k-ésima primitiva
de unidad. Fijamos ϕ1 � r, ϕ2, . . . ,ϕn una base de A1, donde ϕ2, . . . ,ϕn es una base del
hiperplano reflexivo de τ , es decir τ pϕiq � ϕi para i¥ 2. Podemos expresar P como

P�
¸

αPM

λαϕ
α ,

donde ϕα � ϕ
α1
1 � � �ϕαn

n .
Como detpτq � ζ , de la identidad τ pPq � detpτq j P se tiene¸

αPM

ζ
α1λαϕ

α � ζ
j
¸

αPM

λαϕ
α ,

de modo que
α1 � j modpkq, @λα � 0.

Luego α1 es de la forma j�hk, con h¥ 0, de modo que α1 ¥ j cada vez que λα � 0; luego
r j � ϕ

j
1 es un factor de P. �

Corolario 1.20. Si P PA , entonces eΛ es un factor de ΩΛ pPq.

Demostración. En virtud de la Proposición 1.18 i), resulta

σΩΛ pPq � χΛ pσqΩΛ pPq , @σ PHΛ.

Para una reflexión τ PHΛ se tiene:

τΩΛ pPq � detpτq j
ΩΛ pPq si xk es raíz de τ con p j   k ¤ p j�1,

τΩΛ pPq � detpτqΩΛ pPq si la raíz de τ es de la forma x j�ζ xk.

En el primer caso, tomando τ una reflexión de orden m, del lema previo se sigue que x j
k es

un divisor de ΩΛ pPq. En el segundo caso τ es una reflexión de orden 2, también por el lema,
x j � ζ xk es un divisor de ΩΛ pPq. En consecuencia, teniendo en cuenta la expresión de eΛ

en (19), se observa que los distintos factores de eΛ en el conjunto

tpx j�ζ xkqu j,kPCΛ,i,l , j kY
 

xi
j
(

pi�1¤ j¤pi�qi

son todos ellos factores de ΩΛ pPq. Pero dado que las raíces son factores irreducibles no
asociados y A es un dominio de factorización única, resulta que eΛ es un factor de ΩΛ pPq.

�

En lo que sigue grpPq denotará el grado del polinomio P.
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Proposición 1.21. Sean Λ�
�
µ0, . . . ,µm�1

�
una m-partición de n y P PA . Considerando

la acción de ΩΛ sobre A dada por (4) y sobre NΛ dada por la restricción de la acción
usual sobre M�

Λ
, tenemos:

i) ΩΛ pPq � eΛQ, donde Q es un polinomio HΛ-invariante.
ii) Si grpPq � grpeΛq, entonces

ΩΛ pPq � xP,eΛyeΛ.

iii) Para cada ϕ PNΛ

Ω
�
Λ pϕq � ϕ peΛq fΛ,

donde fΛ es como se definió en (14).

Demostración. i) Por la Proposición 1.18, para cada τ PHΛ tenemos

τΩΛ � χΛ pτqΩΛ y ΩΛ pxαΛq � eΛ.

Luego
τΩΛ pPq � χΛ pτqΩΛ pPq .

En particular, esta identidad es válida para toda reflexión en HΛ, de modo que por el Le-
ma 1.19 resulta

ΩΛ pPq � eΛQ.

Por otra parte, aplicando τ PHΛ en ambos miembros de la identidad anterior, se tiene

χΛ pτqeΛQ� χΛ pτqΩΛ pPq � τΩΛ pPq

� τ peΛQq � τ peΛqτ pQq

� χΛ pτqeΛτ pQq ,

es decir Q es HΛ-invariante.
ii) Por la linealidad de ΩΛ, es suficiente probar que para cada α PM tal que |α| � grpeΛq

ΩΛ pxαq � xxα ,eΛyeΛ. (21)

Por la identidad dada en la Proposición 1.18

ΩΛ pxαΛq � eΛ.

Se tiene que si α no pertenece a la Sn-órbita de αΛ, resulta

xxα ,eΛy � 0.

Por otra parte, dado que grpΩΛ pxαqq � grpeΛq, por i) existe λ P K tal que

ΩΛ pxαq � λeΛ.

Como xα y xαΛ están en diferentes Sn-órbitas, debe ser λ � 0 y luego (21) queda probado
cuando α no pertenece a la SΛ-órbita de αΛ.

Si α está en la Sn-órbita de αΛ, hay τ PSn tal que

xα � τxαΛ .

Luego
ΩΛ pxαq �ΩΛ pτxαΛq � sgnpτqeΛ.

Ya que el coeficiente de τxαΛ en la descomposición monomial de eΛ es precisamente sgnpτq,
esto concluye la prueba de la igualdad en (21).
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iii) Si ϕ PNΛ y P PMΛ, por ii) de esta proposición tenemos:

Ω
�
Λ pϕqpPq �

�
1
|CΛ|

¸
σPHΛ

χΛ pσqpσϕq

�
P�

1
|CΛ|

¸
σPHΛ

χΛ pσqϕ
�
σ
�1P

�
� ϕ

�
1
|CΛ|

¸
σPHΛ

χΛ pσqσ
�1P

�
� ϕ pΩΛ pPqq � ϕ pxP,eΛyeΛq

� ϕ peΛq fΛ pPq .

�

2. LA FORMA BILINEAL

En esta sección presentamos algunas propiedades de la forma lineal introducida en A ,
que ayudan a extender los resultados en [2] para el grupo Sm

n .

Definición 2.1. Si J es un subconjunto de In, diremos que α PM está soportado en J
si αi � 0 para cada i P In� J. También diremos que el monomio xα está soportado en J
si α lo está. Si P PA , diremos que P está soportado en J si cada monomio que aparece
en P lo está.

Si α PM le asociamos αJ PM soportado en J dado por

α
J
i �

#
αi si i PJ

0 si i RJ .

Es claro que α está soportado en J si, y solo si, αJ � α .

Si In �
h¤

l�0

Jl es una partición de In y α PM , α puede ser descompuesto en una forma

única como

α �
ḩ

l�0

α
Jl , (22)

de modo que, si α,β P M , A
xα ,xβ

E
�

h¹
l�0

A
xα

Jl ,xβ
Jl
E
.

Proposición 2.2. Sean P,Q P A y In �
h¤

l�0

Jl una partición de In. Si P y Q se factorizan

como:

P�
h¹

l�0

PJl y Q�
h¹

l�0

QJl ,

donde PJl y QJl están ambos soportados en Jl para cada l, entonces:

xP,Qy �
h¹

l�0

A
PJl ,QJl

E
.
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Demostración. La demostración puede establecerse haciendo inducción en h, lo que reduce
a considerar solo el caso de una partición de dos términos que, para simplificar, ponemos
In �I YJ . Escribiendo

P�
¸

aαxα y Q�
¸

bαxα

se tiene
xP,Qy �

¸
α,β

δα,β aαbβ ,

donde δ es la función de Kronecker. Por otra parte, de la factorización

P� PI PJ y Q� QI QJ

y la descomposición única observada en (22), se tiene

aα � aαI aαJ , bβ � bβI bβJ y δα,β � δαI ,βI δαJ ,βJ ,

donde aαI aαJ son los respectivos coeficientes de xαI
y xαJ

en PI y PJ ; análogamente,
bβI bβJ son los coeficientes de xβI

y xβJ
en QI y QJ . Luego

¸
α,β

δα,β aαbβ �

�� ¸
αI ,βI

δαI ,βI aαI bβI

�
� ¸
δ

α
J ,βJ

δαJ ,βJ aαJ bβJ

�

�
A

PI ,QI
EA

PJ ,QJ
E
,

de donde resulta la proposición. �

Proposición 2.3. Si P,Q PA y k es un número natural, entonces@
P
�
xk

1, . . . ,x
k
n
�
,Q

�
xk

1, . . . ,x
k
n
�D
� xPpx1, . . . ,xnq ,Qpx1, . . . ,xnqy .

Demostración. Es una consecuencia de la identidadA
xkα ,xkβ

E
�
A

xα ,xβ

E
para cada par α,β PM . �

Dada una descomposición P � pP0, . . . ,Pm�1q de In, es decir

In �
m�1¤
l�0

Pl

y los subconjuntos Pl son dos a dos disjuntos, llamamos NP al conjunto de todos los
α PM tales que para cada l, 0¤ l   m, α|Pl

es congruente con l módulo m.

Definición 2.4. Si P PA , diremos que P tiene m-tipo P si

P�
¸

αPNp

λαxα .

Proposición 2.5. Sean P y Q PA , P con m-tipo P , Q con m-tipo Q. Si P �Q, entonces
xP,Qy � 0.

Demostración. Si P y Q son descomposiciones diferentes de In, es claro que NP XNQ �
H y consecuentemente xP,Qy � 0. �

Lema 2.6. Si Λ es una m-partición p-regular, la forma bilineal x , y restringida a MΛ�MΛ

es no nula.
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Demostración. Sea Λ �
�
µ0, . . . ,µm�1

�
la m-partición de n. Para cada i, 0¤ i¤m�1, sea

qi �
��µ i

�� y ponemos
p0 � 0 y pi �

¸
j i

q j.

Puesto que Λ es p-regular, cada µ i es una partición p-regular. Por el Lema 2.2 iv) en [2],
hay permutaciones σi en Sqi ptpi�1, . . . , pi�qiuq tales que para cada iA

eα
µi ,σieα

µi

E
� 0.

Si ponemos τ � σ0 � � �σm�1 PSn, de (11) y de las Proposiciones 2.2 y 2.3 tenemos

xeΛ,τeΛy �
m�1¹
i�0

A
eα

µi ,σeα
µi

E
� 0.

�

3. LAS REPRESENTACIONES MODULARES

Teorema 3.1. Conservando las notaciones precedentes, se tiene:
i) Si Λ es una m-partición p-regular de n, entonces NΛ � t0u.

ii) Si NΛ � t0u, NΛ es un Sm
n -módulo irreducible.

iii) Si Λ y ϒ son m-particiones p-regulares de n, con Λ� ϒ, entonces NΛ �Nϒ.
iv) Todo Sm

n -módulo simple es isomorfo a NΛ para alguna m-partición p-regular Λ

de n.

Demostración. i) Es una consecuencia de 2.6.
ii) Sean Λ �

�
µ0, . . . ,µm�1

�
una m-partición de n, L un Sm

n -submódulo de NΛ y ϕ P L,
ϕ no nulo. Dado que ϕ PM�

Λ
, en virtud de la Observación 1.15, existe P PMΛ tal que

ϕ pQq � xP,Qy @Q PMΛ.

Si ϕ pσeΛq � 0 para todo σ PSn, la funcional lineal ϕ debería ser cero, pero hemos asumido
ϕ � 0. Así existe τ PSn tal que ϕ pτeΛq � 0. Podemos suponer, sin pérdida de generalidad,
que ϕ peΛq � 0, cambiando ϕ por τ�1ϕ si fuera necesario. Ahora, si Q P MΛ, grpQq �
grpeΛq y por la Proposición 1.21

ϕ peΛq fΛ �Ω
�
Λ pϕq P L.

Puesto que ϕ peΛq � 0, sigue que fΛ P L, es decir L�NΛ.
iii) Sean Λ y ϒ m-particiones p-regulares de n tales que NΛ �Nϒ. Probamos en el Le-

ma 2.6 que existe τ PSn tal que
xeΛ,τeΛy � 0.

Si en la Proposición 1.21 iii) se hace jugar el rol de ϕ a τ�1 fΛ, se obtiene

Ω
�
Λ

�
τ
�1 fΛ

�
�
��

τ
�1 fΛ

�
peΛq

�
fΛ � xeΛ,τeΛy fΛ � 0.

Como el operador Ω�
Λ

es no nulo en NΛ y es una combinación lineal de elementos en Sm
n ,

Ω�
Λ

debe ser no nulo en Nϒ. Existe entonces π PSn tal que

Ω
�
Λ

�
π
�1 fϒ

�
� 0,

pero esto es
0�Ω

�
Λ

�
π
�1 fϒ

�
� xeϒ,πeΛy fϒ.

Así
xeϒ,πeΛy � 0,
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es decir, eϒ y πeΛ tienen un monomio xβ común en sus respectivos desarrollos. De esto se
sigue que αϒ y αΛ están en la misma Sn-órbita, y de la Observación 1.12 resulta αϒ � αΛ,
luego ϒ� Λ.

iv) Es suficiente probar que el número de m-particiones p-regulares coincide con el nú-
mero de clases de conjugación p-regulares en Sm

n . Pero esto es consecuencia del hecho de
que hay una biyección entre m-particiones y las clases de conjugación de Sm

n que pone en
correspondencia las m-particiones p-regulares con las clases de conjugación p-regulares de
Sm

n , ver 3.7 en [16]. �

Por último, considerando el caso general donde p y m pudieran no ser coprimos, descom-
ponemos m � pαk, donde α P N0 y p que no divide a k. Ahora asumimos que K contiene
las raíces k-ésimas de la unidad. Consideremos rψ : C n

m Ñ C n
k la proyección canónica dada

por la descomposición

C n
m � C n

pα `C n
k .

Este morfismo induce la proyección ψ : Sm
n ÝÑSk

n dada por

π pd,τq � pπ pdq ,τq pd,τq PSm
n .

Por el teorema anterior, para cada a k-partición p-regular Λ de n hemos construido una
representación irreducible de Sk

n

ρΛ : Sk
n Ñ AutK pNΛq ,

y luego ρΛ �ψ es una representación irreducible de Sm
n .

Conservando las notaciones precedentes, podemos enunciar a continuación el teorema
que establece las representaciones modulares irreducibles de Sm

n en el caso general.

Teorema 3.2. Si K contiene las raíces k-ésimas de la unidad, se verifican las afirmaciones
siguientes:

i) Si Λ es una k-partición p-regular de n, entonces ρΛ �π es una representación irre-
ducible de Sm

n .
ii) Si Λ y ϒ son k-particiones p-regulares de n y Λ� ϒ, entonces ρΛ �π y ρϒ �π no son

equivalentes.
iii) Toda representación irreducible de Sm

n es equivalente a ρΛ �π para alguna k-parti-
ción p-regular Λ de n.

Demostración. i) y ii) siguen del Teorema 3.1.
iii) Por i) y ii) tenemos tantas representaciones irreducibles no equivalentes de Sm

n como
k-particiones p-regulares de n. Por otra parte, se desprende de 3.7 en [16], que toda clase de
conjugación p-regular de Sm

n tiene un representante Sk
n, en consecuencia Sm

n y Sk
n tienen

el mismo número de clases p-regulares. Se concluye que el número de clases p-regulares
de Sm

n coincide con el número de k-particiones p-regulares de n, y así, las representaciones
ρΛ �π agotan las representaciones modulares irreducibles de Sm

n . �
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