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UN RESULTADO PARA EL MULTIPLICADOR DEL CONO

ANA VARGAS

RESUMEN. Presentamos un resultado de acotacién para el multiplicador del cono y la
funcién cuadrado de Mockenhaupt en R3. Obtenemos una cota 6ptima en L3. Se trata de un
trabajo en colaboracién con Sanghyuk Lee (Seoul National University).

1. EL MULTIPLICADOR DEL DISCO Y LOS MULTIPLICADORES DE BOCHNER—RIESZ

El operador multiplicador de la bola en R" se define (véase [10]) como

Daf(o)= [, FE)emde.
EI<R

El teorema de convergencia dominada de Lebesgue permite probar con facilidad que si,
por ejemplo, consideramos una funcién f en la clase de Schwartz, entonces, cuando R cre-
ce a infinito la funcién Dgf converge puntualmente a la funcién de partida. Un problema
muy natural en el contexto de Andlisis de Fourier es el de rebajar las hipétesis sobre f y
considerar funciones en espacios mas amplios, como los espacios LP(R"). ¢ Sigue habien-
do convergencia en ese caso? También podemos hacer la pregunta andloga considerando
convergencia en norma en lugar de puntual.

En dimension 1, M. Riesz [19] probé que si f € LP(R), 1 < p < e, entonces Dgf — f
en norma. Mucho después, Carleson [5] probé su celebrado resultado: f € L?(RR), entonces
Dgf(x) — f(x) en casi todo punto. Hunt [13] extendio este resultado a L”, 1 < p < co.

Sorprendentemente, C. Fefferman demostr6 en 1971 que el andlogo al teorema de Riesz
en dimensiones superiores es falso: si p # 2, entonces, en general, Dg f no converge a f en
norma.

Es interesante resaltar el hecho de que la curvatura juega un papel importante en este pro-
blema. Si en lugar de bolas consideramos cubos de lados paralelos a los ejes y estudiamos

o y 27mix-&
Tef(x) = /glgR,gzgR,...f“)e dé,

entonces la convergencia es una consecuencia del resultado unidimensional.
Cabe plantearse la misma pregunta para la sumacién de Cesaro. Definimos promedios de
las sumas parciales esféricas de Fourier,

R
Cef () = 3 [ Do,

y planteamos el problema de la convergencia de Cg. Podemos hacer un sencillo calculo para

encontrar <1 - |?> FE)eXE g

Crf(x) = /

I§I<R
Financiado en parte por MINECO MTM2010-16518 (Espaiia).
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110 ANA VARGAS

La convergencia en norma f € L” de las sumas de Cesaro es equivalente a la acotacién
uniforme en L? de los operadores

7 €1\ 2
Gre = (1- %) 7@.
+
Con un cambio de escala se muestra que esto es a su vez equivalente a la acotacién de
uno de los operadores de Cesaro, por ejemplo,

~

Cr(&) = (1=1EN+(6).

La convergencia en casi todo punto es mds complicada de tratar, en general. Este tipo de
problema se traduce en la acotacién de un cierto operador maximal asociado ([21]).

Podemos generalizar el operador de Cesaro, obteniendo una familia de multiplicadores
en que la suavidad cerca de la esfera unidad depende de un pardmetro o,

~

CofE)=(1-ENIf(E)  a>0.

La singularidad en el origen de estos multiplicadores no juega ningtin papel en su acota-
cién. Una sencilla aplicacién del teorema del multiplicador de Hormander muestra que la
acotacioén L”, p > 1, de estos operadores equivale a la de

Bof(8) = (1= 1EP)LF(E).
Estos son los llamados multiplicadores de Bochner—Riesz.

El problema de la acotacién de estos multiplicadores en LP estd atin abierto salvo en
dimensién 2. Carleson y Sjolin [[6] mostraron que %% estd acotado L*(R?) para todo & > 0.
Por otro lado, podemos describir los operadores de Bochner—Riesz como operadores de
convolucién con un nicleo que para o > % es integrable. De este modo probamos que para
esos valores de a los operadores estdn acotados en L? para todo p entre 1 e infinito. A partir
de aqui, se puede utilizar un teorema de interpolacién analitica y obtener el rango éptimo
de acotacion para cada o < %

En dimensiones superiores este problema ha sido y sigue siendo estudiado por un gran
nimero de especialistas (véase [[7, 2| [14]).

2. EL MULTIPLICADOR DEL CONO Y LA ECUACION DE ONDAS

Por analogia con los multiplicadores de Bochner—Riesz, en los ochenta se defini6 el mul-
tiplicador del cono [16], sustituyendo la singularidad en la esfera por una singularidad en el
cono. Consideremos el caso particular de R3. Dado & > 0, para f € . (R?) se define

o

— 2 -~
e =(1-5 )o@,

+

donde ¢ € €;°([1,2]).
Se conjetura que este multiplicador se comporta (en términos de acotacién) como el de
Bochner—Riesz en R?.

12 fll o3y < Capll fllr(m3)s o > méx {|1 - %| —1,0} = a(p).

La razén de esta conjetura es simplemente el hecho de que las secciones de un cono son
circulos, y cabria esperar que esto junto con el teorema de Fubini diera como resultado la
acotacion del operador del cono. Sin embargo, no es asi y la conjetura sigue sin resolver.
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UN RESULTADO PARA EL MULTIPLICADOR DEL CONO 111

Este multiplicador estd muy ligado a la ecuacién de ondas. La solucién del problema de
valores iniciales 979 (x,t) — Ayd(x,t) =0, x €R", t € R, ¢(0,x) = f(x), 9,¢(0,x) = g(x)
tiene una descripcion muy sencilla en términos de la transformada de Fourier de los datos,

¢<x’t):;</R" *EHIED 7 d§+/ E-1ED 7(g) g)

e foese S [Levs e Sa )

Los cuatro operadores que aparecen se pueden interpretar como transformadas de Fourier
de medidas soportadas en el cono.

J. C. Peral [18] demostré que para tiempo ¢ fijo, se tiene una acotacién (que ademds es
Optima)

10 (2 a ey < ClI1f lwiaa ey + Ngllwrsrae) ]

A partir de los trabajos de Mockenhoupt—Seeger—Sogge [[17] sobre el multiplicador del
cono y el operador maximal circular, se conjetur6 que al promediar en tiempo, se produciria
una suavizacién de la solucién. En concreto, se conjetura que la solucién ¢ de la ecuacion
de ondas cumple

10110 (1 21x2) < CLIG(0, ) lwean gy + [10:9(0,) lwe10r2)]

para p > 2, a > o(p). La demostracion de esta conjetura depende de la acotacién de cierto
operador cuadrado asociado al multiplicador del cono.

El primer resultado interesante sobre la acotacion del multiplicador del cono se debe a
G. Mockenhaupt [16], que demostré que C* est4 acotado L*(R?) para o > %. La conjetura
mencionada arriba equivale a la acotacién en L*(IR?), para todo a > 0. Varios autores han
conseguido, poco a poco, ampliar el rango de valores de o para el que es vdlida la acotacion
L* (véase por ejemplo [3} 22]]). Wolff [23] demostré que la conjetura es cierta para p > 74.
Recientemente, Garrigés—Schlag—Seeger [12] han conseguido ampliar este rango hasta p >
20y, por otra parte, han demostrado la acotacién en L* para o > é.

3. LA ESTRATEGIA

La mayor parte de los autores ha seguido la linea desarrollada por Fefferman [[11], C6r-
doba [8] en el estudio de los multiplicadores de Bochner—Riesz, que vamos a esbozar aqui.
Como ellos, Mockenhoupt descompuso el operador

~

_ E[2\* o .
716 =(1-15 )o@z o~ T em(enfie o),
+ k=0
donde cada m; es una funcién suave que tiene soporte en 1 — E—f ~27% ie.dist((&,7),%) ~
27k, para ¥ = {(¢.7) ceR?>xR: |&| =1}
Denotemos 75, f ny, f Para demostrar la acotacién en L* para todo o > 0, es suficiente
probar que
1T Sl < C K £] s

En una segunda fase, se lleva a cabo una segunda descomposicién angular. Para cada k

escribimos
ok /2

mk:ka,éa Z Mg
=1

donde cada sumando tiene soporte en un sector angular de amplitud 27%/2,
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Se conjetura que
1/2 I
L4 .

HZka,szL“ < C||(Z|ka,£f|2)
14 l

La razén fundamental es que la desigualdad andloga para los multiplicadores de Bochner—
Riesz en dimensién 2 fue mostrada por Fefferman y Cérdoba en los trabajos arriba citados.

Cada uno de los sumandos es un operador de convolucién. Se puede hacer esta descom-
posicién de modo que cada una de las funciones my ¢ es regular y su transformada de Fourier,
K} ¢, resulta ser una funcion adaptada a un paralelepipedo de dimensiones 2K % 2k2 % 1, en
el sentido de que decae rdpidamente fuera de €1, ademds de ser uniformemente integrables.
Podemos entonces escribir 75, f = K¢ * f .

Suponiendo la acotacién de la funcién cuadrado, podemos proseguir con la acotacién del
multiplicador.

1/2
(Y | T 1) 212 = IV T o f PNz = 1Y | K 22
14 4 14
Por dualidad,
l

para cierta funcién @, ||||;> = 1. Notemos ademds que si tomamos funciones fi ¢ tales que
f = fre en el soporte de my ¢, tenemos

= /Z |Kio % frs* 0.
7

Ahora, por la desigualdad de Jensen, la expresion anterior queda acotada por

/ZlKk,d *| fedl* o,
l

que, por el teorema de Fubini

:/Z|fk,é!2!Kk,e\*w < /Z|fk,é!2e/”i7<*w,
7 7

donde %, = sup, |Ky ¢|. Usando la desigualdad de Cauchy—Schwarz acotamos esta expre-
sién por
<N Y feel?ll2 )12+ o] 2.
l
Es bien conocido [16] que |7 ®||;2 < Ck||®||;> = Ck, de modo que
1/2
< Ok ez = Chll (X e P) s
14 l
Por ultimo, se puede hacer una eleccion adecuada de las funciones f; ¢ que cumple ([20])

1/2
1Y 1feeP) 212 <l
l

Esto terminaria la demostracién de la conjetura. Desafortunadamente, por consideracio-
nes geométricas, Mockenhoupt solamente pudo demostrar

1Y Ton s < C28 (Y T, f1P)
l l

Los autores que han tratado este tema posteriormente han ido mejorando la dependencia en k
de la constante en esta desigualdad. Garrigés—Schlagg—Seeger [12]] mejoraron esa constante

hasta C2§.

2.
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UN RESULTADO PARA EL MULTIPLICADOR DEL CONO 113

La estimacion de la funcién cuadrado tiene una aplicacion directa al problema de regula-
rizacién por promedio de la solucién de la ecuacion de ondas. Mockenhoupt—Seeger—Sogge
[17]] demostraron que si

|2 7]

12
< (Rt sP)"

L4(R2) L1 RZ)

entonces, para o > 0,
el a1 22y < C (-, 0) weagre) + | 0u(-,0) lya-ra(e) ]
4. RESULTADO PRINCIPAL

Teorema 4.1 (Sanghyuk Lee, [15]).

n Sia>0, [|[C%|3 <C|fls.
m Para todo € > 0,

12
HZTmeH < co2%[( Z|ka[f\ /

= Para 3 >0,
||”HL3([1,2]><R2) <Cg [””(WO)HW&S(RZ) + ”at“(‘vO)HWﬁ—LS(RZ)}'

Las afirmaciones primera y tercera son consecuencia de la segunda, como hemos ex-
plicado arriba. Para demostrar la segunda afirmaciéon hemos seguido las nuevas ideas del
articulo de Bourgain—Guth [4]. En ese articulo, ellos estudian el operador de restriccién de
la transformada de Fourier a una hipersuperficie. Una herramienta clave en su argumento es
el teorema de restriccién multilineal demostrado por Bennett-Carbery-Tao [1]. Ese teorema,
en el caso particular de R>, tiene una consecuencia muy interesante para el multiplicador
del cono:

Lema 4.1. Para cada € > 0, existe una constante C > 0, tal que si f1, f>, f3 son funciones
cuyas transformadas de Fourier tienen soportes en tres sectores angulares “separados”
entonces,

1/2
I T il < €T | (B )
l
para todo k.

Podemos considerar esta desigualdad como una version trilineal de la desigualdad de la

funcién cuadrado 1/2
HZka(fHU < ngks Z‘Tmuﬂ )

La clave en nuestra demostramon fue obtener esta desigualdad a partir de la del lema. Des-
pués, la estrategia esbozada arriba permite concluir la demostracion.

Para terminar esta exposicién queremos hacer unos comentarios sobre el teorema de
restriccion multilineal. Su enunciado es el siguiente.

Teorema 4.2 (Bennett, Carbery, Tao). Sean Si,S3,...,S,+1, hipersuperficies regulares en
R™'y 61,00,...,0,41 las medidas inducidas por la de Lebesgue en esas hipersuperficies.
Supongamos que para cada coleccion de n+ 1 puntos, & € Sk, k=1,2,...n+1, los vectores
normales correspondientes a las hipersuperficies {N(&x)}i*| generan R"“. Entonces

T3 7505 oo a0 ) < CeRTUE 1A 2gs,

+1
para todo € >0, g > 2”7.
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La prueba de este resultado es extremadamente sofisticada. Podemos ilustrar su sentido
mostrando dos casos particulares muy sencillos en el plano.

Lema 4.2. Consideramos las rectas S1 = {(§,0) / & € R}, S, ={(0,n) / n € R} con sus
medidas asociadas doy = d& y do, = dn. Existe una constante C > 0, tal que para todo
par de funciones f y g con soportes en S| y S, respectivamente, se tiene

|fdo18d0s | 2 52) < Cllflli2(s,) I8lli(ss)-

Queremos hacer notar que si consideramos un tnico plano, por ejemplo S; y con soporte
en ese plano, la estimacion

HfngdGHLq(Rz) < Clfllresllellrcs)
con constante independiente de las funciones, equivale a la desigualdad
1hd 0|20 (m2) < Cl|hl

con constante independiente de /4, y solo es cierta para g = oo, p = 1.

Lr(S)

Demostracion. Podemos escribir

f/dag/d;z(x’t) :/.f(g)e_mi(x,t)‘(i,o)dé/g(n)e—zm(x,t)‘(o,n)dn

— [ [ r@)gtme e agan.

Definimos una nueva funcién F(&,n) = f(&)g(n). Entonces f/dagdcz (x,t) = F(x,1). Uti-
lizando la identidad de Plancherel,

|fdoigdozl 2@ = IF | 2@z = IF 2@ = 1/ l2@lglze). O

Lema 4.3 (C. Fefferman, [9]). Consideramos Sy = {(§,|]*) € R?>: 0< & <1}, 8, =
{(&,|E17) € R?: 3 < & < 4} con las medidas doy = d& y doy = d&. Supongamos que
supp f C Sy, suppg C S». Entonces

|fdogdo]| 2 gy < CllA Nl I8l (s)-

Observacion. Es bien conocido que, si consideramos solo una de las dos superficies, por
ejemplo, Sy, la estimacién

|fdogdo||ame) < Cllfll2es gl
equivale a
1hd 0 || 20(r2) < ClIllz2s,),
y es cierta siy solo si g > 6.

Demostracion. Escribimos

fdogdo(x,1) / F(&)FaHE gg, / (&)e met1E) e,
-/ f<§1>g<éz>e*2m<x-<&+€2>+f<€f+¢%>>déldéz

= //F(u,v)e_zm(x””v)dudv,

donde hemos hecho un cambio de variables, u = & + &, v=E2+ &7 y

f(gl (u7v)7 52(”‘7 v))g(<§1 (”7 V)a 52(147\/))
2[&1(u,v) — & (u,v)| '

F(u,v) =
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UN RESULTADO PARA EL MULTIPLICADOR DEL CONO 115

Como antes, utilizamos la identidad de Plancherel,
HfngdGHLz(Rz) = [|Fll 2@y = IFll 22

y deshaciendo el cambio de variable,

1/2
<//|f4|§| |g§ ,)| d§1d§2> <Clfllzmllgllzm):

donde hemos usado que |&; — &| ~ 1. O

Notemos que la hipétesis sobre los vectores normales a las curvas S; y Sy se traduce
en el hecho de que podemos hacer el cambio de variable (u,v) — (§,m). Esta sencilla
observacion sigue siendo vdlida en dimensiones superiores, pero estd lejos de ser suficiente
para probar el teorema multilineal de restriccién, que requiere técnicas muy diferentes.
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