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DESIGUALDADES CON PESOS PARA EL OPERADOR DE HARDY
Y APLICACIONES: CASOS LINEAL Y MULTILINEAL

ANA L. BERNARDIS

RESUMEN. En estas notas se presentan los teoremas cldsicos de caracterizacion de los
pares de pesos v y w para los cuales se tiene la acotacién del operador de Hardy H f(x) =
JZ f(t)dt, x € (a,b) de LP(v) en L9(w) con 1 < p,q < es. Como una aplicacién de estos
resultados se introducen los espacios de Sobolev con pesos. Se dedica una seccién a la
relacion, via reordenamientos, entre operadores cldsicos del andlisis y operadores de tipo
Hardy, lo que permite obtener acotaciones de estos operadores a partir de acotaciones de
los operadores de Hardy actuando sobre funciones decrecientes. Finalmente se introduce el
operador de Hardy bilineal y se presentan resultados de acotacion en espacios de Lebesgue
con pesos como consecuencia de los resultados de acotacién para el operador de Hardy
clasico.

1. INTRODUCCION

El estudio de desigualdades en espacios de Lebesgue para el operador que hoy se conoce
como operador de Hardy comenz6 en 1915, cuando G. H. Hardy traté de encontrar una
prueba mas sencilla de la desigualdad de Hilbert. En su forma mas bésica la desigualdad de
Hilbert dice lo siguiente: si ¥, a2, <oy Y, bﬁ < oo, cON apy, by > 0, luego la serie doble

ry”

n m

m+n

converge. Mds precisamente, se verifica la siguiente desigualdad

xehee(oe) (o)

donde 7 es la constante 6ptima; dicha constante 6ptima fue obtenida por I. Shur [28]].

En [[15], Hardy demostré el siguiente resultado: dados a, > 0, la convergencia de cual-
quiera de las siguientes tres series

an (Li— a) l . An am
zn: n ’ ; nk;lak y ZZrH-m

implica la de las demads. Hardy también probd en ese articulo el siguiente resultado: la
convergencia de la serie ), a con a, > 0 implica la convergencia de

Y( L

=

2

Este resultado puede considerarse como el precursor de la hoy conocida como desigualdad
de Hardy discreta en el caso £2.
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Finalmente, con las contribuciones de M. Riesz, E. Landau y Hardy alrededor de 1920
se prueba la siguiente desigualdad discreta: si p > 1'y {ax};-_, es una sucesién de nimeros
no negativos, se verifica la desigualdad

0 12 p p P oo
E(1Ea) <(;4) £

Este periodo termina cuando en 1920 Hardy formula [[15], y en 1925 prueba [16], la
siguiente versién continua de la desigualdad anterior: para p > 1 y cualquier funcién no
negativa f tal que f € LP((0,c0)), se verifica la desigualdad

/Om <i /Oxf(z)dt>p dx < (L)p/owf(x)pdx. )

p . L.
La constante (%) en ambas desigualdades es ptima.

Las desigualdades (1)) y (2) establecen que el operador de Hardy discreto /4 y el operador
de Hardy continuo P definidos por

h({ak}xn):{iiak} v POW =1 [ s

k=1

envian ¢? en /7 y LP en LP, respectivamente, y tienen norma p’ = p/(p — 1). Ingham dio la
siguiente prueba sencilla de la desigualdad (2)): dado que Pf(x) = % Jo f(s)ds= fol f(tx)dt,
tenemos que

([escoras)” =| [ s
< [Trea= [ ( Wf(zx)ﬂdx)l/p i
[ ([rerg) "
52 ([ rora)”

Una exposicién mas detallada y con algunas demostraciones de la prehistoria de las de-
sigualdades de Hardy se puede encontrar en [20].

p

En 1925 Hardy probé las siguientes desigualdades con pesos de tipo potencias, hoy co-
nocidas también como desigualdades de Hardy: consideremos 1 < p < oo, 7 >0y f > 0una
funcién medible, no negativa y definida en (0, o). Luego

/Om </Oxf(t)dt>px_r_1 dx < C/Om[x f(x)])Px " dx,

con constante C independiente de f. Esto es, si Hf (x) = [y f(1)dt,
/ [Hf(x)]Px " tdx < C/ FP(x)xP L dx.
0 0
Equivalentemente, si Pf(x) = 1 [ f(¢)dt,

/oo [Pf(x)]pxp—r—l dx < C/mfp(x)xp—r—l dx,
0 0
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donde p—r—1 < p—1.El operador H f(x) = [° f(¢)dt es el adjunto formal de H, es decir,
| ) stods = [ r00) frgloax

Como consecuencia de las desigualdades mencionadas para el operador H se puede probar
que, para 1 < p <o, r >0y f > 0 funcién medible, no negativa y definida en (0, o),

/w[ﬁf(x)]px’_l dx < C/oofp(x)x"’”_1 dx.
0 0

Result6 natural entonces plantearse el problema de determinar las funciones no negativas
vy w tales que los operadores H f (x) = [ f(¢)dt y Hf (x) = [ f(¢) dt resulten acotados de
LP(v) en L?(w), donde 1 < p,g < oo, y a este problema le dedicaremos la siguiente seccion.

2. DESIGUALDADES DE HARDY CON PESOS

En 1969, Talenti [30] determind las condiciones que tenian que verificar las funciones v
y w para que los operadores H y H estuviesen acotados de L”(v) en L”(w). En 1972, Muc-
kenhoupt [25] simplificé la demostracién de Talenti y generalizé los resultados obtenidos
por este a espacios LP(d) y LP(dv). En 1978, Bradley [11]] caracterizé la acotacién de H
y H de L (v) en LP(w) cuando 1 < p < g < oo y en 1985 Maz’ja [24] dio la caracterizacién
enelcaso 1 < g < p < oo,

El resto de esta seccion estd dedicado a enunciar y demostrar los teoremas de Bradley y
Maz’ja para el operador H, dado que los resultados para su adjunto H se obtienen de forma
similar. Trabajaremos en un intervalo (a,b) con —eo < a < b < +oo, el operdor de Hardy H
se define entonces como

X
Hf(x) = / F(e)dr xe (a,b).
a
Utilizaremos también los siguientes conjuntos:

W (a,b) = {funciones definidas en (a,b), medibles, positivas y finitas en casi todo punto}

y
M™(a,b) = {funciones definidas en (a,b), medibles y no negativas}.

Para enunciar el Teorema de Bradley usaremos la siguiente notacidn:
b 1/q X , l/p/
Apg= sup (/ w(t) dt) (/ v(t)]' P dt) , sip>1
' a<x<b \/Xx a

Ajy= sup </xb w(x) dx) 1/qesssup [v(r)] L.

a<x<b a<t<x

Teorema 1 ([11]). Sean 1 < p < g <o yv,w e W(a,b). Las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

(1) Existe C > 0 tal que

([ rreimmas)

para toda f € M (a,b).
(i) Ap gy < oo
Ademds, si C es la constante dptima en (i), luego C = Ap 4.

1/q 1/p

<o [rwrmwa)
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Para enunciar el Teorema de Maz’ja usaremos la siguiente notacién:

By, = {/ab (/xbw(t)dt) & </:[v([)]lp’ d;>r/plw(x) dx}l/r,

dondel§q<p<ooy%:$—%
siguiente expresion equivalente

B,,= { / ’ ( / bw(t)dt) " < / o) dt> " )7 dx}l/r.

r_r_ |yl =T
En efecto, dado ques=c—1lyS=5+1

e {/ab </xbw(’)dt) " < /a o) dt) Ww(x) dx}
— {/ab </xbw(t)d,> ’/qflw(x) </ax[v(t)}1”’dt> rg+1 dx}l/r
)

. Integrando por partes en B, , es posible obtener la

1/r

X
—N—
&\

S
N
—

S
=
=

Teorema 2 ([24]). Sean 1 <g<p <oo, L =1_

=y 11; yv,w € W(a,b). Las siguientes afirma-

ciones son equivalentes:

(1) Existe C > 0 tal que

([ rreimmas)

paratoda f € M (a,b).
(ii) By < .

1/q 1/p

<o [rwrmwar) .

Ademds, si C es la constante dptima en (i), luego C = B, 4.

Para probar las implicaciones (ii) = (i) en ambos teoremas se utilizard el siguiente ar-
gumento de particion de E. Sawyer, el cual permitird dar una versién unificada de ambas
demostraciones.

Dada una funcién f positiva e integrable en (a,b), se define la sucesion {x;};>, de la
siguiente manera: consideramos xop = b y una vez definido el término x; se toma x;; de
forma tal que [J**' f = ;;’; . f- Con este proceso de seleccion se consigue una sucesion
{xx}7_, estrictamente decreciente tal que (a,b) = Ur_q[Xk+1,%), iMsexy =ay

/:kf:4 "

Xk+2
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Demostracion del Teoremalll (ii) = (i). Dado que basta considerar funciones positivas e
integrables en (a,b), aplicando el argumento de arriba a la funcién f y al intervalo (a,b)

tenemos que
b N Xj—1 X q
[ = r / ( / f> w(x)dx

B[
o ([ o

Por lo tanto, si p > 1, aplicando la desigualdad de Holder,

INZOT ([ mh ) [ v

/

<o}
i(/w )
<of

| A

/

¢ / /
</ fl’\;)qp(/ vp)ﬂil’ bw
Xk q/p
s4‘1<Ap,q>qZ< / f”V>
k=1 \YXk+1

- /
<41(Apg)T (/bfp")q p-

b d Xk A\ e
/Q[Hf(X)]QW(x)deMIE(M fov ) [ wiw)ds

Xk

) Xk q a Xk—1
<44 (/ fv) esssup v ! / w
k=1 Xk+1 X1 <E<Xp Xk
b q
< 49(A, ) (/ fv> .
a

(i) = (ii). Primero supondremos que p > 1. Consideremos y € (a,b), luego

[ [ roa] sz [[[ [ rwa] weas
> [ [ r0a) v as
</f dt>q/ybw

Por lo tanto, de la desigualdad en (i) tenemos que

Sip=1,

1/p

([ rwar) ([ wias) . ([
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para toda f € M*(a,b). Tomando f = v'~7 x(,
1/p

(/ayvlp’(t)dt> (/ybw(x)dx> e (/:vlp’(x) dx) ,

lo que implica (if) si [ v'~7'(x)dx < oo para todo y € (a,b). Sea ahora v cualquier funcién
en W(a,b). Paracadan € Ny x € (a,b) definimos

v (x) = v(x) +1 (1 + (xz)rlfl> .

n

Notar que v, € W(a,b) y [ vy < o, para todo y € (a,b). En efecto,

o o o)
[t s

npl_l /1
g/ 5 dt—i—/ n? " dt < oo,
ltf>1 1 lt|<1

- ./ . _ _ .
Luego, dado que 0 < v, 7 (x) <v! 1 (x) y limy, e vn 7 (x) = v!~7(x), aplicando los resul-
tados anteriores a v, y utilizando el teorema de la convergencia monétona tenemos (ii), con

Ap*,q S C.

Ahora probaremos la implicacién (i) = (ii) en el caso 1 = p < gq. Para x € (a,b) definimos

S(x) = esssup[v(z)] ' > 0.

a<t<x

Dado y € (a,b), sea {a,} una sucesion estrictamente creciente de niimeros positivos tal que
lim a, = S(y).
n—roo
Para cada n consideremos el conjunto
_ L
M, ={x€ (a,y):v " (x) >ay}.

Notar que |M,| > 0. Consideremos ahora M,, C M, tal que 0 < |M,| < ooy definamos para
x € (a,b)

Ja(X) = 2u, (%)-

Como en el caso p > 1, tenemos que

([ swar) ([ wea) " <c [ reomtas

para todo y € (a,b) y reemplazando f por f, = Xu,,

1/q

b 1/q
< / w(x) dx) M,| < C / v(x)dx < CMyla .
y M,

a (/ybw(x) dx> e

Tomando limite cuando n — oo tenemos la condicién Ay . U

Luego
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Los detalles de la demostracion del Teorema [I] fueron extraidos de la Memoria de Licen-
ciatura de Marfa Isabel Aguilar Cafiestro, titulada Desigualdades de Hardy y dirigida por
Pedro Ortega Salvador [1]. En la demostracion del Teorema [2 se utilizardn los argumentos
de [[7]].

Demostracion del Teorema[2l Como en la prueba del Teorema [T}

/ab[Hf(x)]qw(x)dx: i/x“ (/axf>qw(x)dx

k=
od Xk 1 a\? e
=44 Z < fvrv P) / w
k=1 X+1 Xk
o0 X q/p v S\ e
<44 Z / fPv / vop / w.
k=1 Xk+1 Xk+1 Xk

Dado que 1/r =1/q— 1/p, aplicando la desigualdad Holder discreta con exponentes p/q
y r/q tenemos que

b o q/p
[ w0 dx < 49 <z / f”v)
a k=1 Xk+1
> X g r/p' Xk—1 r/q a/r
()
/
([ ) b

o0 X / r/p' Xj— r/q a/r
bp,q:<2(/kv_pp) </k1w> ) .
h=1 \YXk+1 X

Dado que 2 = % + 1 tenemos que

donde

por lo tanto

Actas del XII Congreso Dr. Antonio A. R. Monteiro (2013), 2014
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De esta forma hemos probado la implicacién deseada.

Para probar la implicacion (i) = (ii), consideremos wy y vy funciones no negativas e inte-
grables tales que wy < wy vy < 4 y sea

Aplicando la desigualdad en (i) tenemos que
1 N9 b/ b e s NP
<prq> / </ w0> / v0> wo(x)dx

< [ ([ s0a) wiyas

<l </h W°> ; </ V") " dX> |
- (Z) " </ub (/xb WO) " ( /u xV0> e wo(x) dx> : ,

donde en la dltima igualdad hemos integrado por partes. Dado que wg y vg son funciones
integrables, de lo anterior tenemos que

{/ab (/x”w()) ’ </ava> " wolx) dx} : /P /).

. . _p . . . .
Finalmente, aproximando w y v! =7 por sucesiones crecientes de funciones integrables ob-
tenemos (if). O

Los Teoremas [I] y [2] conforman lo que podria llamarse la teorfa cldsica de las desigual-
dades de Hardy. Esta teoria ha evolucionado en varias direcciones. A continuacién citamos
varias generalizaciones del operador de Hardy junto con las referencias donde se encuentran
los resultados de caracterizacion de los pares de pesos v y w para los cuales estos operado-
res estan acotados de L”(v) en L?(w). Como primer ejemplo consideremos el operador de
Riemman-Liouville

Tuf() = [[G=3) 00y we(@b). a>o.

Actas del XII Congreso Dr. Antonio A. R. Monteiro (2013), 2014
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Las caracterizaciones para este operador se pueden encontrar en los articulos de Martin-
Reyes y Sawyer [23] y de Stepanov [29]. Como una generalizacion de los operadores Ty
podemos citar los operadores de Hardy—Volterra

Kf(x) = / "k f(0)dr,  xe (ab),

donde k(x,y) > 0 es una funcién defida en {(x,7) : a <t <x < b}. En 1991, Oinarov [26]
y Bloom y Kerman [9] consideran este tipo de operadores con k(x,y) creciente en x, decre-
ciente en y y tal que

D' [k(x,2) +k(z,1)] < k(x,t) < D[k(x,z) +k(z,1)],

paraa <t < z <x < b, donde la constante D > 1 es independiente de x,y y z. Otra genera-
lizacidn la constituye el operador de Hardy—Steklov definido por

h(x)
Uwzéﬂﬂ

donde s y h son funciones no decrecientes y continuas en (a,b) tales que s(x) < h(x) para
todo x € (a,b). En [18] y [8] se caracterizan las desigualdades con pesos para estos opera-
dores. Por tltimo citamos el operador de Hardy » dimensional

U@ZAMJM@-

Desigualdades en espacios de Lebesgue con pesos se pueden encontrar en el articulo de
Drébek, Heinig y Kufner [13]].

3. APLICACION A LOS ESPACIOS DE SOBOLEV CON PESOS

Con AC(a,b) denotaremos a la familia de las funciones u definidas en (a,b) tales que
u es absolutamente continua en todo intervalo [c,d]| C (a,b) y con ACy, al conjunto de las
funciones u € AC(a, D) tales que 1im,_,,+ u(x) = 0.

Veremos que la acotacion del operador de Hardy H de L”(v) en L?(w) es equivalente a
1/q 1/p
que exista C > 0 tal que (ff \u|qw) <C (fab ]u’|1’v) para toda u € AC(a,b). Concre-

tamente probaremos el siguiente lema.

Lema 1. Sean 1 < p,q <ooyv,w € W (a,b). Si suponemos que fjvlfp, (t)dt < o0 para cada
x € (a,b), entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) Existe C > 0 tal que

</ab [/:f(t)dt]qw(x)dx> /e ¢ </ab[f(x)]pv(x) dx) 1/p7

paratoda f € M (a,b).
(i1) Existe Cp > 0 tal que

</abyu(x)!‘IW(x)dx>l/q o </ab’M/(X)|pV(X)dx>l/p7

para toda u € ACy(a,b).

Actas del XII Congreso Dr. Antonio A. R. Monteiro (2013), 2014
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Demostracion. Supongamos que se cumple (i). Sea u € ACy(a,b), J = [’ (x)|Pv(x) dx <
ooy x € (a,b). Luego

[ w@lde= [Cw ey oar

X , 1/p'
< J'r </ ylop (t)dt> < oo,

Dado que u € ACy(a,b), u(x) = [ u/(t)dt + u(c) para todo ¢ € (a,b) y lim,_,,+ u(c) = 0.
Tomando limite cuando ¢ — a™ en la igualdad de arriba y usando el teorema de la conver-
gencia dominada tenemos que

Aplicando (i) con f = |u/| tenemos

(/ab’u(x)\qW(X)dxy/q < </ab </:|u'|>qw(x)dx>l/q

<c (/ab\u’<x)v’v(x)dx) r

Supongamos ahora que se verifica (ii). Sea f € M* (a,b) y J = fab fPv < oo. Luego

X X , 1/p
/ f<Jg\r </ yl=p (t)dt) < oo,

para todo x € (a,b). Sea u(x) = [ f(¢t)dt = Hf(x). Es claro que u € AC(a,b), y teniendo
en cuenta que u'(x) = f(x) para todo x € (a,b), obtenemos (i). O

Los detalles de la prueba del lema anterior fueron extraidos de [[1]].
En [21]], Kufner y Opic definen la clase de pesos B, (a,b) mediante la siguiente condicién:
w € B,(a,b) siw VPV e L} (a,b).
Luego prueban que si v € B,(a,b) y p > 1, el espacio de Sobolev con pesos
WhP(w,v) ={f: (a,b) = R: f € Lie L (w) y ' € L7 (v)}
es un espacio de Banach con la norma

[ wre ey = ooy 1 Lr )
Definamos

WLLp(w,v) ={u:(a,b) > R:ucACr(a,b),uc L’ (w)yu €Ll(v)}.

Si se verifica la condicién en los pesos que garantice la desigualdad

</ab ) dx) "’ =¢ </ab Ju' (x) [Py (x) dx) l/p,

para toda u € ACy(a,b), esto es, si

o ([wa) " ([ ra) <

1l Ly 13y = Nl 2w + 10 20y = 112 |0
L (W)

luego

Actas del XII Congreso Dr. Antonio A. R. Monteiro (2013), 2014



DESIGUALDADES CON PESOS PARA EL OPERADOR DE HARDY Y APLICACIONES 13

Considerando WL] ?(w,v) con la norma ||u/|

LP(v) tenemos que
[l zaqw) < CHuHWLLp(V),

es decir, la continuidad de la identidad de WL1 P(v)aLi(w).

4. APLICACION A LA ACOTACION DE OPERADORES

Con 7Lf denotaremos a la funcioén distribucién de la funciéon medible f : R” — R, es decir,

Ap(s) =[x [f()| > st s=0,

donde |E| es la medida de Lebesgue de E, y con f* denotaremos a la reordenada decreciente
de f,

fr(t) =if{s: A¢(s) <t}, t>0.

Muchos operadores clédsicos del andlisis estdn relacionados, via reordenamientos, con
operadores de tipo Hardy y, a veces, también con su adjunto. El ejemplo clasico es el ope-
rador maximal de Hardy-Littlewood M definido como

.
My =sup o [ 170

donde con Q denotamos a los cubos de R” con lados paralelos a los ejes coordenados. Un
resultado clasico (ver por ejemplo [6]) establece que si f € LlloC (R™), existen constantes C'y
C’, dependientes solo de n, tales que

CHP O PO =1 [ FOas <MD, 120 @)

Notar que si p > 1, de (3) y de (2) tenemos que

= ([ mreoras)”

~([wwryewar)”
<c([rra)”

p oo 1/17
SC“</ [f*]pdt>
p—1\Jo
_~1 P
=c Ll

Veremos que este argumento de pasar por la acotacion del operador de Hardy para acotar
un determinado operador se puede aplicar a otros espacios, como por ejemplo a los espacios
de Lorentz clésicos. Sea w una funcién medible no negativa definida en (0,0) y sea 1 < g <
co; definimos los espacios de Lorentz cldsicos A?(w) como

o0 1/q
A"(W)Z{ftllfl!Aq<w)=< [ @) <oo}.

Actas del XII Congreso Dr. Antonio A. R. Monteiro (2013), 2014



14 ANA L. BERNARDIS

Notemos que cuando w = 1, A9(w) = L9, y cuando w = g/ px4/P~', A?(w) = LP4. Aplicando
tenemos que

o 1/q
M lao = ( /0 [(Mf)*(t)]qw(t)dt>

([ o)

Luego, para estudiar del operador M sobre los espacios A?(w) bastard con estudiar el ope-
rador de Hardy P sobre las funciones decrecientes de L?(w). Recordemos que el Teorema
muestra que la desigualdad

(] tpetonwto ax) " (o) o

<C (/Ooo[g(x)]qw(x) dx) 1/‘1’ 4)

Q

se verifica para toda funcién g > 0 definida en (0, <o) si y solo si

MM 1/q X =g >1/¢],
il;%) </x " dt) (/0 w(t) 1 dt < oo, ®)

En 1990, M. A. Arifio y B. Muckenhoupt [4] dan un ejemplo de funcién w tal que se verifica
la desigualdad (@) cuando nos restringimos a funciones g > 0 decrecientes y sin embargo w
no verifica la condicién (3)); prueban, ademads, que las siguientes afirmaciones son equiva-
lentes:

(1) Existe C > 0 tal que

( / m[Pg(x)]qw)‘l’ <c ( | wng) i’

para toda g > 0 definida en (0, o), medible y decreciente.
(i) Existe C > 0 tal que

M £l asw) < ClIFAsgw)

para toda funcién medible f.
(iii) w € By, es decir, existe C > 0 tal que para todo x > 0,

/ W(t)dtgc/ w(t)dt.
x &4 x? Jo

E. Sawyer [27]] dio una caracterizacién para la acotacion de M de AP(v) en A?(w) con
1 < p,q < 0. La implicacién (i) = (ii) se obtiene facilmente de (3] y de la definicién del
espacio A?(w). Para probar (ii) = (i) se utiliza nuevamente (3)) y el siguiente resultado: sea
g una funcién decreciente y no negativa definida en (0,0), sea f(x) = g(A|x|") : R" — R,
donde A es el volumen de la bola unitaria en R"; luego f* = g en casi todo punto. En efecto,
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con estos resultados tenemos que

([iestom)’ = ([mrom)’

< (1007 i)’

< (L 1rwm)" =l

Ver [4] para la prueba completa del resultado.

Otro operador clésico del andlisis es la Transformada de Hilbert definida por

Hf(x) :v.p.l ) Ma’t: ll’ml/ @) dt.

T)—wX—1 eS0T Jix—t|>e X —1

Bennett y Rudnick [5] (ver también [[6]) probaron que si
s = [ rwass [(re% <m
luego para cualquier t > 0,
s (5 [ roas [TroT) s,
El operador S definido por

@0 = (7 [[seas+ [ o))

es un caso particular del operador de Calderén. Notar que este operador es la suma de los
operadores H y H.

Otro operador importante por su aplicacién a las ecuaciones diferenciales es el operador
potencial de Riesz o integral fraccionaria, definido por

ny(x):/Rnpcf(;‘lydy, 0<y<n.

También en [S] se prueba que
@ty @5 (700 [ pryas [ 0)as ) £ 070
0 t
donde f(x) = f*(A|x|"). El operador

Sug(x) = 14! /O P s)ds+ /, " a1 (5) ds

es otro caso particular del operador de Calderén. Caracterizaciones de los pesos para los
cuales los operadores S, estan acotados en espacios de Lebesgue con pesos se encuentran
en [27].

Asociado al potencial de Riesz tenemos el operador maximal fraccionario My, 0 <y <n,
definido por

Myf(x) = o dy.
1) = sup 0] /Q £0)|dy
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Cuando y = 0 el operador My es el operador maximal de Hardy-Littlewood M. Cianchi,
Kerman, Opic y Pick [[12] probaron que

My f)(6) S sup s7P(f*)(s) = T(f)(1),  1>0.

t<s<oo

También probaron que para cualquier funcién g > 0 decreciente y definida en (0, o),

My f1*(1) 2 sup s7P(g)(t) = Ty(g),

1<s<oo

donde f(x) = g(Alx|"). Caracterizaciones de los pesos para la acotacién en espacios de
Lebesgue con pesos del operador T, actuando sobre las funciones decrecientes se pueden
encontrar en [[14].

El caso del operador maximal de Hardy—Littlewood se puede generalizar a operadores
maximales de tipo convolucién definidos, para una funcién ¢ no negativa y medible con
soporte en [—1,1]", como

Mo (5) = sup(p L)) = sup - [ 17x—ylep (%) d

En [19], Jurkat y Troutman probaron que

Mor < S [0 sinrsas=c [ g 6) (s as

Acotaciones de L”(v) a LY(w) de operadores del tipo

Tf(x) = /0 L fa)dr, x>0,

para funciones f decrecientes y donde a > 0 es una funcién medible, fueron estudiadas por
varios autores, ver por ejemplo [3], [10] y [22].

Un caso particular de los operadores maximales de tipo convolucién son los operadores
maximales de Cesaro. En una dimensién los operadores de Cesaro M resultan ser los
operadores My, con

ox)=c(1—xD* 'y inlx), a>0,
es decir,

xX+r
Maf ) =sup— [ 11— b—y)*

—r

Como en este caso @* (1) <% ' x.1)(x),
Maf10) = S [ et s = o [ 60 ds = Palr)0),

5. APLICACION AL ESTUDIO DEL OPERADOR DE HARDY BILINEAL

En [2] M. Aguilar Cafestro, P. Ortega Salvador y C. Ramirez Torreblanca estudiaron el
siguiente problema: dado el operador de Hardy bilineal

#(r0)0) = s = ( [ soar) ([ swar).

caracterizar las funciones w, wi, wp de W(a,b) tales que la desigualdad

([t ammea) <o (f ) " ([ o) e
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se verifica para todo par de funciones no negativas (f,g) con constante positiva C indepen-
diente de f y g, donde g, p1,p> > 1.

En [2] también se menciona la siguiente aplicacion: si se define el espacio
WLl’p(w) ={u:(a,b) >R:uecAC(a,b)yu € LP(w)}
con la norma HMHWLl,p(W) = [|u/||r(w) y en la desigualdad (6) se toma u(x) = Hf(x) =
[3 f(t)dt y v(x) = Hg(x) = [ g(t)dt, se tiene que
lwvlloqy < Cllullyron g, [Vl g, -

es decir, el problema de caracterizacién para el operador de Hardy bilineal equivale a carac-

terizar los pesos w, wy, ws para los cuales el producto es continuo de WLl P(wy) x WLl P2 ()
en L(w).

Las condiciones que debe cumplir la terna de pesos (w,wj,w;) depende de la relacion
entre los pardmetros g, p; y p2. En estas notas solo consideraremos el caso p; < g puesto
que se puede ver como una aplicacién de los resultados de acotacién del operador de Hardy
cldsico H.

En lo que sigue utilizaremos la siguiente notacioén: con H denotaremos al adjunto del

operador H, H f(x) = fxbf(t) dt, con o;,i = 1,2, denotaremos a w; 7

que verifica la siguiente igualdad — = — — —. Con esta notacion definimos las siguientes
rn q D2
expresiones que utilizaremos en el resultado que probaremos:

, y con r; al pardmetro

o = sup (Hw)® (Ho\(x))" (Ho(x))"

a<x<b

n )

TR a
= sup (Ho\(x)" ( / (FIW(y))"(HGz(y))‘/Gz(y)dY) .

a<x<b

Teorema 3 ([2]]). Sean w,wi,w, € W(a,b) y supongamos py < q. Son equivalentes:

(i) Se verifica (6) para todo par de funciones no negativas (f,g).
(i) (a) & < oo, s5ipr <gq.
(b) o, P < oo, siq< ps.

La prueba de la implicacién (ii) = (i) que daremos es algo diferente de la que se presenta
en [2] dado que se utilizan de forma mds directa los resultados conocidos del operador H.
La demostracién de (i) = (ii) es la misma que se da en [2]]. Ver también [2] para el caso

pP1>4q.

Demostracion del Teoremal3l (ii) = (i). Notar que la desigualdad (6) es equivalente a

</ab[Hf(x)]"wg(x)dx>‘l’ <c (/abﬂ’lwl) i

we(x) = (H (g/1[8]lprw) ()T W(x).

donde
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Dado que en los casos (a) y (b) p; < g, la implicacién estard probada si probamos que
o/ < oo (09,9 < o en el caso (b)) implica que A, ;, < o cuando en la expresién A, 4
reemplazamos w por w, y v por wy, es decir,

b é X
sup A, 4(x) = sup </ wg> </ 61> < oo,
a<x<b a<x<b X a

-

Notar que

1

Ap 4(x) = </xb /atg(s)/||g||p27Wz ds)qw(t)dt> ! (Ho (x))ﬁ

(
([ 4l wtear)” 10100
b

1
q 1

/xtg(s)/ ”g’PZ’WzdS)qW(t)dt) (Hoy(x))"

Aplicando la desigualdad de Holder tenemos que

Ix)= </xbw(f)df>; (/axg(S)/llngwz ds) (Hcl(x))ﬁ

([ w0 | ([ st as) 1o
(f/iear) o

xbW(f)‘”> 18l (HOx ()7 (H (x)) 7

= 118lIw,

|

1

< (Bw(®)* (Hox) " (Hoy ()7 < o7

Por otro lado,

169 = ([ ([ s6)lelmcs) wirar) iy

1

_ ( / ( [ 461/ 1l ds)qu<f>df) R

l/
7

donde
wy(t) = (Hop(x)) " w(t).

Por lo tanto I1(x) < C, para todo x € (a,b), si y solo si (w2, w,) satisface la condicién nece-
saria y suficiente para que el operador [! f esté acotado de LP2((x,b),w>) en LI((x,b),wy),
para todo x € (a,b). Si estamos en el caso (a), es decir p, < g, dicha condicién es la condi-
cién A, , en el intervalo (x,b), esto es,

1
b 7 t
sup A, 4(t) = sup </ wx> (/ 62> < oo,
x<t<b x<t<b ¢ X
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4a
Seat € (x,b), dado que wy(t) = (Ho(x))"t w(t), luego
[ o)’
oo (s

ot =([ >
= (ffwors) ([ o) ([ o)

1

< ([ wra)" ([ o) ([ oas)” <

Si estamos en el caso (b), esto es g < py, la condicion a verificar es la condicion B, , en
el intervalo (x,b), esto es, tenemos que verificar que B, ;, < o con w = wy y v = w 0 bien

1

B, = {/b (Fwy(r)dr) s (/t o3 (s) ds> ’ Gg(t)dt} T e

Reemplazando w, por su definicidn, claramente se tiene que Epz’q < A. De esta forma

completamos la prueba de la implicacién deseada.
(if) fijamos y € (a,b) y aplicamos la desigualdad (6) con f =

Q=

-

1

que

Para probar que (i) =
C1X(ay) Y & = O2X(ay)- Luego

(1) (F) (o) (F (o) ([ =) )
([ ([t ([ ) )
co([o)" ([)"

de donde se obtiene que <7 (y) < C para cualquier y € (a,b).
Veamos ahora que lo mismo ocurre con la condicién A en el caso (b). Claramente probar

la desigualdad (6) también equivale a probar que
b ‘ b 5
([ i) <c( [ )",

donde
wi(x) = (H(f/fprw) () Tw(x).

Por otro lado, sabemos por el Teorema 2] que como p> > ¢, (7) es equivalente a la siguiente

1
q

1
q

(N

n

Bua={ [ (80,0) 7 (10:00)7 oxan}” <o

condicion:
P29 —
L_ i. Notemos que, sia <x <t < b,

w(t) = (H(f/ 11y ) (6))w(2)-

Acotando wy por debajo en B 1,q tenemos que (6) implica que

(/ab (Hf(x))’zu(t)dt> " <Nl py s
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donde

u(x) = (Faw(x)) > (Ho(x))™7 03 (x).
La desigualdad de arriba nos dice que el operador H estd acotado de LP'(wy) en L™ (u).
Como p; < ry, planteando la condicién del tipo A, -, en el Teorema|l| para el par de pesos
(w1, u) obtenemos la condicion A. O
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