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ESTUDIO DE LOS CICLOS PERIODICOS EN DIVERSOS PROBLEMAS
DERIVADOS DEL PENDULO

ANDREA BEL, WALTER REARTES, AND ANA TORRESI

RESUMEN. En este trabajo se estudian ecuaciones derivadas de la del péndulo simple uti-
lizando principalmente el método de andlisis homotépico (HAM), y se complementa el
estudio con el método de balance de arménicos y la comparacién con resultados numéri-
cos. Se desarrollan técnicas para encontrar todas las soluciones periddicas en el péndulo
simple por medio del HAM y luego se generalizan y aplican estas técnicas a dos problemas
mads generales: un péndulo con realimentacién dependiente de la posicién y la velocidad, y
uno con retardo. En el primer caso se utilizan técnicas de balance de arménicos para lograr
un andlisis local mds detallado. En ambos casos se encuentran bifurcaciones de Hopf y se
determinan las amplitudes de los ciclos periddicos emergentes y su estabilidad.

1. INTRODUCCION

El péndulo simple consiste en una masa puntual, sujeta a un vinculo que permite el
movimiento en un plano vertical, a una distancia fija de un punto y sometida a la atraccién
de la gravedad. En ausencia de rozamiento es un sistema conservativo.

Un sistema tan simple sin embargo presenta caracteristicas dindmicas que lo vuelven muy
interesante. Por un lado es un sistema no lineal que puede integrarse explicitamente, pero
solamente después de recurrir a la teoria de funciones elipticas de Jacobi [4]. Por otro lado
su descripcion como sistema dindmico nos muestra un espacio de fases con la estructura
de variedad diferenciable con topologia no trivial, es un cilindro. Estas caracteristicas lo
vuelven un ejemplo obligado en casi cualquier libro de mecdnica, mecdnica geométrica o
sistemas dindmicos.

El péndulo simple presenta dos equilibrios: el equilibrio trivial alrededor del cual se desa-
rrolla un centro no lineal, y un equilibrio inestable que corresponde al péndulo invertido.
Las orbitas en un entorno del equilibrio trivial son ciclos homotépicos con la identidad
en el grupo fundamental del cilindro; estos movimientos suelen denominarse oscilaciones.
Este sistema presenta dos érbitas homdclinas que unen el equilibrio inestable con si mis-
mo. Separadas por estas tltimas se encuentran las llamadas rotaciones, que son 6rbitas no
homotépicas con la identidad. En la Figura 1 se puede ver un retrato de fase completo.

Este trabajo no solo trata sobre el péndulo, sino también sobre el método de andlisis
homotépico [12, 13, 14] (HAM, por sus siglas en inglés), método que hemos implementado
en un trabajo anterior para encontrar soluciones periddicas en un problema con retardo [2].

Los sistemas considerados aqui son especialmente interesantes desde el punto de vista de
su resolucién con este método. Esto es asi por dos razones: por un lado al ser el espacio de
fases una variedad diferenciable se presta para ejemplificar cémo hacer un cambio de coor-
denadas de tal manera que las 6rbitas que representan rotaciones puedan ser integramente
calculadas en el interior de una tnica carta, como ocurre habitualmente con las oscilaciones

Palabras clave. Método de andlisis homotdépico, balance arménico, ecuaciones diferenciales con retardo,
bifurcacién de Hopf, péndulo simple.

113



114 Andrea Bel, Walter Reartes, Ana Torresi

usando las coordenadas usuales. Por otro lado, la presencia de la funcion sen(0) en la ecua-
cién da lugar a la aparicién de un problema algebraico referido a las condiciones de arranque
del método. Hemos resuelto este problema recurriendo al desarrollo de Jacobi—Anger.

Ademéds, consideramos dos variaciones de la ecuacién del péndulo simple, a saber, hemos
agregado términos que podrian representar una realimentacion dependiente de la velocidad
y la posicidn, y también hemos considerado una realimentacién con retardo. En el primer ca-
so no ha sido nuestra intencién tratar un sistema en particular, sino mostrar cémo el HAM
es una herramienta formidable para hallar ciclos periddicos en el andlisis de bifurcacion.
Por lo tanto agregamos todos los términos de més bajo orden (hasta orden tres) que podrian
aparecer en este sistema. Esto convierte al sistema en disipativo, lo que puede provocar la
aparicién de ciclos limite. Hacemos notar que los términos con que hemos modificado la
ecuacion original también deben ser periédicos en la coordenada angular. Ademads, utiliza-
mos otra metodologia que combina métodos en el dominio frecuencia [15] y la teoria de
singularidades [8, 9] que permite, considerando un pardmetro distinguido, determinar con-
diciones generales que deben cumplir los pardmetros auxiliares para la aparicion de bifurca-
ciones de Hopf degeneradas. Para una cierta combinacién de los pardmetros determinamos
regiones en el espacio de pardmetros auxiliares donde es posible encontrar multiplicidad
de orbitas periddicas. Esta clasificacién nos permite determinar la configuracion dindmica
del sistema y asi poder elegir condiciones apropiadas en el espacio de pardmetros (control
de bifurcaciones [5]); luego para valores de los pardmetros especialmente elegidos, hemos
comparado los resultados con los obtenidos utilizando el programa MATCONT [6].

Como segunda variacién del péndulo hemos considerado una realimentacién periédica
muy simple, pero utilizando la posicién retardada, y mostrado la presencia de bifurcaciones
de Hopf. Aqui se ha analizado el comportamiento del sistema en funcién del retardo y de
la ganancia de la realimentacion. Los resultados se comparan con los obtenidos mediante el
paquete DDE-BIFTOOL [7].

2. EL PENDULO SIMPLE

Consideremos la ecuacion de un péndulo simple. Si usamos como coordenada el angulo
que forma el hilo con la vertical y reescalamos el tiempo adecuadamente, resulta:

6 +senf = 0. (1)
Debido a que la energia
92
e:7+l—cos6 )

es constante, la ecuacion puede resolverse facilmente por integracién directa (ver por
ejemplo [10], [4] o [1] para su version cuantica). Hay tres tipos de soluciones, dependiendo
del valor vg de la velocidad para 6 = 0:

1. Si |vp| < 2 el movimiento es oscilatorio. Aqui el dngulo tiene la siguiente expresion
en funcién del tiempo:

0(t) = 2arcsin(Asn(r + ¢; 1)), 3)
siendo A =vp/2y ¢ = K(A). K es la integral eliptica completa de primera especie

0<A<l,

/2 d 1 d
k)= [T =2 | L
0 /1-2A%sen2@ Jo /(1—12)(1—A%2)
y sn(u;A) es una funcién eliptica de Jacobi. El periodo de este movimiento es

T =4K (%0) . @)
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2. Si |vp| > 2 el movimiento es una rotacién. La expresion correspondiente del dngulo
es

0(t) =2arcsin(sn(tA;1/1)), (5)

r=2x(2). ©)
Vo Vo

3. Si|vp| =2 se tiene una érbita homdclina que une el equilibrio inestable con si mismo.
En este caso el movimiento no es periddico (puede considerarse como el limite de
un ciclo cuando el periodo tiende a infinito). La expresion es la siguiente:

0(t) = 4arctan(tanh(z/2)).

y el periodo resulta

Enla Figura 1 se muestran varias soluciones oscilatorias y rotatorias, junto con las érbitas
homdclinas del equilibrio inestable (7,0). A la izquierda vemos la representacion cldsica
de las distintas soluciones en el espacio (6,8) y a la derecha las representamos sobre el
cilindro. Se observa claramente que, considerando esta variedad, las dnicas soluciones no
periddicas son las érbitas homoéclinas, y que estas separan los dos tipos de soluciones res-
tantes en el espacio de fases.

FIGURA 1. Soluciones del péndulo simple en el espacio de fases.

3. METODO DE ANALISIS HOMOTOPICO

Sea un sistema de ecuaciones diferenciales no lineales

N[xvglnga"'agm]:Oa (7)

donde x(t) e R"y g; € R, i = 1,...,m, son constantes relacionadas con el problema (no
representan pardmetros). El sistema tiene condiciones iniciales dadas, que llamaremos CI.

Para hallar una solucién periddica de este sistema consideremos la familia de operadores
; : R" — R", que depende del pardmetro de deformacién g:

Ha[9) = (1—q) L9 —xo| — qgh-Ng[9],

donde & # 0, xo(¢) funciona como semilla inicial y verifica las condiciones iniciales CI, .#
es un operador lineal relacionado con el sistema (7), y .4, : R” — R" es el operador no
lineal

J%I[¢] :N[(P(lucI)u’}/l (Q)v’}/Z(q)u o 7Ym(q)]
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En este trabajo se usan los siguientes operadores lineales:

82
Ly =55 +v. (82
dJ oy
5 1 Vi S5 tw
Ly, yo] = < o > < > = = : (8b)
-1 5/ \w —yi+ %
El procedimiento se basa en la bisqueda de funciones ¢,7i,..., 7%, analiticas en g tales

que: H4[9] =0sig e [0,1],y ¢(t,q) verifique las condiciones iniciales CI para g € [0, 1].
Si estas funciones existen y tomamos g = 0 se tiene J%[¢] = Z[¢(1,0) — xo(¢)] = 0. Para
los operadores definidos en (8) resulta

¢ (1,0) —xo(t) = ¢y cost + casent,

6(1,0) —xolr) = ¢1 ( cost )m( —sens )

sent cost

respectivamente, con cy,c; € R. Luego, ya que ¢ y xo verifican las mismas condiciones
CI, se obtiene ¢(¢,0) = xo(r) para ambos operadores. Por otro lado, si ¢ = 1, J4[¢] =
—hM[P(t,1)] =0, y asi ¢(z,1), 7i(1),..., (1) serdn solucién del sistema (7). De esta
manera, cuando el pardmetro ¢ varia de 0 a 1, la funcién ¢ (¢,q) varia de la semilla inicial
xo(t) a la solucién buscada.

Para hallar las funciones @, 71, ..., %, analiticas en g € [0, 1] consideremos sus desarrollos
en serie

oo oo Foo
o(t,q) =Y ()", nl@)=Y eud, ... Wml@)=Y gmd"
k=0 k=0 k=0

Reemplazando estos desarrollos en 7% [¢] = 0, y tomando g = 0 luego de derivar k veces
respecto de g se obtiene

h 9"‘1%[@5]‘
k—D! ag—1 lg—0’

para k > 1. De la misma manera, usando el desarrollo en serie de ¢ y dado que ¢(¢,0) =
xo(r) verifica las condiciones iniciales del sistema, resulta x;(0) = x;(0) = 0 para k > 1.
Los términos x; en el desarrollo de ¢(z,1) se calculan resolviendo la ecuacién (9) con las
condiciones indicadas. Como la solucién que se desea encontrar es periddica, cada término
debe serlo. Entonces, dependiendo del operador lineal utilizado, el lado derecho de (9)
deberd verificar ciertas condiciones para asegurar que al resolver el término k-ésimo no
contenga funciones no periddicas (del estilo fcos?, tsent). Estas condiciones permitirdan
calcular los términos g;;, i = 1,...,m. Para k = 1 se obtiene un sistema de ecuaciones no
lineal con incégnitas g1, - - -, &mo. Mientras que para k > 2 el sistema serd lineal. Para cada
k se resuelve el sistema correspondiente y se calcula xy; este procedimiento se repite hasta
el orden deseado.

Solo resta determinar un valor adecuado para h. Las aproximaciones de las constantes
gi» i=1,...,m, serdn polinomios en %, y lo mismo sucederd con x(r) y sus derivadas para
t fijo. Como se muestra en el libro de Liao [12] la observacion del comportamiento de
estos polinomios permite seleccionar un valor adecuado para k. En los valores de /& para los
cuales la serie converge, dichos polinomios tenderdn en el limite, cuando el orden tiende
a infinito, a un valor independiente de /. Asi, graficando los polinomios podremos tener
una idea aproximada del lugar en que se encuentran estas regiones y seleccionar un valor
apropiado para /. En la siguiente seccion se muestra un ejemplo de estos polinomios.

Lx(t) = (1= )x,—1 (1)) =

(©))
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3.1. HAM: Movimiento oscilatorio. Consideremos la ecuacién del péndulo simple (1).
Supongamos que existe una solucién periédica con frecuencia @ y amplitud a. Reescalando
las variables # y 8 (pero manteniendo sus nombres para simplificar la notacion) se obtiene

?af(t) +sen(ab(t)) = 0. (10)

La solucion 6p correspondiente tendrd frecuencia y amplitud 1; en particular se verifica
0p(0) =1y 6p(0) = 0. A partir de la ecuacién anterior definimos

‘/‘{1[‘])] = N[(P (I7Q)7Q(Q)7A(Q)]

9’9(1,q
—2(g?4(0) 725D ¢ cen(A()0(.0).
y el operador .Z como en (8a). Utilizando el HAM descripto en la seccién 3 la solucién
periddica de (10) resulta ¢(7,1) = Y7 6 (1), siendo @ = Q(1) y a = A(1). Considerando
las condiciones iniciales de la solucién buscada tomamos 6y(¢) = cosz. Luego, de acuerdo
a los operadores definidos antes, el lado derecho de (9) para k = 1 resulta

h(—wgapcost +sen(agcost)).

Dividiendo por & # 0 y utilizando la expansion de Jacobi—Anger se obtiene:

—+oo
— @3agcost +2 Y (—=1)"Jang1(ao) cos((2n+ 1)t), (11)

n=0
donde J,, es la funcién de Bessel de primera clase de orden n. Teniendo en cuenta la defini-
cién del operador . en (8a), el término 0; serd periddico si el coeficiente de cost en (11)

se anula, esto es, si
2J
an = |24, (12)
ap

Fijando un valor de ag la ecuacién anterior permite obtener un valor de @y, y calcular el
término periddico 6;. Al realizar los célculos para los demds valores de k, y considerando
los desarrollos en serie de sen(agcost) y cos(agcost) que resultan de utilizar la expansion
de Jacobi—Anger, se observa que la condicién es una tnica ecuacion (correspondiente a
anular el coeficiente de cost en el lado derecho de (9)), que brindar4 la relacién que deben
verificar los valores @;_; y ax—1. Por lo tanto, como en el caso k = 1, fijando el valor de
ay—1 se pueden obtener @y_1 y 6, y continuar el proceso hasta el orden deseado.

Pero, ;como fijamos los valores a; para k > 0 ? Se puede probar que la ecuacién del
péndulo simple tiene un centro no lineal en el equilibrio trivial. M4s atin, existe una solucién
periédica de (1) para cada condicién inicial 8(0) € (0,7), 8(0) = 0. Luego, si tomamos ay €
(0,7) y ap = 0 para k > 1, el HAM permite calcular la solucién 6p de (10) y la frecuencia
o correspondientes a la amplitud a = ag.

Resultados. Para una oscilacién de amplitud a la ecuacidn de la energia (2) permite calcular
la correspondiente velocidad v en 6 = 0. Luego, fijando a = arccos(1 —v3/2) y utilizan-
do el proceso anterior podemos obtener las expresiones de la solucién y la frecuencia en
funcién de la velocidad inicial 0 < vy < 2.

Como un primer ejemplo se fija vo = 1.95 y se calcula la aproximacién de la solucién
correspondiente hasta orden 15. En la Figura 2 a) se muestran los polinomios en funcién
de h para la frecuencia @, y los valores 6p(0.1) y §p(0.1). Se observa que, de acuerdo a lo
mencionado en la seccidn anterior, se puede elegir ficilmente un 4 adecuado. En la Figura
2 b) se muestra la solucién calculada junto con la exacta dada en (3).
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Por otro lado, utilizando el método descripto es posible calcular aproximaciones de la
frecuencia @ en funcién de la amplitud y por lo tanto de la velocidad inicial vy. Asi, se
puede obtener por ejemplo la siguiente aproximacién de orden 3:

_ [2Ni(a)  hyalr(a)l3(a) hh(a)sla) 5200
WHAM ~ P 8/27,(a) 768\@(61]1(51))3/2( 12a”hJj(a)
+ a(240 — 11a*)hJo(a)Jy (a) +2J1 (a) (48a* + (—216 + 131a*)hJy (a))) ,

siendo a = arccos(1 —v3/2).

Se conocen distintas aproximaciones del periodo (4) que se calculan utilizando por ejem-
plo el desarrollo en serie de la integral eliptica o el método de balance de armoénicos. El
célculo utilizando un caso particular del HAM (llamado homotopy perturbation method) se
puede encontrar en [3]. La aproximacion de la frecuencia de orden 1 alli encontrada coinci-
de con (12), pero no sucede lo mismo con la aproximacién de orden 2. En la Figura 2 ¢) se
compara el periodo exacto (4) con las aproximaciones usando la frecuencia de orden 2 ob-
tenida en [3] y nuestro resultado wyam. Se advierte la coincidencia con el resultado exacto
para velocidades vy < 1.9: el error relativo es menor al 0.5 % para ambas aproximaciones.
Sin embargo, para vg > 1.9 se observa claramente que nuestro resultado aproxima mejor el
valor exacto.

a)

6(0.1) i
0(0]) i )| m /\ /\
‘ [ ‘ ‘ _
-2.5 0 1.5 =T0 705 .5 1.0 il
_2,
f \ A U \] \/
,4,

T
181

IS
S
o

16

141

12

0.0 0.5 1.0 15 200

FIGURA 2. a) Polinomios en funcién de h para vog = 1.95. b) Solucién
exacta y aproximada con HAM. ¢) Comparacién perfodos: (_) exacto dado
en (4), (_._)calculadoen [3],y (...) 27/ WyAM-

3.2. HAM: Movimiento rotatorio. Para calcular las soluciones rotatorias de (1) consi-
deremos el siguiente cambio de coordenadas del cilindro al plano punteado:

u=-ecos0
v=e%send
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La ecuacion del péndulo en las nuevas coordenadas resulta

13)

it = —usen(arctan(v/u)) — $vlog(u* +v?)
v = —vsen(arctan(v/u)) + %ulog(u2 +17)

Supongamos que existe una solucién periddica con frecuencia @ y tal que (1(0),v(0)) =
(e‘s,O). Normalizamos el sistema (13) de manera que la nueva solucién periédica (up,vp)
tenga frecuencia 1 y verifique (up(0),vp(0)) = (1,0) (para simplificar la notacién mantene-
mos los nombres de las variables luego de la normalizacién). Se obtiene

(14)

wii = —usen(arctan(v/u)) —vE — Lvlog(u? +1?)
wv = —vsen(arctan(v/u)) + ué + tulog(u® + V)

Para encontrar las soluciones periddicas del sistema anterior se utiliza el HAM descripto
en la seccién 3 con % el operador definido en (8b) y .4; dado por

Aql91:92] = N[(01(2,9), 92(1,4)),(a), E(q)]
_ ( M ) _ ( QF + g1 sen(arctan(9s/91)) + $rE + S log(97 + 93) )
N2 Q% + gy sen(arctan(¢2/¢1)) — 012 — 91 log(07 +93) )

Asi, la solucion periddica de (14) serd (up,vp) = (¢1(z,1),¢2(¢,1)), siendo @ = Q(1) y
& = E(1). De acuerdo a las condiciones en r = 0 tomamos (uo(),vo(¢)) = (cost,sent). El
lado derecho de (9) para k = 1, dividido por & # 0 resulta

— @ sent +costsent + &y sent
@y cost +sen’t — Eycost :

En este caso, considerando el operador inverso de .45, para que el término (uy,vy) sea
periddico deben anularse los coeficientes de cost y sent en la siguiente expresion:

d [N 1 8"*1N2
<9t < dq! > dg*~! ) ’q:o’

para k > 1. Como en el caso anterior, uno de estos coeficientes se anula para todo k y
el restante da una relacién entre ;1 y &_;. La primera de estas condiciones implica
que @y = &. De acuerdo al cambio de coordenadas utilizado es conveniente fijar el valor
& =0(0)>2,y& =0sik>1.Si6(0) < —2 el sentido de las soluciones cambia y en este
caso la condicion inicial adecuada es (ug(t),vo(t)) = (cost,—sent). Dada la simetria de las
soluciones rotatorias solo se considera el caso & > 2. Fijados los valores de & _; se pueden
calcular los términos @y y (ug,vx), y determinar el desarrollo de la solucién (up,vp) y la
frecuencia w correspondientes a la condicidn inicial (e‘g ,0) hasta el orden deseado. En las
coordenadas originales la solucién hallada corresponde a la solucién rotatoria con velocidad
vo=¢& >2para 6 =0.

Resultados. Dado un valor vg > 2 podemos calcular el movimiento rotatorio correspon-
diente. Como en el caso anterior, una vez realizados los calculos hasta el orden deseado se
observan los polinomios en funcién de & y se elige un valor adecuado de este pardmetro.
En la Figura 3 a) se muestra la solucion exacta (5) junto con la aproximada usando el HAM
hasta orden 8 para vop = 3 y vp = 4. Las soluciones se muestran tanto en el espacio (u,v)
como en el espacio de coordenadas original (8, 8).

Actas del XI Congreso Dr. Antonio A. R. Monteiro (2011), 2012
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Ademéds, en este caso también es posible calcular aproximaciones de la frecuencia @ en
funcion de la velocidad inicial vy. La aproximacién para orden 8 resulta
7 7
QMAM::vo+8h4-§h%8wy+1y+§h3Uﬁv3+4wy+25)
e
192

7
+ @IP (480v3 + 2403 + 45000 -+ 1345v +2087)

Kt (384v] + 144vF + 1800vg +269)

Ty (28v(5) | 35 875w 94155 14609v 437017>

2 2 48 24 * 4608

375v3 1345v3 2087v: 62431vy 185701
h7 ($) 5 0 0 0
* (8V0+6V0+ > T2 TTa TTasa s
V0 525y 9415vF  14609v3  437017v: 1299907v,
R ] 0 0 0 0
+ (V0+ "6 T3 T o6 T ead T 12288
101836543
6193152 )

En la Figura 3 b) se compara el periodo (6) con el calculado a partir de la aproximacién
anterior con 4 = —0.15. Para valores de v¢ entre 3.2 y 15 el error relativo de la aproximacién
no supera el 1%. Para valores vy < 3.2 el error aumenta considerablemente, pero puede
mejorarse calculando aproximaciones de mayor orden.

a)
0

~ I

-20r

<

-20

N
N

-3 -2 -1 1 2 3

U7 e s 10 12 e

FIGURA 3. a) Soluciones rotatorias en los dos sistemas de coordenadas. b)
Comparacion periodos: (-) exacto dado en (6), y (...) 27/ ®gam.
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4. PENDULO MODIFICADO

Consideremos ahora una modificacion de la ecuacién del péndulo simple. Debido a que el
espacio de fases es un cilindro se agregan a ella términos hasta orden 3 que sean periddicos
en la coordenada angular. La ecuacién del péndulo asi modificada resulta

é+sen0:(0619+a292)sen9+ﬁ19+l3292+[3393. (15)

En este caso la normalizacion se realiza reemplazando 6 por ¢ 4+ a8, y suponiendo que
existe una solucion periddica con frecuencia @, resulta
®?ab +sen(c+ab) = (o wab + oy w*a*6?)sen(c + ab)
+ B] wad + ,Bz(l)zazéz + ﬁ3 0’63,
Luego, la nueva solucién periddica Op tendrd frecuencia y amplitud 1, y estard centrada en
0; en particular esta funcién verifica 8p(0) = 1 y 6p(0) = 0 (en este caso, por amplitud se
entiende el valor maximo que alcanza la funcién; en la ecuacién original la amplitud de la

solucidn periddica es ¢ + a).
Una vez més consideremos la homotopia descripta en la seccién 3. Definimos

N[®] =N[o(1,9).Q(q),C(q).A(q)]
9%¢(1,q)
or?

2
— (oleAa(p(tt’Q) +a292A28¢(t"’) ) sen(C+A¢(t,q))

(16)

_ oA +sen(C+Ad(1,q))

0 ot

) ) 2 ) 3
o (ﬁlQA ¢étt7q)+ﬁ292A2 ¢g;7Q) +B3QBA3 (pg;LI) )7

y el operador .} como en (8a). De acuerdo a lo mencionado en la seccion 3, la solucion de
(16) buscada serd 6p(r) = ¢(z,1), siendo @ = Q(1), c =C(1) y a = A(1). Por la normali-
zacion utilizada ¢ concentra toda la parte constante de la solucidn, y asi todos los términos
6k (¢) estardn centrados en 0. Esto implicard una condicion extra (ademds de que se anulen
los coeficientes de cost y sent) sobre el lado derecho de la ecuacién (9), y se formard un
sistema de tres ecuaciones con tres incognitas @y_1, cx—1 y ax—1 para cada k > 1. La semilla
inicial en este caso es y(f) = cost. Las condiciones sobre el lado derecho de (9) para k = 1
resultan:
ZJQ(Cl()) sency — a0w§ (aoﬁz +200J; (a()) senco) =0

—a()a)g +2 (J] (a()) — aowgang (a())) cosco =0 17)

Bi + 3agwi Bs + o (Jo(ao) +J2(ao)) senco =0
Determinados los valores de @y, cg y ag a partir de este sistema, es posible calcular 6, y ob-
tener la ecuacién para 6,. Como en los casos anteriores, las condiciones para k > 2 generan
un sistema lineal que puede resolverse exactamente y permite calcular 6. Siguiendo este
proceso, se obtienen los desarrollos de las soluciones hasta un orden arbitrario.

Resultados. Los equilibrios de la ecuacién (15) son los mismos que los del péndulo simple.
Utilizando un anélisis lineal resulta que el equilibrio trivial es estable si B; < 0 e inestable
si B; > 0. Para B; = 0 el sistema verifica las condiciones clasicas para la existencia de
bifurcacién de orbitas periddicas a partir de un equilibrio (bifurcaciéon de Hopf). Es decir,
existe un par de autovalores imaginarios puros conjugados que cruzan el eje imaginario
cuando el parametro f3; varia.
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El HAM, tal como ha sido implementado en este trabajo, no permite obtener condiciones
generales para las bifurcaciones en funcién de los pardmetros. El estudio de bifurcaciones
de Hopf locales se realiza utilizando otra metodologia, que combina métodos en el dominio
frecuencia [15] y la teorfa de singularidades [8, 9]. Esta dltima permite calcular ciertos
coeficientes, equivalentes a los coeficientes de Lyapunov [18], que proveen condiciones para
la clasificacion de las singularidades y sus desarrollos universales. Esto se hace utilizando el
algoritmo desarrollado en [16]. Se determinan regiones en el espacio de pardmetros para los
cuales multiples drbitas periddicas se bifurcan a partir del equilibrio trivial. Los diagramas
de bifurcacién locales correspondientes a cada una de las regiones pueden complementarse
y compararse con los realizados con el HAM. En particular, se realizan célculos para valores
apropiados de los pardmetros cercanos a puntos singulares donde los paquetes de simulacién
numérica usuales fallan.

Como se verifican las condiciones necesarias para la existencia de bifurcacion de Hopf
para 3; = 0, se encuentra una ecuacién que relaciona al pardmetro de bifurcacion f; con la
amplitud de la 6rbita periddica y. Para ¥ # 0 suficientemente pequefio se tiene en general

V(-Bi+ao+tay+eay+-)=0, (18)

donde los coeficientes &y, k =0,1,2,..., se obtienen utilizando por ejemplo las metodolo-
gias propuestas en [18, 16]. En el diagrama de esta ecuacion, ¥ = 0 se corresponde con el
equilibrio trivial, y las soluciones no nulas representan las soluciones periédicas con periodo
cercano a 27.

Sigy#0y ey =0parak=0,1,2,...,]—1 en la ecuacién (18), se obtienen formas
normales singulares de Z,-codimension [ — 1, cuyos diagramas de bifurcacién son no per-
sistentes [9]. Esto significa que bajo pequefias perturbaciones de los pardmetros el diagrama
obtenido no resulta equivalente al de la forma normal singular, con la nocién de equivalencia
en el contexto de la teoria de singularidades.

Para la ecuacion del péndulo modificado (15) alrededor del equilibrio trivial, consideran-
do a B; como pardmetro de bifurcacion, los primeros coeficientes calculados con la meto-
dologia propuesta en [16] tienen las siguientes expresiones:

8()((11,(12,B2,ﬁ3) - 07

a(a,a,pr,p) = %(—051132 —3B3),
1
12

Se considera como caso particular ap = 0.2 y B, = 0.2, y se realiza el andlisis, hasta co-
dimensién uno, de las regiones con distintos diagramas de bifurcacién locales en el espacio
de parametros (¢, B3).

Si&(a,0.2,0.2,B3) # 0, este coeficiente es suficiente para predecir el comportamiento
local [8, 9], y las formas normales son de codimensién cero. La curva &(0,0.2,0.2,33) =0
divide el espacio (a,f3) en dos regiones en las cuales se tienen diagramas clésicos de
bifurcacién de Hopf, que predicen la aparicién de una tnica 6rbita periddica local con su
determinada estabilidad (ver Figura 4).

Si &(a1,0.2,0.2,B3) = 0, es necesario calcular &(a;,0.2,0.2,3); en caso de que es-
te dltimo no se anule, se obtiene la forma normal singular de codimensién uno y(—f; +
£,7*) = 0 (ver Figura 5).

Para valores de los pardmetros cercanos a la recta &(a;,0.2,0.2, B3) = 0 se considera el
desarrollo universal de la forma normal y se obtienen los diagramas de bifurcacién locales
que predicen la existencia de hasta dos drbitas peridédicas. En la Figura 6 se muestran las

es(on, 00, B, B3) = — ((1+400+8pB3) (ouBr+3B3) + 807 B3) .
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FIGURA 4. a) Curva &(;,0.2,0.2,33) = 0 y regiones de diagramas per-

en (fB1,7).

sistentes en (¢, B3) de acuerdo al signo de &. b) Diagramas de bifurcacién

b)
€,=0, €,>0

€,=0, €4<0

0 Al

: 1
0 B

FIGURA 5. a) Se sefialan con linea gruesa continua los puntos en los que
& =0y & >0,y con linea punteada los puntos donde &, =0y &4 < 0. b)
Diagramas de bifurcacién correspondientes a puntos sobre la recta en a).

curvas &(0,0.2,0.2,33) =0y &(;,0.2,0.2, f3) = 0, y se indican las regiones en las que
se obtienen los distintos diagramas de bifurcacion.

Bs

>0, >0

€,<0, €>0
r "

0

\

0 Al

6<0, €<0
N
\\
>0, €<0
\

\#Bl
a

0

FIGURA 6. Para valores cercanos a la recta & = 0 y la curva & = 0 se
indican los diagramas de bifurcacidn correspondientes a cada region.

Si &(a1,0.2,0.2,83) =0y €(04,0.2,0.2, B3) = 0 (condicién que se cumple en el punto
(ai,B3) = (0,0)), la dindmica dependerd del valor de & en ese punto. Este coeficiente no
ha sido calculado en este trabajo.

Actas del XI Congreso Dr. Antonio A. R. Monteiro (2011), 2012



124 Andrea Bel, Walter Reartes, Ana Torresi

Como se menciond, los resultados anteriores son locales alrededor del equilibrio trivial,
y se pueden complementar con los realizados utilizando el HAM. Como un ejemplo de esta
situacion fijemos el valor del pardmetro o3 = 0.5. En la Figura 7 a) se muestran las ampli-
tudes de los ciclos calculados utilizando el HAM junto con los obtenidos con el programa
MATCONT para varios valores de fB3; se indica ademds su estabilidad, que coincide con
la predicha utilizando los coeficientes & y €. En general se observa que los resultados del
HAM mejoran a medida que nos alejamos de la recta & (0,0.2,0.2, 83) = 0, y no dependen
de la cercania al valor de bifurcacién ; = 0. Por otro lado, para valores cercanos a la recta
& = 0 el método falla al encontrar condiciones iniciales. En la Figura 7 b) se muestra una
ampliacién de la region cercana a la bifurcacién de Hopf, y se comparan las amplitudes
obtenidas con MATCONT vy las que resultan de utilizar la metodologia en frecuencia con el
orden adecuado a la regién en que se encuentra el pardmetro f33.

0 L L L L L L L
-0.015 -0.005 0.005 0.015 0.025 0.035 0.045 0.055 3
M1

FIGURA 7. a) —: MATCONT, ¢--: HAM, b) —: MATCONT, ---: ampli-
tudes usando metodologia en frecuencia.

5. PENDULO REALIMENTADO CON RETARDO

Consideremos el péndulo con retardo dado por

0(t)+sen(6(r)) =dsen(6(r — 1)), (19)

donde 7 > O representa el retardo. Suponiendo que existe una solucién periddica con fre-
cuencia @ y amplitud a, normalizamos la ecuacién anterior para obtener

®%ab(t) +sen(ab(r)) = dsen(ab(r — 07)). (20)
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Buscamos una solucién periddica 8p de la ecuacion (20) con frecuencia y amplitud 1; en
particular para t = 0 se verifica 8p(0) = 1y 6p(0) = 0. Para usar el HAM descripto en la
seccion 3 definimos el operador lineal . como en (8a) y el siguiente operador no lineal
asociado a (20):

2
A9 = N[0(1.0).Q(q).Alg)] = @220 | en(a0(1.4)) ~ dsen(ao(t - @x.q)).

Luego, utilizando la homotopia, la solucién buscada serd 6p(t) = ¢(t,1), siendo @ = Q(1)
y a =A(1). De acuerdo a las condiciones iniciales de la ecuacion normalizada se considera
0y (t) = cost. Luego de reemplazar en (9) para k = 1, usando los operadores definidos antes
y llamando k¥ = apcos(@yT) y 6 = apsen(myT), las condiciones para que el término 6; sea
periddico resultan

a0+ 201 (a0) ~2d Y (1Y a1 (K) (J2n(6) + Jans2(6)) = 0,
n=0

- @1
2 Y (~1)"2011(0) (20 () + J2012()) = 0.
n=0

Para valores fijos de los pardmetros se resuelve el sistema anterior para determinar @y y ag;
luego se calcula 6y, y se construye la ecuacion para 6, utilizando (9) con k = 2. Para que
este ultimo resulte periddico se construye un nuevo sistema de condiciones (que serd lineal
para k > 2) y se continda el proceso para obtener los desarrollos de 6p, ® y a, hasta el orden
deseado.

Resultados. A partir del sistema (21) es posible hallar condiciones necesarias en el espacio
(d, ) para la existencia de bifurcaciones de Hopf en la ecuacién (19). Estas condiciones,
que se obtienen considerando amplitud inicial ag nula, resultan

dcos(o7) = 1 — @?
dsen(@wt) =0

El sistema anterior define curvas en el espacio (d, 7), dadas por

2 2n+1

1-d Vitd '
En la Figura 8 a) se grafican estas curvas. En los puntos de interseccion de estas el sistema
puede presentar bifurcaciones de Hopf dobles.

Se calcula la estabilidad lineal del equilibrio trivial y en la Figura 8 a) se sombrean
las regiones en las que este es estable. Las condiciones para la existencia de autovalores
imaginarios puros conjugados (asociados a las bifurcaciones de Hopf) coinciden con las
obtenidas antes. Para los valores d = 1 cualquier constante es solucién de la ecuacién (19).
Si d = 0 1a ecuacién se reduce a la del péndulo simple que estudiamos anteriormente, y por
lo tanto el equilibrio trivial presenta un centro no lineal.

En la Figura 8 b) se muestran amplitudes de los ciclos existentes para algunos valores
fijos del retardo 7; se indica la estabilidad calculada utilizando el método de colocacién.
Los resultados coinciden con los obtenidos utilizando DDE-BIFTOOL. Esto se muestra en
particular para el caso T = 8.2 en la Figura 9. Este valor es de particular interés ya que en las
cercanias se observa una bifurcaciéon Neimark—Sacker resonante 1:3, esto es, el ciclo estable
existente pierde su estabilidad cuando los autovalores cruzan el circulo unidad a través de
¢*2/3% Tal resonancia estd asociada a la existencia de ciclos de periodo tres.
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Aplicaciones interesantes utilizando modelos de péndulos con retardo son consideradas
en diversos trabajos actuales, por ejemplo en el caso de un péndulo simple forzado (ver
[17]), y en el caso de un péndulo invertido en el carrito y los distintos controles realimenta-
dos que se pueden implementar (ver [11]).

a) b)
T a
1.20OOO T=8.2
0.8 °008 0000°°
4,088
0.4 o o
: d
035 04 045
a
L5 _y
(‘CO\‘
1.0 oo°
0.5 °

o
-05 -04 -03 -02 d

a

12 1 _275

0.8 O
0.4 .

d S ——
0z 03 0405 ¢

FIGURA 8. a) Curvas de Hopf en el espacio (d, 7). b) Amplitudes de los
ciclos para los valores de 7 indicados en a).

FIGURA 9. Comparacién de amplitudes para 7 = 8.2: —: DDE-
BIFTOOL, -co: HAM.

6. CONCLUSIONES

En este trabajo mostramos la potencialidad que el HAM presenta como herramienta para
encontrar las soluciones periddicas tanto globales como locales en el andlisis de las bifur-
caciones del péndulo simple y dos variaciones del mismo, una de ellas con retardo.

Los resultados obtenidos con el HAM para las soluciones oscilatorias y rotatorias del
péndulo simple son muy buenos comparados con los clasicos, que resultan de utilizar fun-
ciones elipticas de Jacobi, incluso para soluciones cercanas a las érbitas homéclinas. El
uso del HAM en el péndulo modificado provee resultados globales, que coinciden con gran
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precision con los que provienen de utilizar el programa MATCONT. En el caso local com-
plementan el andlisis de las bifurcaciones encontradas por métodos analiticos y numéricos,
que predicen multiplicidad de 6rbitas periddicas. Por dltimo, consideramos el péndulo mo-
dificado con una realimentacién por retardo, estudiamos las condiciones para la existencia
de bifurcaciones de Hopf'y los ciclos que de alli surgen. Los cédlculos realizados con el HAM
muestran gran coincidencia con los numéricos encontrados con el paquete DDE-BIFTOOL.
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