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EVOLUCION GEOMETRICA DE CURVAS Y METRICAS

JORGE LAURET

RESUMEN. Se explorardn en este trabajo las intrigantes analogias que existen entre dos
ecuaciones de evolucién geométricas: el sofisticado flujo de Ricci, famoso por su aplicacién
a la prueba de la Conjetura de Poincaré de Hamilton—Perelman, y el elemental flujo de
acortamiento de curvas, cuya presentacién no requiere mas que la nocién de derivada parcial
de una funcion real.

1. INTRODUCCION

Corria el afio 1900 cuando Henri Poincaré (1854-1912) propuso una conjetura en el ar-
ticulo [27], que en términos modernos decia:

Toda variedad compacta de dimensién 3 con la misma homologia de la esfera
3, debe ser homeomorfa a S°.

Hoy se puede ver en un curso bésico de Topologia Algebraica que esto es claramente
falso. Fue el mismo Poincaré el primero en encontrar un contraejemplo, haciendo uso del
grupo fundamental, introducido también por él en 1895. El contraejemplo dado fue el co-
ciente SO(3)/Isp, donde SO(3) es el grupo de matrices ortogonales 3 x 3 de determinante
1 e Iy es el subgrupo (finito) de SO(3) formado por todas las rotaciones de un icosaedro
(o dodecaedro). Dicho cociente tiene la homologia de S, pero también un hermoso grupo
fundamental de 120 elementos. Esto fue publicado en [28], donde Poincaré, esta vez mas
cauteloso, concluye la discusién con el siguiente problema en forma de pregunta, no de
conjetura:

(Es toda variedad compacta, simplemente conexa y de dimension 3, necesa-
riamente homeomorfa a §3?

Esta pregunta es la que pasé a conocerse con el tiempo como la Conjetura de Poincaré,
y sobre la cual durante casi un siglo nadie logré encontrar ni contraejemplo ni prueba, hasta
que en 2002-2003, Grigori Perelman (1966- ) publicé en el sitio de internet arXiv.org tres
articulos con su completa resolucién, detalles mas, detalles menos. ..

Vierta ahora un poco de agua en una sartén plana bien caliente, observe la evolucién que
experimenta el contorno de la mancha de agua mientras se evapora, y pregtintese qué tendra
que ver esto con la Conjetura de Poincaré. Es precisamente el objeto del presente articulo
mostrar que tiene mucho que ver.

La herramienta principal en la prueba de Perelman es la siguiente ecuacién de evolucion
para una familia g, de métricas riemannianas sobre una misma variedad diferenciable M:

8 J—
Egt =
donde Re(g;) denota el tensor de Ricci de la métrica g;. Esta ecuacion, llamada flujo de Ric-
ci, fue introducida en 1982 por Richard Hamilton (1943- ) en el trabajo pionero [17], quien
ademds elabor6 un plan para demostrar la Conjetura de Poincaré basado, a grandes rasgos,

_2Rc(gt)a
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en el estudio de las singularidades que pueden ocurrir cuando uno considera una solucién g;
al flujo de Ricci partiendo de una métrica inicial gy cualquiera sobre una variedad compacta
de dimension 3. Resultados de gran peso relevantes a dicho plan fueron aportados por una
gran cantidad de matemdticos aparte de Hamilton durante dos décadas, hasta su conlcusién
por Perelman. De todas maneras, es quizd injusto mostrar a Perelman como el mero ter-
minador de un plan, teniendo en cuenta que sus aportes son considerados extremadamente
originales y potentes, al nivel de verdaderas genialidades. Ya existen en la literatura cuatro
libros que explican y desarrollan en mds detalle los articulos del arXiv de Perelman (ver [3],
[6], [21], [26]).

Es asi como el problema méas famoso de la Topologia fue resuelto desde la Geometria
Riemanniana y el relativamente nuevo campo del Analisis Geométrico.

El antecesor mas simple del flujo de Ricci, como asi también del flujo de curvatura media
para subvariedades, es la evolucién de una curva en el plano segiin su curvatura. Dicha evo-
lucién es llamada flujo de acortamiento de curvas (curve shortening flow o heat shrinking
curve equation), y esta definida por la siguiente ecuacién diferencial en derivadas parciales
para una familia % : R — R? de curvas:

gtY(s’ 1) =k(s,t)N(s,1),

donde y(s,1) := %(s), y k(s,7), N(s,t) denotan respectivamente la curvatura y la normal de
la curva ¥ en el punto ¥%(s). Esto nos conecta finalmente con la mancha de agua en la sartén
caliente, pues se sabe que su contorno evoluciona de acuerdo a este flujo.

Se intentard mostrar en este trabajo que la mayoria de las ideas, problemas y métodos
mads relevantes de la teorfa del flujo de Ricci, se encuentran en realidad presentes en el es-
tudio del flujo de acortamiento de curvas, y en términos tan elementales que permiten su
entendimiento y apreciacion a cualquier persona que sepa derivar funciones reales. Dedi-
caremos toda la Seccién 2 al flujo de acortamiento de curvas, presentando el tema de una
forma elemental y auto-contenida, para luego en la Seccién 3 desarrollar los aspectos ba-
sicos de la teoria ya bien consolidada del flujo de Ricci, insistiendo constantemente en los
paralelismos existentes entre las dos ecuaciones de evolucion.

El autor desea mencionar que mientras preparaba el presente trabajo, encontrd en internet
el articulo [25], donde también se plantean algunas de las analogias entre los dos flujos
estudiadas aqui, y en un nivel mucho mayor de detalle e incluyendo varias demostraciones
auto-contenidas. Cabe aclarar que las soluciones auto-similares (o solitones) y las antiguas
no son consideradas en [25].

2. EL FLUJO DE ACORTAMIENTO DE CURVAS

En esta seccién estudiaremos la evolucién mds natural a la que se puede someter a una
curva en el plano, es decir, ‘segtn su curvatura’. Referimos a los libros [7], [10, Section 5] y
a los articulos mencionados durante el desarrollo para mds informacién sobre esta ecuacién
de evolucién, desde diversos puntos de vista.

Sea Y una curva diferenciable en el plano (parametrizada),

PiR— R y(s) = (x(5),¥(s),

la cual asumiremos inmersa en todo el articulo, i. e. ¥ (s) # 0 para todo s. La curvatura de
Y en s esta definida por
k(S) — XsYss — VsXss (1)
(2 -+
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donde x; y x,; denotardn siempre la derivada y la derivada segunda en s de una funcién a
valores reales x(s), respectivamente, y se entenderd que son derivadas parciales en el caso
en que x sea de mds de una variable. La normal unitaria a la curva y en y(s) se obtiene al
rotar noventa grados a la izquierda el vector velocidad ¥/ (s) normalizado, es decir, usando
la identificacién natural R? = C,

N(s) =1 )

17 ()l
En el caso en que ¥ estd parametrizada por longitud de arco (i. e. ||Y|| = 1), se tiene que
Y (s) L y'(s) y por lo tanto

Y'(s) =k(s)N(s),  N(s):=1Y(s) = (=¥, %)
De la observacion trivial que ¥’ (s) = % (s), se deduce que el médulo del nimero k(s) estd
midiendo cudn ‘curvada’ estd y en el punto ¥(s), y su signo nos dice hacia dénde se esta
curvando: k(s) > 0 indica ‘hacia adentro’, k(s) < O ‘hacia afuera’. Una excelente referencia
sobre curvas planares es [4, Sections 1.3-1.5], donde se brinda un punto de vista coloquial
y especialmente intuitivo, junto a una gran cantidad de otras referencias.

Supongamos ahora que tenemos ¥, t € I, una familia de curvas parametrizada por algin
intervalo / C R de la forma I = [0,T), y asumamos que es diferenciable, en el sentido de
que

Yi(s) = y(s,t) = (x(s,2),y(s,1)), cony : R x I — R?diferenciable.
Se podria decir informalmente que 7 es una ‘curva de curvas’ partiendo de la curva . Cabe
aclarar que en algunas situaciones, el intervalo I puede adquirir formas distintas a [0, 7).

La siguiente ecuacién diferencial en derivadas parciales es llamada el flujo de acorta-

miento de curvas (en inglés, curve shortening flow, usualmente abreviado como CSF, y a

veces llamada también heat shrinking curve equation),

9 (5.) = k(s.ON(s.1). @

donde k(s,t) y N(s,t) denotan respectivamente la curvatura y la normal de la curva % en
el punto ¥ (s). Esta ecuacion describe entonces la evolucién de la familia de curvas 7y de
acuerdo a su curvatura, pues en cada punto ¥ (s) recibe en el instante de tiempo ¢ un impulso
en la direccién de su normal, en el sentido de su curvatura y de la magnitud de la misma (se
pueden encontrar ficilmente en internet diversas animaciones de esta evolucién).

Dada una curva inicial Jp, tanto la existencia de una solucién ¥ a la ecuacién (2) en
algin intervalo I = [0,7) como su unicidad, estdn garantizadas por la propiedad de ser
uniformemente parabdlica, la cual sigue de escribir la ecuacién (2) como el correspondiente
sistema de ecuaciones para x,y, dado por

x, = U Yt )ys
- 2
(09) ’ . . . Xr = Xgg
y si s es la longitud de arco, simplemente por o
V= (XY =Yy )Xs Vi = Vss-
@ h3)”

Ejemplo 1. Una recta y(s) = s(x1,y1) + (x0,Yy0) tiene curvatura k(s) =0y representa en-
tonces un punto fijo del flujo de acortamiento, i. e. , =, t € (—oo,00), es solucion de la
ecuacion (2). Notar que, reciprocamente, todo punto fijo es una recta o parte de ella.

Ejemplo 2. Observando con cuidado la ecuacion (2), se puede adivinar que una familia
de circulos concéntricos contrayéndose deberia ser una solucion; la pregunta es a qué
velocidad. Propongamos entonces como solucion al flujo de acortamiento la familia de
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circulos Y (s) = (r(t) coss,r(t)sins), con r(0) = 1. Como la curvatura y la normal estdn
dadas por k(s,t) = % y N(s,t) = —(coss,sins), se obtiene que la ecuacion (2) para y(s,t)
es equivalente a la ecuacion ordinaria para r dada por

re=—-, y en consecuencia r(t) =v'1-2t, t € (—o0,1).
r

La solucion entonces se contrae desde circulos tan grandes y desde tiempos tan remotos
como uno desee, hasta colapsar en un punto en T = % Veremos mds adelante que este
comportamiento, lejos de ser propio solo de los circulos, se manifiesta en realidad para

toda curva simple.

De acuerdo a su intervalo mdximo de existencia, las soluciones al flujo de acortamiento
(y de muchas otras ecuaciones en derivadas parciales de tipo parabdlico, como por ejemplo
el flujo de Ricci) han sido bautizadas en la literatura con nombres muy poéticos en los
siguientes casos especiales:

m t € (T,00): inmortal,
m t €(—oo,T): antigua,
m 1 € (—oo,00): eferna.

En particular, las rectas son eternas y los circulos antiguos. El tiempo méiximo de exis-
tencia T se llama singularidad y se produce cuando ¥; deja de ser diferenciable o inmersa.

Recordemos que una curva en el plano y(s) estd en realidad determinada salvo movi-
miento rigido por su funcién curvatura k(s). La evolucién de la curvatura k(s,z) de acuerdo
al flujo de acortamiento es en consecuencia no solo crucial sino incluso equivalente a la
evolucién de la curva, y estd dada por la impecable ecuacion de tipo caldrica

ki = kgg + K.

La aparicién del calor en esta ecuacion no es coincidencia, y representa la clave matemadtica
para demostrar el hecho fisico mencionado en la Introduccién sobre la evolucién del agua
en una plancha caliente.

No es muy dificil probar que si la curva inicial Yy ademds de inmersa es incrustada, i. e.
su trazo J(IR) con la topologia relativa de R? es homeomorfo a R (en particular no se corta),
entonces 7 es incrustada para todo ¢ > 0.

2.1. Curvas cerradas. Una curva Y se dice cerrada si es periddica, es decir si se la puede
definir como una funcién diferenciable y: S' — R2. Es sencillo ver que si la curva inicial
% es cerrada, entonces la solucién 7; al flujo de acortamiento (2) es cerrada para todo ¢ > 0.
Las siguientes observaciones también se prueban de manera relativamente elemental:

» Consideremos la longitud de la curva % definida por L(¥%) := [q ||7/(s)|| ds. Enton-
ces,
gL()——/k(z)Zd
dl % - 51 Sy S,
lo cual indica que la longitud decrece estrictamente con el tiempo y de paso explica
el nombre dado a este flujo. Mds atn, se tiene que

d
5%‘ = _grad(l‘)Ym

es decir el flujo de acortamiento de curvas es precisamente el flujo gradiente de la
funcional longitud en el espacio de curvas munido de la métrica riemanniana L?.
Recordemos que los puntos criticos de dicha funcional son precisamente las geodé-
sicas, lo cual ha motivado aplicaciones del flujo de acortamiento de curvas en otras
superficies diferentes a R?, e.g. en el problema de existencia de geodésicas cerradas.

Actas del XI Congreso Dr. Antonio A. R. Monteiro (2011), 2012



Evolucién geométrica de curvas y métricas 87

= Si 1 ademds de cerrada es simple, i. e. es inyectiva salvo periodicidad (o dicho de
manera informal, ¥ ‘no se corta’ a si misma), entonces ¥; es simple para todo ¢ > 0.
= Si A(7) denota el drea encerrada por una solucién simple ¥, entonces

d
dr
Esto implica que la solucién 7; encontrard irremediablemente una singularidad en
tiempo finito; mds precisamente, podrd estar definida a lo sumo para t < %, pues en
dicho tiempo necesariamente colapsaria. En particular, no existen soluciones simples

inmortales. Notar que esto no asegura que no pueda aparecer una singularidad antes,
A(0)
2n *

Estas observaciones sobre la longitud y el drea presentan un claro ejemplo de cémo se
puede obtener valiosa informacién sobre el comportamiento de una solucién a una ecuacion
diferencial sabiendo pricticamente nada sobre la solucién en si, y solo mediante el estudio
de la evolucién de algunas cantidades relevantes asociadas a esta.

Una curva simple se dice convexa si la region acotada que encierra es un conjunto con-
vexo de R?.

A=-2m, yporlotanto  A(¢t) = —2mt+A(0), Vrel

paraun T <

Teorema 1. (Gage-Hamilton 1986 [14]) Si % es una curva convexa, entonces
m Y es convexa para todo t > 0.
» La solucion ; estd definida para todo t € [O A(O)>.

) 2r
A0 . C e
» Cuando t — 2(—72, la curva 7, se contrae a un punto mientras converge asintética-

mente a un circulo.

La propiedad mencionada en el tercer item del teorema es a veces llamada en la literatura
‘convergencia a un punto redondo’, en el sentido de que si se la normaliza, por ejemplo
de tal forma que encierre siempre la misma 4rea, entonces converge en efecto a un circulo.
Dicha normalizacién sera desarrollada en la Seccién 2.3.

Otra forma de mostrar que las curvas convexas convergen a un circulo a medida que
se contraen, es considerando la evolucién de ciertas cantidades geométricas asociadas a
una curva que alcanzan su valor extremo precisamente en los circulos. Veamos algunos
ejemplos:

= El radio isoperimétrico LX, el cual se sabe por la cldsica desigualdad isoperimétri-
ca que es > 471 para toda curva cerrada, con igualdad solo en el caso de circulos,

satisface

gl;z :_2£ ( kst_ﬂL> 7

dr A A \Ust A
y como es sabido que la cantidad entre paréntesis es > 0, se obtiene que el radio
isoperimétrico es no creciente a lo largo del flujo. Més atin, fue probado en [13] que
LKZ converge en efecto a 47 cuando ¢ — %2).
= Si kmax (f) ¥ kmin(?) denotan respectivamente el médximo y minimo valor de la curva-

tura de J;, entonces

k A(0
51, cuando t— L
kmin 27
= El cociente
i A(0
@—H, cuando t—>£,
Fins 27
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donde r.i () y rins(f) denotan el maximo y minimo valor de los radios de circulos

circunscriptos e inscriptos en 7;(S!), respectivamente.

= Cada derivada parcial 3?,’,‘ converge uniformemente a cero en S', para todo n € N.

Gracias al siguiente resultado, mds dificil de aceptar intuitivamente que el Teorema 1,
se sabe que todo esto es en realidad vélido partiendo de cualquier curva simple, pues estas
fluyen irremediablemente hacia la convexidad.

Teorema 2. (Grayson 1987 [15]) Si Y es simple entonces 7, se vuelve convexa antes de
. L A(0)
colapsar, i. e. ' es convexa para todo t > t. para algin tiempo 0 <1, < =~
Asi es como no importa cudn lejos de ser convexa estd una curva simple (imaginemos
por ejemplo sinuosos y hasta incluso ‘espiralados’ circuitos), segtin el flujo de acortamiento
debe convertirse en convexa antes de extinguirse en un punto redondo.
Por el contrario, si la curva 9y no es simple, y su trazo se asemeja por ejemplo al de una
figura ‘ocho’, entonces la solucién }; generalmente forma puntas (no diferenciables) antes

de colapsar a un punto.

2.2. Curvas como graficos. En el caso en que la curva inicial 9 es el grifico de una
funcién x — y(x), la ecuacién del flujo de acortamiento adopta una forma més abordable,
pues la solucién puede ser descripta en términos de los gréficos de una curva de funciones.
Més precisamente, propongamos como solucion a una familia ¥; de la forma

W) = (ey(wn),  esdeci, %) =¥(s0) = (o) ¥x(s0.0). )
Se tiene entonces que

d
5= (e, X + 1),
y aplicando la férmula (1) obtenemos
Yxx
(1+y7)%2
Por otro lado, ¥/(x) = (1,yx), y en consecuencia la normal estd dada por

"
(R
De todo esto se deduce que ¥; es solucién al flujo de acortamiento si y solo si

Yxx
Vi= o 4)
(14+y3)
Esta ecuacion, un tanto mas simple (al menos en aspecto) que (2), nos anima a buscar
soluciones explicitas.

Ejemplo 3. Es natural proponer como primer candidato a una solucion v, al flujo de acor-
tamiento como en (3) y tal que la funcion y sea de la siguiente forma sencilla de ‘variables
separadas’: y(x,t) = y(x) +1. Se sigue de (4) que y(x) debe satisfacer y, = 1 +y2, y es facil
ver que una solucion a esto es por ejemplo y(x) = —log(cosx), con lo cual resulta

y(x,t) = —log(cosx) +1¢, t € (—oo,00).

Debemos notar la simple evolucion que experimenta %;, la cual consiste en solo trasladar
hacia arriba y con velocidad constante el mismo grdfico en forma de ‘U’, lo cual la hace
en particular eterna. Esta famosa solucion fue hallada por el geometra italiano Eugenio
Calabi y es llamada en inglés ‘the grim reaper’, cuya traduccion literal seria ‘la hoz impla-
cable’, pero en realidad se relaciona directamente a ‘La Parca’, conocida representacion
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de la muerte. Los fisicos, menos solemnes, llaman a esta solucion ‘hair-pin’, es decir, un
tipo de hebillita para el pelo (o ‘invisible’).

Ejemplo 4. Una solucion mds sofisticada a la ecuacion (4) es
y(x,t) =1 —log (cosx—i— coszx—er) , t € (—o0,0),

donde se deberia trasladar la variable t por una constante si uno insiste en tener 0 € I como
hemos asumido en este articulo. El trazo Y (R) puede ser escrito en forma paramétrica
como
_ —t
coshy = e ' cosx.

Esta solucion, encontrada por Sigurd Angenent, debido a su forma es llamada en la litera-
tura ‘6valos de Angenent’, y se presenta como muy distinguida en varios aspectos del flujo
de acortamiento (ver Secciones 2.5 y 2.6). Su curvatura estd dada por

e 'cosx
(=2 —1)1/2
de donde se puede comprobar inmediatamente la propiedad asintotica de la curvatura
cuando t — 0 mencionada arriba, verificando también el Teorema 1. Notemos que en tiem-
pos muy remotos t < 0, los évalos se asemejan a dos Parcas
y = 4(r —log(cosx) —log(2)) + O(e* sec* x),

pegadas suavemente en y = 0, lo cual lejos de ser mera coincidencia, responde a una
bien conocida pero no completamente entendida relacion entre soluciones antiguas y auto-
similares de este tipo de ecuaciones (ver Secciones 2.4y 2.5).

k(x,t) =

2.3. Normalizacion. Sea ¥ una solucién simple (ver Seccién 2.1) al flujo de acortamiento
con drea inicial A(0) = 7, lo que implica que 7 € [0, %) y % se contrae a un punto cuando
t— % (ver Teoremas 1y 2). Nuestro objetivo en esta seccion es normalizar la solucién para
liberarnos de la singularidad que ocurre en el tiempo T = % Es facil verquesic >0y y
es cualquier curva simple, entonces A(cy) = cA(Y), lo cual nos asegura que podemos lograr
que el drea se mantenga constante en el tiempo, aunque se deberia también reparametrizar el
tiempo para lograr la inmortalidad (i. e. 7 € [0,00)) y que la nueva familia de curvas cumpla
una ecuacion razonable.

En vista de todo esto, proponemos como normalizacién de % a la familia de curvas %
dada por

Vsr) =+ 1)y (55555 ), 1€ 0.). (5)

Es inmediato que % = %, A(%) = & (pues A(y;) = —2xt + 7, ver Seccién 2.1) y que ¥ es
solucién de la siguiente ecuacién diferencial, a la que llamaremos flujo de acortamiento
normalizado:

d ~ .
~ 1 =~
E’)/(S,l):k(S,Z)N(S,Z)—f—m'}/(S,I), (6)
donde k y N denotan la curvatura y la normal de la curva ¥, respectivamente.
El tercer item del Teorema 1 puede ser ahora enunciado més claramente:
Si yp es convexa, entonces ¥ converge a un circulo de radio 1 cuando  — oo.

Este proceso de normalizacién puede ser llevado a cabo con el fin de lograr que cualquier
otra cantidad geométrica X asociada a una curva que sea homogénea respecto a multiplos
(i. e. X(cy) = c¢*X(y)) se mantenga constante en el tiempo. Todas estas nuevas ecuaciones
normalizadas tienen la siguiente forma:
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d - g

S (5,1) = Rls, O (5,0) + r(1) 75, ™)
para alguna funcién de normalizacién r. En efecto, si r es continua (o tan solo integrable),
consideramos las soluciones a las ecuaciones diferenciales ordinarias {¢’ = rc, ¢(0) =1}y
{7 =c2, 7(0) = 0}, es decir,

roo~s o ct) = elorts)ds, T(t) = /tcz(s) ds. (8)
0

Notemos que ¢(r) > 0y 7/(¢) > 0 para todo z. Es facil chequear que la solucién al flujo de
acortamiento r-normalizado definido en (7) con ¥ = Y estd dada por

¥(s,t) = c(t)y(s, (1)), 0 equivalentemente %= c(t)Yer) 9)
usando esencialmente que

7(s) = c(t)}/r(t) (s), N(s,t) = N(s,7(t)), k(s,t) = C(lt)k(s, 7(1)).

2.4. Soluciones auto-similares. Hemos visto ya algunos ejemplos de soluciones al flu-
jo de acortamiento con la remarcable propiedad de que las curvas ¥ conservan su forma
independientemente del tiempo ¢, como las rectas, los circulos y la intrigante Parca (ver
Ejemplos 1, 2 y 3). Més precisamente, una solucién %, ¢ € I a la ecuacion (2) se dice auto-
similar si sus trazos %(R) o %(S') (como subconjuntos de R?) son homotéticos a 7y, para
todo ¢ € [; i. e., salvo miiltiplo por un escalar positivo, se obtienen todos por un movimiento
rigido de R? aplicado a .

Vale la pena recalcar, desde un punto de vista conceptual, el lugar de privilegio que
ocupan estas soluciones. Como hemos visto, el flujo de acortamiento ‘mejora’ en algiin
sentido a las curvas, puede ser visto como un proceso de unifomizacién que moldea las
curvas en pos de volverlas mds y mds suaves. Por ejemplo, en el caso de curvas simples,
las hace converger asintéticamente a un circulo, es decir, uniformiza su curvatura. Pero las
soluciones auto-similares, sin ser puntos fijos del flujo como las rectas, de alguna forma
se rebelan ante la ecuacién y defienden su forma, basadas en que ya son suficientemente
uniformes y lindas, o mas precisamente, ‘inmejorables’. Por otro lado, menos platénico, las
soluciones auto-similares juegan un papel muy importante en el estudio de singularidades,
ya que aparecen como limites de las normalizaciones que uno pueda llegar a realizar para
prevenir una singularidad.

Hasta mediados del afio 2010, se conocian en la literatura soluciones auto-similares cu-
ya evolucion consiste solo en trasladarse, expandirse, contraerse o rotar, pero ninguna que
combinara mas de uno de estos movimientos rigidos. Este tipo de soluciones mixtas fue-
ron encontradas por Halldorsson en [16], en donde en realidad se obtiene la clasificacion
completa de las soluciones auto-similares al flujo de acortamiento.

Usando la identificacién natural de R? con C, una solucién %, t € I, es auto-similar si y
solo si se puede escribir de la siguiente forma:

%(s) = r(t)e*® D (s) + h(r),
donde r,0 : I — R, h : I — R? son funciones diferenciables tales que 7(0) =1, 8(0) =0
y h(0) = 0. En [16], se estudian las ecuaciones diferenciales que deben satisfacer r, 6 y h
para que una familia de esta forma sea solucién del flujo de acortamiento. La tinica solucion
auto-similar que es simple es el circulo. La clasificaciéon completa puede ser descripta como
sigue, aunque se recomienda al lector interesado consultar el articulo para mds precisiéon y
una gran cantidad de bellas figuras.
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Teorema 3. (Halldorsson 2010 [16]) Toda solucion auto-similar al flujo de acortamiento
de curvas es equivalente a una de las siguientes:

= Traslacion: solo La Parca.

= Expansion: una familia continua unidimensional de curvas incrustadas asintdticas a
un cono.

= Contraccién: una familia continua unidimensional de curvas (no incrustadas) cuyo
trazo queda atrapado en un anillo, la cual contiene una subfamilia discreta de curvas
cerradas (no simples) parametrizada por pares (p,q) de nimeros coprimos con % <
§ < % (la curva correspondiente a (p,q) toca g veces cada borde del anillo y da p
vueltas). El resto de las curvas no son cerradas y tienen trazos densos en el anillo.

= Rotacién: una familia unidimensional de curvas incrustadas con la siguiente forma:
desde un tnico punto mds cercano al origen salen dos brazos que se acercan entre
ellos mientras forman espirales hacia el infinito.

= Rotacion y expansion: una familia 2-dimensional de curvas incrustadas similares a
las del item anterior, con la diferencia de que los brazos se alejan hacia el infinito.

= Rotacion y contraccion: una familia 2-dimensional de curvas que parece no estar
del todo bien entendida, en particular el tema de la incrustacion. Las curvas constan
también de dos brazos espiralados, pero aqui uno de ellos siempre se enrosca en un
circulo, y el otro puede enroscarse también en el mismo circulo o irse a infinito.

2.5. Soluciones antiguas. Las soluciones antiguas (i. e. t € (—eo,T)) también juegan un
papel muy importante en el estudio de las singularidades pues aparecen como limites de
ciertos reescalamientos, llamados parabdlicos, de una solucién con una singularidad en
tiempo finito (para mas detalles ver Seccién 3.4, la andloga de esta seccion para el flujo
de Ricci).

La antigiiedad y la convexidad combinadas resultan en una condicién demasiado fuerte
para una curva, a juzgar por el siguiente resultado.

Teorema 4. (Daskalopoulos-Hamilton-Sesum 2008 [11]) Existen solo dos soluciones con-
vexas antiguas: los circulos (ver Ejemplo 2) y los 6valos de Angenent (ver Ejemplo 4).

El caso simple no convexo permanece abierto, y ha sido conjeturada en [11] la no exis-
tencia de tales soluciones antiguas. Se ha creado cierta controversia respecto de esto, pues
Angenent asegura haber encontrado un ejemplo de una solucion antigua que se puede des-
cribir como una vibora desenroscdndose desde tiempos inmemoriales, e incluso ha publica-
do en internet una animacion de ella. Sin embargo, los autores de [11] han planteado ciertas
dudas sobre la rigurosidad de dicho ejemplo, lo cual se puede corroborar en el video de una
conferencia dictada por Daskalopoulos en el IAS de Princeton.

2.6. Soluciones exactas. En el articulo [5], se plantea la cuestion de la gran escasez de
soluciones exactas o explicitas al flujo de acortamiento de curvas en la literatura. En efecto,
resulta sorprendente que hasta el afio 2010, ademas de algunas soluciones auto-similares,
la dnica solucién exacta conocida era la de los 6valos de Angenent (ver Ejemplo 4). Se
exhiben en [5] algunas nuevas soluciones exactas usando reducciones por simetrias de Lie
y separacion de variables, ademds de demostrarse que esencialmente todas las soluciones
exactas conocidas hasta el momento se pueden obtener por alguno de estos dos métodos.
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3. EL FLUJO DE RiccCI

Veremos en esta seccién qué significa la evolucién de una variedad riemanniana en la
direccién de su curvatura. Para mas informacion recomendamos los libros [30, 9, 1], ademas
de los citados en la Introduccidn.

Sea M una variedad diferenciable. Se llama flujo de Ricci a la siguiente ecuacién de
evolucién para una familia g; de métricas riemannianas sobre M:

d
5,8 = —2Rc(g), (10)

donde Rc(g,) denota el tensor de Ricci de la métrica g;. Si evaluamos la ecuacion en un
punto p € M, la parte izquierda es simplemente la derivada de la curva de productos inter-
nos g;(p) en el espacio tangente T, M, pero la parte derecha es una forma bilineal simétrica
en T, M que depende del valor de la métrica g; en un entorno de p. Por otro lado, en coor-
denadas (xp,...,x,) de M, esta ecuacién se puede escribir como el siguiente sistema de
ecuaciones en derivadas parciales:

d
E(gt)ij(xlv-'-yxn) = —2Rc(g)ij(x1,. .-, %n),

donde (g;);j(t),Rc(g;)ij : R" — R son las correspondientes coordenadas de la métrica g;
y su tensor de Ricci, respectivamente.

A diferencia de lo que ocurre con el flujo de acortamiento de curvas, la existencia de
una solucién partiendo de una métrica inicial dada gg no estd garantizada, debido a que la
ecuacion (10) es solo débilmente parabdlica, como asi tampoco lo estd su unicidad. Ambas
propiedades fueron probadas en el caso compacto por Hamilton [17], y en el caso completo
y de curvatura acotada por Shi [29]. El caso no compacto general estd todavia abierto, y es
algo que ha causado alguna controversia entre los investigadores en el tema, a juzgar por
algunos articulos publicados en arXiv en los dltimos afios.

Una prueba de que nos encontramos nuevamente en presencia de una ecuacion intima-
mente relacionada con la del calor, es la evolucién de la curvatura escalar R(g;) : M — R
segun el flujo de Ricci, la cual estd dada por

J 2

—R=A(R)+2||Rc||%, (11)
dt

donde A denota el operador de Laplace de la variedad riemanniana (M, g;). El primer su-
mando es de difusion e intenta propagar la curvatura inicial a lo largo de M; por el contrario,
el segundo es de reaccion al estilo de la ecuacién x’ = x? e intenta que la curvatura explote
en tiempo finito. La gran pregunta es, como siempre en este tipo de evoluciones: >quién
ganard?

Ejemplo 5. Supongamos que (M,go) es una métrica de Einstein, i. e. Rc(go) = cgo, para
algiin c € R. Es fadcil ver que una solucion al flujo de Ricci en este caso es

g = (—2ct+1)go,
cuyo intervalo mdximo de existencia estd dado por

te (—00,2%), c>0 (antigua);
t € (—o0,00), c=0 (eterna);
t € (55,%), c<0 (inmortal).

Actas del XI Congreso Dr. Antonio A. R. Monteiro (2011), 2012



Evolucién geométrica de curvas y métricas 93

Ejemplos explicitos de este comportamiento serian, respectivamente, la esfera, el espacio
euclideo y el espacio hiperbdlico.

3.1. Variedades compactas. En geometria riemanniana, el andlogo a una curva cerrada
es una variedad compacta. La teoria del flujo de Ricci siempre estuvo y estd mucho mas
avanzada en el caso compacto, que es el de mayor importancia en cuanto a las aplicaciones
a la topologia se refiere.

Tiene sentido considerar a la positividad de la curvatura escalar de una variedad com-
pacta como la andloga de la convexidad de una curva cerrada. Aplicando el principio del
maximo, se puede usar la evolucion de la curvatura escalar (11) para obtener un tiempo te6-
rico mdximo de existencia, andlogo al dado por la evolucién del 4rea de curvas simples a lo
largo del flujo de acortamiento: si M es compacta de dimensioén n y Ry, > 0 es el minimo
de la curvatura escalar en M, entonces g, puede estar definida a lo sumo para t < 21{’?. Del
mismo andlisis se deduce que la positividad de la curvatura escalar es preservada por el flujo
de Ricci.

Hamilton probé que si M es compactay [0, 7) es el intervalo mdximo de existencia futura
de un flujo de Ricci g;, entonces su curvatura explota en 7 en el siguiente sentido preciso,

lim mdx | Rm(g; )|, = o=, (12)

donde Rm(g,) denota el tensor de curvatura o de Riemann de g,. En otras palabras, la solu-
cidén g; estard definida mientras su curvatura esté acotada. Sesum y Simon, en forma inde-
pendiente, lograron luego reemplazar en lo anterior Rm por el tensor de Ricci Re, pero es
todavia un problema abierto si es cierto para la curvatura escalar R.

En dimensioén 2, el paralelismo con el flujo de acortamiento de curvas es fuerte. En efecto,
los siguientes resultados pueden ser vistos como los andlogos a los Teoremas 1 y 2 sobre
curvas convexas y simples, respectivamente.

Teorema 5. (Hamilton 1988 [18]) Partiendo de cualquier métrica gy de curvatura esca-
lar positiva en la esfera S?, el flujo de Ricci g; estd definido para t € |0, %) y converge
asintoticamente a la métrica ‘redonda’ (i. e. de curvatura constante).

Teorema 6. (Chow 1991 [8]) Partiendo de cualquier métrica go en la esfera S?, el flujo de
Ricci g; adquiere curvatura escalar positiva a partir de un tiempo 0 <t, < ﬁ.

Referimos al articulo expositivo [20] para varios resultados en dimensién 2 en el mismo
espiritu de estos teoremas.

El siguiente resultado de Hamilton es considerado pionero en la teoria, y aporta un andlo-
go en dimensién 3 al Teorema 1 sobre curvas convexas.

Teorema 7. (Hamilton 1982 [17]) Sea (M,go) una variedad riemanniana compacta de
dimension 3, y supongamos que tiene curvatura de Ricci positiva. Entonces el flujo de Ricci
g estd definido para todo t € [0, %mm) y (M,g;) se contrae a un punto cuando t — 213?

mientras converge asintoticamente a una esfera.

En todos estos casos también se puede normalizar la solucién de tal forma que se preserve
el volumen y mostrar que converge en efecto a una esfera (ver Seccion 3.2). Si la curvatura
de Ricci de la métrica inicial no es positiva, entonces existen ejemplos muy simples en
dimension > 3 que muestran que se puede encontrar una singularidad sin que la variedad
haya colapsado a un punto, lo cual descarta cualquier resultado andlogo al Teorema 2 en
dimensiones altas.
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3.2. Normalizacion. Andlogamente a lo que hicimos en la Seccién 2.3 para el flujo de
acortamiento de curvas, veremos en esta seccién que es posible multiplicar una solucién
por constantes positivas y reparametrizar la variable del tiempo de tal forma que alguna
cantidad geométrica, que podria ser por ejemplo el volumen o algin tipo de curvatura, se
mantenga constante y la ecuacién que cumple la nueva curva de métricas sea manejable.

Sea (M, g;) un flujo de Ricci con intervalo méximo de existencia [0,7'), es decir con una
singularidad en tiempo finito 7. Dada una funcién continua r(¢), que podria depender de g;,
definimos el flujo de Ricci r-normalizado por

9
58 ="2Re(@) - 2r(0&, &=z (13)

Si consideramos las soluciones a las siguientes ecuaciones ordinarias {¢ = rc, ¢(0) =1}y
{7’ =%, 7(0) = 0}, las cuales estdn dadas por

t
roos o c(r) i=elr W g(p) = / c*(s) ds, (14)
Jo
(notar que ¢(r) > 0y 7/(¢) > 0 para todo 1), entonces es fécil chequear que

& = 20 8+), (15)

es solucién de la ecuacion normalizada (13).

Como la curvatura seccional satisface K(cg) = 1K(g) para todo ¢ > 0, las normalizacio-
nes son muy Utiles no solo para deshacernos de singularidades sino también para impedir
que la solucién converja a una métrica plana.

Ejemplo 6. Si (M,go) es compacta y

l’(l) = _IMR<g~t) th’
I’lfM dV,
donde v, denota la forma de volumen de la métrica g,, entonces el volumen de (M, g;) se
mantiene constante para todo t.

3.3. Soluciones auto-similares o solitones de Ricci. Las soluciones g; al flujo de Ricci
auto-similares, es decir, que se mantienen homotéticas (i. e. isométricas salvo multiplo po-
sitivo) a la métrica de partida go, han recibido el nombre de solitones de Ricci, con el cual
también se denomina en tal caso a la métrica inicial go. La idea es completamente andloga
a lo que vimos sobre soluciones auto-similares del flujo de acortamiento de curvas en la
Seccién 2.4.

Es interesante notar que es posible en este caso dar una definicién cerrada de una métrica
solitén de Ricci, sin hacer alusién al flujo de Ricci, lo cual ha sido uno de los aportes
conceptuales mas importantes de toda esta teoria, pues tales métricas son generalizaciones
de las métricas de Einstein (ver Ejemplo 5) y aportan una nueva y mas amplia forma de
considerar a una métrica como canoénica o distinguida en una variedad dada (ver por ejemplo
[9, Chapter 1] para mds informacidn sobre solitones).

Las siguientes condiciones sobre una variedad riemanniana completa (M, g) son equiva-
lentes a que (M, g) sea un soliton de Ricci:

= El tensor de Ricci satisface
Re(g) =cg+Lxg, paraalgin c€R, X € x(M) completo, (16)

donde (M) denota el espacio de campos diferenciables de M y Ly la derivada de
Lie.
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= Rc(g) es tangente en g al espacio de todas las métricas riemannianas en M que son
homotéticas a g (recordar que Ly g = % lo®; g, donde ¢, es el grupo monoparamétrico
asociado al campo X).

» La curva de métricas

g =("2ct+1)p'g A7
es una solucién al flujo de Ricci (10) para algin grupo monoparamétrico ¢; de di-
feomorfismos de M.

En el caso en que el campo X sea el gradiente de una funcién diferenciable f: M — R,
la condicién (16) se reescribe como

Re(g) = cg+2Hess(f),

y el solitén de Ricci g es llamado gradiente. De acuerdo a (17), los solitones de Ricci son
llamados de contraccion, estable, o de expansion, dependiendo de sic > 0,c=0,0c¢ <0,
respectivamente.

La clasificacion de solitones de Ricci parece estar muy lejos de ser alcanzada, incluso en
clases particulares de variedades como las homogéneas (i. e. todo punto puede ser llevado
a cualquier otro por una isometria), las Kéhler o las de baja dimensién. Se conocen sin
embargo algunos teoremas generales como el siguiente: los solitones de Ricci compactos
de dimensién 3, o de cualquier dimensién pero de expansion o estables, son todos Einstein.

A continuacién damos algunos resultados obtenidos en el caso homogéneo:

= Combinando resultados de Ivey, Naber, Perelman y Petersen-Wylie, se obtiene que
todo solitén de Ricci homogéneo no trivial (i. e. que no sea Einstein ni localmente
el producto de una variedad homogénea Einstein y el espacio euclideo) debe ser no
compacto, de expansién y no gradiente (ver [24]).

= Todos los ejemplos conocidos hasta el momento de solitones de Ricci homogéneos
son métricas invariantes a izquierda en grupos de Lie solubles (i. e. solvariedades)
simplemente conexos, llamados solsolitones (y nilsolitones en el caso nilpotente).

= Los solsolitones son tinicos salvo homotecia en un grupo de Lie dado (ver [22, 24]), y
los nilsolitones estdn caracterizados como los puntos criticos de la funcional R /|| Re ||
(ver [22]).

= La clasificacion de nilsolitones es equivalente a la de solvariedades Einstein (ver [19,
23]), y mds en general, los solsolitones estdn también esencialmente determinados
por los nilsolitones (ver [24]).

= Los solsolitones han sido clasificados en dimensién < 7 por Cynthia Will en [31, 32]
y Edison Ferndndez Culma en [12].

3.4. Soluciones antiguas. Sea (M,g,) un flujo de Ricci compacto con una singularidad
en el tiempo T < eo. Como vimos en (12), existe una sucesién (py,f) € M x [0,T) en el
espacio-tiempo tal que ty -+ Ty

Or := || Rm(gy) (pic) || = oe.

Podemos usar estas cantidades para intentar entender qué estd sucediendo cerca de la sin-
gularidad, con el ingenioso método de la lupa o ‘zoom’, conocido como escalamiento para-
bélico. Més precisamente, definimos para cada k la curva de métricas

8ik(t) := Ok 8(1+1/04)

la cual es fécil ver que es solucién al flujo de Ricci usando que Re(cg) =Re(g) para todo ¢ >
0y g métrica. Uno de los grandes aportes de Perelman fue la prueba de que la sucesién no
colapsa, en el sentido de que los radios de inyectividad de las métricas en los puntos py estan
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uniformemente acotados inferiormente. Esto permite aplicar un teorema de compacidad de
Hamilton que asegura la existencia de una subsucesién convergente de los flujos de Ricci
(M, gi(t)) auna solucion (M, g(t)). Notemos que el intervalo de existencia de la solucién
gk contiene a (—#, 0Ok, 0], y por lo tanto el flujo de Ricci g..(7) estd definido para s € (—eo,0],
es decir, es una solucién antigua.

Es por esto que el problema de clasificacién de soluciones antiguas es crucial en el estu-
dio de singularidades del flujo de Ricci.
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