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UN ENFOQUE GEOMETRICO DEL ESTUDIO DE LAS ECUACIONES
DIFERENCIALES DE ABEL DE PRIMERA Y SEGUNDA CLASE

JOSE F. CARINENA, JAVIER DE LUCAS, AND MANUEL F. RANADA

RESUMEN. Se hace uso de una generalizacion reciente del concepto de sistema de Lie
para estudiar las ecuaciones de Abel de primer orden y primera clase. El método, que esta
basado en la teorfa de los sistemas de cuasi-Lie, nos permite caracterizar algunos casos
particulares de ecuaciones de Abel que son integrables. También discutimos las ecuaciones
de Abel de orden superior y el correspondiente problema inverso para las de segundo orden,
asi como probamos la existencia de dos formulaciones lagrangianas alternativas, ambas
con Lagrangianos no naturales. La determinacién de dichos Lagrangianos se lleva a cabo
mediante la bisqueda de los polinomios de Darboux y los multiplicadores de Jacobi para
estos sistemas de tipo polinémico.

1. INTRODUCCION

La teoria de los sistemas de ecuaciones diferenciales presenta miltiples aplicaciones en
casi todas las ramas de la ciencia y la tecnologia. La bisqueda de soluciones particulares, e
incluso més la de la solucién general, es un problema complejo y las técnicas disponibles
dependen muy especificamente de las particularidades de cada caso concreto, y en particular
la teoria de la simetria es uno de los ingredientes bédsicos para la reduccién de unos sistemas
a otros mds sencillos.

El ejemplo mds simple es el de los sistemas lineales, precisamente porque existe un
principio de superposicidn lineal de soluciones de dichos sistemas de ecuaciones. Esta ca-
racteristica fue la que llevo a Lie a formular el problema de caracterizar aquellos sistemas
de ecuaciones diferenciales que admiten un principio de superposicion de soluciones, aun
cuando no sea lineal ([28], [30]). Aparecieron asi los hoy denominados sistemas de Lie [37],
que han demostrado ser de muchisima aplicacion tanto en matematicas como en fisica, eco-
nomia o ingenieria ([5], [11], [13], [21], [22], [23]).

Los sistemas de Lie, que generalizan a los sistemas lineales, contienen como un ejemplo
particular, muy interesante por su ubicuidad en muchas ramas de la ciencia, la ecuacién de
Riccati [5], [39]. Nuestro objetivo es presentar una descripciéon de los progresos reciente-
mente realizados en el estudio de una ecuacién mds general que se conoce como la ecuacién
de Abel, estudiando algunos casos particulares para los que se puede formular un principio
de superposicion de soluciones.

Indiquemos en primer lugar que existen diversas ecuaciones diferenciales que reciben el
nombre de ecuaciones de Abel [16]. La mas usual es la ecuacion diferencial de Abel de
primer orden y de primera clase

x=Ao(t) +A1(I)X+A2(t)x2+A3(t)x3, (D)

que para Az = 0 se reduce a una ecuacion de Riccati. Estas ecuaciones fueron introducidas
por N.H. Abel dentro de la teoria de las funciones elipticas [1].

Palabras clave. ecuacion de Abel, sistema de Lie, multiplicador de Jacobi.
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64 Carifiena, De Lucas, Rafada

Existe también la denominada ecuacién de Abel de primer orden y de segunda clase

(y+ £(t))y=Bo(t) + By (t)y+Ba(t)y* + Bs(1)y”, )

e incluso una ecuacién de Abel generalizada [36]
n
=Y An)x, A1) #0. 3)
k=0

Otra ecuacién que se ha mostrado de interés mds recientemente es la ecuacion de Abel de
segundo orden

¥+ 4kxi 4+ kx> =0, 4)
o mds generalmente la ecuacion de Abel de orden n, que es una combinacién lineal de

los diferentes miembros de una jerarquia de ecuaciones de Abel de orden superior con
coeficientes p; = p;(t),

(PoD + p1D4 " + -+ pu1Da + pa)x + pas1 =0, (5)
en donde D4 denota el operador diferencial
d
Dy=—+ kx?, (6)
de forma que la accién de D4 lleva a una familia de ecuaciones difenciales dependientes del
pardmetro k cuyos primeros términos son los de la sucesion

]D)ix =0.
Mas explicitamente, ]D)gx = X, mientras que
d 2 3
Dyx = (E +kx* ) x =x+kx,

x = X+ 4kx%k + k20,
x =% 4 5kx’x + 8kxi® + 9k>x* i + Ix7

4 ,
kx? ) x = x4 24 (4583 4 13x0% 4 307 ¥ ) + 2622 (2242 4 Txx)

_l’_

+16k3x5% + k*x°.
El estudio de estas ecuaciones de Abel estd motivado por el hecho de que a menudo
aparecen en procesos de reduccién de orden desde ecuaciones de orden superior, y por

consiguiente juegan un papel importante en el proceso de modelado de problemas en muy
diversas dreas. Algunos ejemplos concretos son:

= La ecuacién de Lane-Emden: X + (2/f)x +x" = 0.
= La ecuacién de Emden—Fowler: ¥ = A 1" x" i/,
» La ecuacién de Duffing: ¥+ ax+bx> = 0.

También desempefian un papel relevante en el estudio de sistemas cuadraticos en el plano
y los problemas de centro-foco [3]. Ademas, fueron usadas por Majorana en el estudio de
la ecuacion de Thomas-Fermi [38]:

3/2

X=x t_l/z,

y este tipo de ecuaciones han sido usadas en modelos cosmolégicos. Por ejemplo, la solu-
cién general de las ecuaciones cosmoldgicas de Einstein—Friedmann para un universo con
un campo escalar para un potencial dado pueden expresarse mediante la solucién general de
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Enfoque geométrico del estudio de ecuaciones diferenciales de Abel 65

una ecuacién de Abel de primera clase [40]. Mds recientemente han aparecido en el estudio
de U(1)-membranas [41].

2. INTEGRABILIDAD MEDIANTE CUADRATURAS Y REGLAS DE SUPERPOSICION

La ecuacién diferencial mds simple posible, X = c((t), admite solucién mediante una
cuadratura

0= "eo(t)dt',

y, ademds, una regla de superposicion, @ (x;k) = x + k, que nos permite escribir su solucién
general si conocemos una solucidn particular, x(r) = ¢ (x;(¢);k): x(t) = x; (t) + k.

Anélogamente, la ecuacién diferencial lineal homogénea, x = c;(¢)x, también admite
solucién mediante una cuadratura, x(t) = xgexp ([ c¢i(t')dt’) y existe una una regla de
superposicion, @ (x;k) = kx, de forma que si x;(¢) es una solucién particular no nula, su
solucion general estd dada por x(r) = ¢ (x1(¢);k) = kx; (2).

Por su parte la ecuacién diferencial lineal inhomogénea x = co(t) + ¢ (f) x, con ¢o(t) # 0,
admite una solucion mediante dos cuadraturas,

x(t) = exp (/tq(t’)dt’) [CJF/texP (_ /z

asi como una regla de superposicion, ¢ (xj,x2;k) = x; +k (x; —x; ), de manera que si x; (¢) y
x2(t) son dos soluciones particulares genéricas, la solucién general es x(z) = ¢ (x; (1), x2(¢);
k) =X (t) +k(X2(l) — X1 (t))

Como ya mencionamos anteriormente, otro ejemplo relevante es el de la ecuacién de
Riccati

!

ci(t”) dt”) co(t') dt’] ,

X =co(t) +er(t)x+ca(t) 2, (7
que es una generalizacion sencilla de la ecuacion diferencial lineal inhomogénea: esta no
es sino el caso particular ¢;(¢) = 0. Este tipo de ecuaciones no admiten, en general, solu-
ciéon mediante cuadraturas, pero, sin embargo, es bien conocido que admite una regla de
superposicién (no lineal):

kxi(x3 —x2) +x2(x1 —x3)
k(x3—x2)+ (x1 —x3)

¢(x17x27x3;k) -

de forma que si x| (¢),x2(f) y x3(¢) son tres soluciones particulares diferentes, la solucion
general viene dada por

_ kxi(0) (3 (1) = xa(2)) + x2(8) (1 (1) — x3(2))
k(e3(t) =x2 (1) + (a1 (1) = x3 (1))

donde k toma cualquier valor real o puede hacerse tender a infinito.

Nétese que las soluciones de la ecuacién de Riccati son las curvas integrales del campo
vectorial dependiente de ¢ en R dado por X; = ¢o(#)Xo +c1(t) X1 +c2(¢) X2, donde, X, X5, X3
son los campos vectoriales sobre R de la forma

d d d

—, Xi=x—, Xp=x>—.

ax’ ! ox’ 7 ox

Dichos campos vectoriales generan un dlgebra de Lie V real de dimension tres con relacio-
nes de conmutacién

x(t) = ¢ (x1(2),2:2(1),x3(1); k)

Xo =

X0, X1] =Xo, [Xo0,X2]=2X1, [X1,X:]=X2,
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66 Carifiena, De Lucas, Ranada

i.e. isomorfa al dlgebra de Lie sl(2,R). Este es precisamente el motivo de la existencia de
la mencionada regla de superposicion, segiin establece el Teorema de Lie—Scheffers (véase
[51, [6], [111, [301, [39]).

Debemos indicar que los campos vectoriales Xg, X| y X, forman una base de los campos
vectoriales fundamentales relativos a la accién del grupo de Lie SL(2,R) sobre R = RU

{o}:

(;C/;ig X¢{—g700}’ o B
X = oo, dondeAz( v s > € SL(2,R).

)
x:fy,

O(A,x) =

Ya que cada ecuacion de Riccati estd determinada por X;, el cual describe una curva en
V, es evidente que cada ecuacién de Riccati se puede asociar con la curva en R cuyas
componentes se corresponden a las coordenadas de X; en la base X;,X5, X3. Por otro lado,
el grupo 4 = Map(R, SL(2,R)) de curvas en SL(2,R) transforma cada curva x(¢) en R que
es solucion de (7) en otra curva %(t) = ®(A(t),x(¢)) en R que satisface una nueva ecuacién
de Riccati con unos coeficientes ¢,(t), ¢1(t), ¢o(t) dados por:

& =8%cr—8yci + 1 co+y8— 87,
¢ =—-2B8cr+ (ad+By)ci —2ayco+ 8¢ —ad+By—yB,
EozﬁZCZ—Otﬁcl —i—OCZCO—i-OCB—ﬁOL

Definimos de esta manera una accion afin del grupo de Lie ¢ sobre el conjunto de todas
las ecuaciones de Riccati, de manera que partiendo de una ecuacién de Riccati, posible-
mente podemos transformarla mediante una eleccién apropiada de la matriz A para que la
nueva ecuacién resultante sea mds sencilla, por ejemplo integrable mediante cuadraturas.
Las condiciones para la posible existencia de una tal eleccion son las que nos proporcionan
condiciones de integrabilidad [9].

3. LA ECUACION DE ABEL DE PRIMER ORDEN

Recibe el nombre de ecuacién de Abel de primer orden de primera clase la ecuacién
diferencial (1), que es una generalizacién tanto de la de Riccati (el caso particular A3 = 0)
como de la de Bernoulli para n = 3 (donde A, = Ag = 0). Esta ecuacién no es, en general,
integrable mediante cuadraturas (como sucedia en el caso de la ecuacién de Riccati), aunque
existen casos particulares para los que si es posible expresar la solucién general mediante
cuadraturas [16], [17].

Por otra parte, la que se llama ecuacién de Abel de primer orden de segunda clase es la
(2), que puede reducirse a una de las de primera clase mediante la transformacién

x=(+f(0)" ®)
que en efecto transforma una en otra en la que los coeficientes estdn relacionados por:
Ag = —B3,
A1 =3B3f— By,
(©))

Ay=—f—3Bsf*+2fB,— By,
As = B3 — f*By+ f B) — By.

Podemos, por consiguiente, restringirnos al estudio de las de primera clase.
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Enfoque geométrico del estudio de ecuaciones diferenciales de Abel 67

Comparando (1) con (7) se observa que el campo vectorial dependiente de ¢ cuyas curvas
integrales son las soluciones de (1) es también una combinacién lineal con coeficientes que
dependen de # de campos vectoriales del espacio lineal

/9 9 ,d ;9
VAbel(R) = <8x’x8x7x aﬁf 8x>

Notemos que

y en consecuencia (1) no es, en general, un sistema de Lie ya que Vapel(R) no es un dlgebra
de Lie real. Es més, ni siquiera est4 contenida en un dlgebra de Lie real de dimension finita.

Podemos, sin embargo, tratar de determinar un cierto subespacio lineal W (R) C Vapel(R)
de forma que W (R) sea un dlgebra de Lie tal que [W(R), Vabel(R)] C Vaper(R). Si asi fue-
se, los flujos de los campos vectoriales en W(R) dejarian invariante al subespacio lineal
Vabel(R). De este modo, si partimos de una ecuacién de Abel se obtendra a partir de cada
curva con valores en el subgrupo correspondiente a W (R) una nueva ecuacién de Abel que,
mediante una eleccion apropriada de tal curva, permita transformar el campo original en una
combinacidn lineal con coeficientes dependientes de r de campos vectoriales pertenecientes
aun dlgebra de Lie contenida en Vape (R ), que es el caso de los sistemas de cuasi-Lie (véase
[4D.

En el caso de la ecuacién (1) debemos analizar los campos vectoriales sobre R, esto es,
de la forma Y = f(x)d/dx, y determinar los posibles valores de la funcién f para que, en

primer lugar,
d] dfd
{Y’ 8x] T dxox

lo que se traduce en —d f/dx = c3x> + cpx® + ¢1x + ¢ para ciertas constantes reales co, . . .,

c3. Portanto, f = — %x“ — CS—Zx3 — C—zle —cox—c_1,donde c_; es una constante real arbitraria.

Cuando imponemos ademds la condicién

d d d
[Y,xax] = (f—xd§> PP € Vavel(R),

obtenemos que ¢3 = 0, y de la condicién adicional
d df\ o0
Y, x> = | = 2xf —x*—% ) = € Vapa(R
[ - (%J <xf * dx> ox Aver (R)
se deduce que ¢, = 0. Finalmente, ya que Y satisface
d df\ o
Y, = = (3% f 2L ) = € Vapa(R
[ )X ax] (Xf x dx) 3 € ‘Abel (R),

encontramos que ¢; = 0. Todo esto se resume diciendo que el grupo de invariancia de
Vabel (R) de las ecuaciones de Abel es el que tiene como algebra de Lie

Jd 0
Wabel(R) = <ax’xax> :

Dicho grupo no es sino el grupo afin en una dimension. Por tanto, el conjunto de las ecuacio-
nes de Abel de primer orden de primera clase es invariante bajo todas las transformaciones
de la forma:

x(t) = o) x(1) +B(1),  alt) #0. (10)
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68 Carifiena, De Lucas, Ranada

_ Bajo una tal transformacién, (1) se transforma en una nueva ecuacién de Abel X¥=Ao(t)+
A1 (t)x+ Ay (t) ¥ +A;3(t) & cuyos coeficientes son:

As(t) = Az (1) (1),
Ax(t) = a(t)(343(1) B (1) +Ax(1)),

A1) = 3a(0B0) + 242()B0)+ A1 1)~ 5.
Aor) = att) (4308 (1) + 4> ()B2(1) + A1 ()B(1) + Ao (1) — B (1))

Esta dltima propiedad es de una gran utilidad, ya que la accién del mencionado grupo
de curvas en el grupo afin produce 6rbitas, es decir clases de equivalencia, cuyos elementos
tienen las mismas propiedades de integrabilidad y de existencia de reglas de superposicion
de soluciones [12]. Dichas 6rbitas estdn caracterizadas por los diferentes posibles valores
de algunas funciones invariantes [16], [17], [31].

Mas explicitamente, si conocemos la transformacién que conecta un sistema de una cierta
Orbita con un sistema de Lie dentro de la misma 6rbita con un principio de superposicién co-
nocido, entonces podemos determinar un principio de superposicién dependiente del tiempo
para nuestro sistema [4].

Es obvio a partir de lo anterior la relevancia de determinar las dlgebras de Lie contenidas
en Vapel (R) y cuyos elementos se pueden alcanzar mediante la accién del mencionado grupo
de transformaciones (obsérvese que el coeficiente de X3 no puede hacerse cero mediante
una tal transformacién). Dicho problema fue tratado en [12]. Resumiendo los resultados alli
mostrados, uno puede comprobar que:

i) La unica subdlgebra de Lie de dimension tres es la correspondiente a la ecuacién de
Riccati, la cual no es accesible, segtin ya hemos indicado, puesto que el coeficiente de X3
debe ser no nulo.

ii) Existe una familia uniparamétrica de subdlgebras de V:bel (R) de dimensién dos que
se pueden alcanzar desde una ecuacién de Abel propia, es decir, con A3 # 0, y que estd
generada por

) J
(-207+3uc +) o=, (u+x)5-,  HER

Obviamente las ecuaciones correspondientes a los elementos de dichas subdlgebras de Lie
son integrables mediante dos cuadraturas. Nétese que el caso u = 0 corresponde a una
ecuacion de Bernoulli.

iii) Las subdlgebras de Lie unidimensionales generadas por vectores

0
2, .3
(cot+crx+cx” +x )—ax

dan lugar a ecuaciones diferenciables separables, y son, por tanto, integrables mediante
cuadraturas.

4. LA ECUACION GENERALIZADA DE ABEL DE PRIMERA CLASE

Tras explicar en el apartado anterior los rudimentos de nuestro método mediante el estu-
dio de la ecuacién de Abel, pasemos ahora a aplicarlo al ambito de las ecuaciones generali-
zadas de Abel de primera clase, es decir, a las ecuaciones de la forma (3). En este apartado
nos centraremos en el caso n > 3. Para n = 3 se comprueba facilmente que se recuperan
varios de los resultados descritos en el apartado anterior.
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Notese que las ecuaciones (3) describen las curvas integrales de un campo vectorial de-
pendiente del tiempo de la forma

X = ZAk(t)ka Ay(t) #0, (11)
k=0
donde 5
X =x—, k=1,...,n
dx

Por tanto, X; toma valores en el espacio vectorial

Jd d d
VGAbe](R) = <ax,xax,. .. ,x"8x> .

[xz J x" 8} :(rz—Z)x”“i

Teniendo en cuenta que

ox’" ox ox’
se deduce que el espacio vectorial Vgabel (R) no es un dlgebra de Lie real y no estéd contenido
en ninguna dlgebra de Lie real de dimension finita.

Como en el apartado anterior, tratemos de determinar un cierto subespacio lineal W (R) C
Viabel (R) de forma que W (IR) sea un dlgebra de Lie tal que [W(R), Voabel (R)] C Viavel (R).
Esto es, debemos buscar los campos vectoriales Y sobre R tales que [V, Z] € Vgapel (R) para
todo Z € Vigabel(R). Escribiendo Y = f(x)d/dx, se debe cumplir que

v d df o
[ ’ 8x} dx dx

€ Vgabel (R),

lo que se traduce en que

d “ oc
—f:—ZCka:>f:_Z k xk+1_c—17
=0

dx = —hk+1
para ciertas constantes reales co, ..., c,. Es mds, ya que
d " (k+1—n)ck d
Y. — | = ALY = S B n—1 — eV, R
[ X ax] (1;) P c_1nx e Gabel (R),
se tiene que ¢ = 0 para k > 0, de donde f = —cox — c_| para ciertas constantes ¢y y

c—1. Una vez probado esto, es facil comprobar que todo campo vectorial de la forma Y =
(c—1 + cox)d/dx cumple la condicion requerida, es decir, [Y,Z] € Vgaprel(R) para todo
Z € Vgavel(R). Por tanto, el grupo de invariancia del conjunto Vgapel(R) de las ecuacio-
nes generalizadas de Abel (conn > 3) es

Jd d
Waabel(R) = <c9x’x8x> :

Una vez mds, el conjunto de las ecuaciones generalizadas de Abel de primera clase es
invariante bajo todos los cambios de variables de la forma (10). Bajo una tal transformacidn,
(3) se transforma en una nueva ecuacién generalizada de Abel ¥ = Y7_ Ax ()% con A, (1) =
a"'(t)A,(t). En otras palabras, el orden (esto es, la mayor potencia de x de coeficiente no
nulo) de una ecuacién generalizada de Abel no puede variarse mediante elementos del grupo
de transformaciones.

Todo campo vectorial X € Vgapel(R) tiene la forma X = Pd/dx, donde P = P(x) es
un polinomio de coeficientes reales y grado p. Por simplicidad, denotaremos grX = p. Si
ademads P es monico diremos, con un ligero abuso de notacién, que X es ménico. Por dltimo,
es relevante ademds destacar que si grX; # grX, entonces gr[X;,Xo] = grX; +grX, — 1.
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70 Carifiena, De Lucas, Ranada

Pasemos ahora a determinar las subdlgebras Wy(R) de Viapel (R) que se pueden alcanzar
mediante la accién un elemento del mencionado grupo de transformaciones en un campo
vectorial de la forma (11). Evidentemente eso implica que cada Wy(R) debe tener un ele-
mento de grado n. Es un resultado conocido, debido a Lie [29], que todas las dlgebras de
Lie finito dimensionales de campos vectoriales sobre R son isomorfas a una subdlgebra de
5[(2,R). Esto nos deja tres posibilidades genéricas. La subdlgebra Wy(RR) puede:

= ser isomorfa a s[(2,R) y, por tanto, tener dimension tres;

= ser isomorfa a aff(R) (el grupo afin sobre la recta real) y, en consecuencia, tener
dimensién dos;

= 0 tener dimensién uno.

Analicemos ahora los casos anteriores mas detenidamente. Comencemos por asumir que
Wo(R) tiene dimension tres. En tal caso, es facil de ver que existe una base, X;,X»,X3, de
Wo(R) tal que

n=grX; >grX, > grXz > 0. 12)

Como gr[X;,Xz] = n+grX> — 1, el campo vectorial [X;,X:] pertenece a Wy(R) si y solo si
grX, < 1. Teniendo en cuenta las relaciones (12), se infiere que grX, =1y grX; = 0. De
aqui se concluye que gr[X;,Xs] =n— 1y que por tanto gr[Xj,[X;,X3]] = 2n — 2. Para que
este elemento pertenezca a Wy(R) debe ser n < 2. En otras palabras, no existen dlgebras de
Lie de dimension tres de campos vectoriales con coeficientes polinémicos cuyos elementos
se puedan conectar con un campo de la forma (11) para n > 2.

Estudiemos ahora el caso en el que Wy(R) tiene dimension dos, es decir, Wy (R) ~ aff(R).
Toda dlgebra de Lie no abeliana de dimensién dos tiene una base X;, X, tal que [X;,Xz] = X;.
Obviamente, podemos siempre escoger que X; sea ménico y que los grados de X; y X, sean
distintos. En este caso, el grado de [X;,X>] es grX; + grX, — 1. Entonces, si [X1,Xz] = X|
debe ser grX; =nygrX, = 1.

Partiendo del resultado anterior, escribimos X; y X, de la forma

X ia xka a 1
1= kA S n— 1,
= dx

d
X = (bo +191X)$7

e imponemos la condicién [X;,X>] = X;. Un simple célculo nos muestra que

n

by Z akxk— (b() —|—b1x) Z kakxk_l = Z akxk = (b1 — 1) Z akxk— (bo+b1x) Z kakxk_l =0.
k=0 k=1 k=0 k=0 k=1

Por lo tanto,

n n—1 n
(b1 — 1) Z akxk — by Z (k+ 1)ak+1xk — by Z kakxk =0,
k=0 k=0 k=1

n—1
(b] —1 —nbl)x" + (b] — l)ao —boa1 + Z [((1 —k)bl — l)ak —bo(k+ 1)ak+1]xk =0.
k=1
Agrupando los coeficientes con igual exponente, se obtiene que b1 — 1 —nb; = 0, de donde
by=1/(1—-n)y
bo(k+1)(1—n)

n—k Ak+1, k:O,...,n—l.

[
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Tras un corto cdlculo, se encuentra que
(b1 —m)"*nn— 1)+ (k+1) _ [bo(1 —n)]" *nl _ (

(n—k)(n—k—1)---3.2-1  kl(n—k)!

Por lo que finalmente se obtiene

%= Yat 5= 3 () o —m e = o1 =)

v ) ot —mp -

k=0 (13)
X, = (b() +b1x)i = L[bo(l - n) +x]i.
dx 1—n ox
De esta forma, para cada posible valor de la constante by todos los a; estdn determinados.
Por ejemplo, para el caso particular n = 3, se obtiene que b; = —1/2y, tomando by = — 1 /2,
se tiene que
X :(113+3uzx+3>/,wc2+x3)i Xz:—l(Ler)i nekR
ox’ 2 ox’ ’

es decir, la misma subdlgebra de Lie construida en [12] y mencionada en el apartado

anterior. También es destacable que para u = 0 la ecuacién relacionada con el campo

X = a(t)X; + b(1)X, es una ecuacién de Bernoulli con término no lineal de grado n.
Finalmente, las dlgebras de Lie unidimensionales son de la forma

L 0
Wo(R) = * =
o(R) <k266k 8x> :
para constantes reales, co,...,c,—| cualesquiera y ¢, # 0.

5. FORMAS CANONICAS DE ECUACIONES DE ABEL DE PRIMER ORDEN DE PRIMERA
CLASE

Partiendo de una ecuacién de Abel de primer orden de primera clase con A3 # 0, podemos
definir una transformacion
Ax(1)
3A; (t ) ’

X=x+
que reduce la ecuacién original (1) a
K=Ao(t)+A (1) T+ A5(r) 7.
Si Ag = 0, obtenemos una primera posibilidad de forma canénica,
X=A(t)x+As(1)x. (14)

Si por el contrario Ag # 0, podemos llevar a cabo una nueva transformacién

=

X= AOa
con lo que la ecuacién se transforma en X = A3 (1) +A, (1) ¥+ 1, y obtenemos una segunda
posible forma canénica
x=1+A()x+A3(1)x°. (15)

Liouville [31] demostr6 que si definimos las funciones @3 y @5 mediante

: , 2
O3 =ArA; — ArAs +3A0A — A1 Ar Az + §A§,

. o]
ds =A3d;—3 <A3 — 3A§+A1A3> s,
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entonces el cociente tbg / dDg es una funcién invariante bajo la accién del mencionado grupo
de invariancia del conjunto de ecuaciones de Abel.

La primera de las mencionadas formas candnicas corresponde a ®3 = (. Dos ecuaciones
cualesquiera para las que @3 = 0 estdn en la misma Orbita, i.e. estdn relacionadas por un
elemento del grupo de invariancia.

Para las ecuaciones correspondientes a la segunda forma candnica, existe una nueva fun-
cién invariante, de forma que dos ecuaciones estdn en la misma 6rbita si el par de valores
de ambos invariantes es el mismo para las dos ecuaciones.

6. LA ECUACION DE RICCATI COMO REDUCCION DE UNA LINEAL INHOMOGENEA

En 1720 Riccati propuso la ecuacién que hoy lleva su nombre. Estaba interesado en el
siguiente problema. Dado un sistema de ecuaciones diferenciales lineales homogéneo que
describe la evolucién dindmica de un punto (xj,x;) del plano euclideo,

X1\ _( bu b2 X1
* by bx x2 )’
donde los b;; son funciones dependientes de ¢, encontrar la evolucién dindmica del cociente

x = x/x1. La respuesta que obtuvo es que dicha ecuacion es

x=co(t) +c1(t)x+ca(t) X,

en donde los coeficientes ¢; son:
co = by, c1=by—by, c2=—bp.

Desde el punto de vista pasivo, este proceso corresponde a elegir unas nuevas coordena-
das (x,y) tales que x = x/x; e y = x1. Obsérvese que la linealidad del sistema implica que
es invariante bajo los elementos del grupo de transformaciones correspondiente al campo
vectorial

y— d d
—M &xl T 8x2 ’

y que las nuevas coordenadas adaptadas a dicha simetria son tales que

YX:O, Yy:ya

por lo que
d d
Y =V— = —
y dy oz’
cony = €.
Si lo que consideramos es una ecuacion diferencial de segundo orden,
ii+doi+diu=0, (16)

que, como sabemos, puede reescribirse como

w\ 0 1 u
% o —d1 —d() v ’
vemos que el cociente § = v/u satisface la ecuacion de Riccati
{=-0—dol~d. (17)

Por consiguiente, podemos asociar las ecuaciones de Riccati con ecuaciones lineales de
segundo orden. En particular, para dy = d; = 0 obtenemos como ecuacién reducida

{+¢*=o0.
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Debemos destacar, como anteriormente hicimos con los sistemas lineales homogéneos,
que las ecuaciones lineales homogéneas que estamos considerando son invariantes bajo
dilataciones u — A u, y el generador infinitesimal de dichas transformaciones es el campo
vectorial de Liouville

d
A=u—.
du
La receta establecida por Lie para la reduccién de orden de sistemas con simetria consiste
en cambiar la variable dependiente a una nueva variable w de forma que A = d/dw. Mas

concretamente, en nuestro caso u = ¢", y bajo tal cambio de variable
i=e"w,  ii=e"(W+w),
la nueva ecuacién es una ecuacién de Riccati para la funcién w = i /u:

W+ +dow+d; =0.

7. ECUACIONES DE RICCATI DE ORDEN SUPERIOR

Denominamos ecuaciones de Riccati de orden superior a las que aparecen en un proceso
de reduccién similar por invariancia bajo dilataciones de una ecuacién diferencial lineal
homogénea de orden superior.

Por reduccién de una ecuacién diferencial lineal homogénea de orden (j+ 1), como por
ejemplo yU+1) = 0, obtendremos una ecuacién de Riccati de orden j. Asi, la invariancia
bajo dilataciones de la ecuacién diferencial y™) = 0, de acuerdo con la receta de reduccién
propuesta por Lie, sugiere buscar una nueva variable z tal que el campo generador de dila-
taciones, yd/dy, se escriba en las nuevas coordenadas como d/dz. Es decir, y = €%, salvo
un factor, que es irrelevante.

Utilizando el método de induccién completa, se puede probar que si n > 1 la ecuacién
diferencial y") = 0 se reduce a R”’~")(x) = 0, en donde R\)(x) se define de forma iterativa
mediante la relacién

R (x,...xy=D/x, j=0,1,...,

y, por consiguiente, RY) = DRU~D, con

d
D=—+x, donde x=7z.
dt

Con el cambio de variable y = €%, si recordamos que e *De® = D +x <= De* = (D +
x), con D = d/dt, podemos comprobar que y") = ¢?R"~1)(x). En efecto, la propiedad es
obviamente cierta para n = 1, puesto que y = 7e* = e*x = ¢€° RO (x). Ademas, si suponemos
cierta la propiedad hasta un cierto valor n =k, i.e. y(k> = fRK-1) (x), entonces también es
cierta para n = k+ 1, puesto que

DMy = D(YW) = D(e*R*V(x)) = (D + x)R* ™V (x) = & RV ().

Por lo tanto, la receta propuesta por Lie, aplicada a y(" =0, transforma tal ecuacién en

R"=1) (x) =0y la ecuacién mds general de Riccati de orden n puede obtenerse como reduc-
n+1

cién de una combinacién lineal Y a;(¢)y"/), que da lugar a
j=0

ao(t)+ Y aj1 () RV (x,... x) = 0.
=0
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8. LA SUCESION DE ECUACIONES DE RICCATI

El operador diferencial D permite definir una sucesién de ecuaciones diferenciales me-
diante aplicacion iterada de dicho operador a la funcién x [7]:

n=0 D% =x,

d
n=1 Dx:<+x>x:x+x2,
dt

d 2
n=2 D*x = (m—i—x) x=i+3xk+2,
d

3
n=3 D’x = (dt+x> x = X - 4xi+ 6x%% + 3% 4 1,

dt

y andlogas expresiones se obtendran para valores mayores de n [24].
La ecuacion

d Y
n=4 D= ( —l—x) x =¥ 45x% + 10&% + 15682 + 10325+ 1065+ x°,

R(j)(x,...,x(j)) =D/x=0, j=0,1,...,n,
es una ecuacién de Riccati de orden j. Observemos que R (x) = x = 0 es la ecuacién de

Riccati de orden cero, por definicién, mientras que R(") (x) = 0 es la ecuacién de Riccati con
coeficientes constantes en su forma reducida

X+x*=0.
La ecuacién de Riccati de segundo orden de esta cadena es la R(?) (x) = 0,
¥+3xi4+x =0, (18)

recientemente estudiada en [10], [15].

Aungque tanto las ecuaciones de Riccati R®) (x) = 0, ¥ +4xi+ 6x%i 43 1% +x* = 0, como
la R¥ (x) =0, ¥ 4 5x% + 105 + 15x3% 4+ 10x%% + 10x°% 4+ x> = 0, comparten muchas de
las propiedades de la correspondiente R (x) = 0, no admiten una formulacién lagrangiana,
como veremos que sucede para R (x) = 0.

Partiendo de la ecuacion diferencial lineal homogénea de tercer orden

A3(t) Y +Ax(1) 5+ A1 (1) y +Ao(t) y = 0,

en donde podemos suponer que A3(f) > 0, y efectuando el cambio de variable y = ¢, llega-
mos a la ecuacién para x = u:

A3 +3x5+x) +As(i+x2) + A1 x+Ag =0,
y si cambiamos la variable independiente ¢ a una nueva variable 7, entonces, como d/dt =
td/dz, si utilizamos la notacién X’ = dx/dt, X" = d’x/dt?, obtenemos
d
i=ty, i=to (i‘ x) — 22X £,
por lo que la ecuacidn original se reduce a
Aj ("sz” +1x +3xtx +x3) + A, (Tx’ +x2) +A1x+Ay=0.

Si elegimos la funcién 7 de forma tal que As t2 =1, es decir, T = Ay 1/ 2, entonces

" 1 32,

t= A 4s,
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y en este caso la ecuacién resultante es
1 _
,W—EA;AQV+3Q”xﬂ+A}é+Ayg”?ﬂ+Aﬂ?+Am+A0:0
que puede reescribirse en la forma:
K4 (bo(t) + by (1)x)% +Ag(r) + A1 (1)x + As (£)x* + A3(t)x® = 0, (19)

con

Ar(r)  As(r)
bi(t) = 3+/A3(1), byo(t) = — ,
O=3VA0. w0 =2
y es considerada como la forma mas general de la ecuacion de Riccati de segundo orden. Se
ha demostrado recientemente en [15] que tal ecuacién admite una formulacion lagrangiana

con un Lagrangiano de la forma:

1

Litxy) = ——
(#x,v) v+U(t,x)’

donde U (t,x) = ag(t) + a1 (t)x + az(t)x>.

9. LA ECUACION DE RICCATI DE SEGUNDO ORDEN

Recordemos que una ecuacién diferencial de segundo orden como por ejemplo

i =F(x,%)
tiene asociado un sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden
dx
Ty
dt
dv
_F
= F(x)
cuyas soluciones son las curvas integrales del campo vectorial en TR
d
Ilp=v—+F -—.
F=Vox * (x’v)av
En particular, para la ecuacién de Riccati de segundo orden, & + 3 xx +x> = 0:
d d
r=y—— ) —. 20
Ve (xv+x)&v (20)
Dicho sistema admite una formulacién lagrangiana [15], siendo el Lagrangiano el dado por
1
Cxi4ax2’
puesto que
oL 2x oL 1
ox  (x+x2)2’ ox  (x+x2)2’
por lo que tal L da lugar a la ecuacién de Euler—Lagrange
2x d 1 X+ 2xx :>)'c'—|-3xx+x3 B
(k4+x2)2  dr \(k+x2)%) T (x+x2)3 (x+x2)3

Destaquemos el factor de proporcionalidad (¥ +x?) 3 que aparece en la ecuacién de Euler—
Lagrange, cuyo significado encontraremos posteriormente.
En el tratamiento geométrico, partiendo del Lagrangiano
1

Ll(xﬂ’):m,
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obtenemos
oL, 1 ) 2dxNdv 2
9L1 = (W)dx:—m dx:_Ll dX, oy, :_dQLl :m:dl‘l /\dxa

mientras que la funcién energia es:

dL; —(2v+x2)
Ly (x7 V) v v 1 (V+X2)2
Es facil comprobar que
(MM, = #[vdwr (3xv+x°)dx] = dE;
RNCEEE "

como cabria esperar.

10. ECUACION DE ABEL DE SEGUNDO ORDEN

Recordemos que la ecuacién de Riccati de primer orden podia obtenerse como reduccién
de una ecuacion diferencial lineal de segundo orden (16) al tener en cuenta la invariancia
bajo dilataciones, ya que entonces § = u/u satisface la ecuacién de Riccati (17), lo que
nos llevaba a introducir el operador D y toda una cadena de ecuaciones de Riccati de orden
superior.

De forma andloga al caso de la ecuacién de Riccati, podemos definir el operador diferen-
cial

d
Dy = o+ kx?,
y construir una sucesién de ecuaciones diferenciales dependiente del pardmetro k£ mediante
]D)i;x =0.
o més explicitamente,
DYx = x,
d 2 3
Dyx = <— + kx )x =X+kx’,
dt
d 2
Dix = (E —i—kx2) x = i+ 4k’ i+ KX,
d 3.
D3x = <E + kxz) x = % 4 Sk i + 8ki? + 9k x + kx|
d 4 ;
Dix = (E + kxz) x = x4 24433 + 13008 4 322K ) 4 26203 (2242 + Txk)

+16K3x0% + k*x°.

Llamaremos a esta familia la jerarquia de ecuaciones de Abel de orden superior, pero
obsérvese que no provienen de un proceso de reduccidon por simetria, sino simplememnte
es construida por analogia con el caso correspondiente de Riccati. La forma mas general
de ecuacién de Abel de orden n es precisamente una combinacién lineal de los diferentes
miembros de la jerarquia con coeficientes p;(t) [8]:

(pO]D)X +p1D271 +--- +pn—1DA +pn>x+pn+1 =0.
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La ecuacién de Abel de segundo orden (4) puede escribirse como un sistema de dos
ecuaciones de primer orden
dx
dt
dv
dt
que proporcionan las curvas integrales del campo vectorial en el espacio de fases de las
velocidades R?
d d

r® — v +Fy 3 Fy = —4kx>v — k2% . 2D

Tal ecuacién de segundo orden admite una formulacién lagrangiana, pero con un Lagran-
giano no natural:

=V

= —4kx*y — kK*x°

1
Ly=——— 22
AT (ka2 @2)
siendo la correspondiente funcidn energia la dada por
(3v+kx°) d
E,=————F=% —E;, =0.
fa (v+kx3)3 de ™

Un hecho importante a destacar es que, como veremos posteriormente, existe un Lagran-
giano alternativo dado por

Ly = (3v+kx®)?3,
11. POLINOMIOS DE DARBOUX Y EL METODO DE LOS MUTIPLICADORES DE JACOBI

Cuando la dindmica estd dada por un campo vectorial de tipo polindmico, como es el
caso de las ecuaciones de segundo orden de Riccati y de Abel, se puede hacer uso de dos in-
gredientes importantes como son los mutiplicadores de Jacobi y los polinomios de Darboux.
Mostraremos su utilidad mediante su aplicacién a los casos de la ecuaciones de Riccati y de
Abel de segundo orden.

Recordemos que si U es un subconjunto abierto de R”, una funcién polinémica & : U —
R se dice que es un polinomio de Darboux para un campo vectorial polinémico X si existe
una funcién polindmica f definida en U tal que X2 = f&. En este caso se dice que la
funcidén f es un cofactor relativo a dicho polinomio de Darboux, y al par (f, Z) se le llama
par de Darboux.

Dados dos polinomios de Darboux para X, &; : U; — R, i = 1,2, con cofactores fi y f»
respectivamente, su producto 2%, : Uy NU, — R es también un polinomio de Darboux
con cofactor f| 4 f>. Por tanto, una potencia 2", n € N, de un polinomio de Darboux & con
cofactor f es un polinomio de Darboux con cofactor n f. Més atn, para cualquier nimero
entero p, X927 = p f PP,y ademds X (21 /D) = (f1 — f2)(D1/ D>).

Cuando f = 0, el correspondiente polinomio de Darboux es una integral primera. Dire-
mos que Z es un polinomio de Darboux propio cuando f # 0. Si 21 y %> son polinomios
de Darboux con el mismo cofactor, su cociente 7, /%, es una integral primera.

Dado un campo vectorial X en una variedad orientada (M, Q), se llama multiplicador de
Jacobi para X atoda funcién a R tal que Ri(X )€ sea cerrada. Recordemos que la divergencia
del campo vectorial X (respecto de la forma de volumen Q) estd definida por la relacién

Q= (divX) Q.

Por tanto, R es un multiplicador de Jacobi si, y solo si, RX es un campo vectorial de
divergencia nula y entonces

LrxQ = (diVRX).Q = [X(R) —i—RdiVX] Q=0,
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por lo que vemos que R es un multiplicador de Jacobi para X si, y solo si,
X(R)+RdivX =0.
Mas atin, f R es también un multiplicador de Jacobi para X si, y solo si, X f = 0, puesto que
para cada funcién f,
X(fR)+ fRAivX = (Xf)R+ f(X(R) + RdivX).

La propiedad importante es que dado un campo vectorial polindémico, si 1, ..., %, son
polinomios de Darboux con sus correspondientes cofactores f;, i = 1,. .., k, podemos buscar
multiplicadores de Jacobi para X que sean de la forma

k
R=[]2"
i=1

y entonces, cOmo
X

R . X2) . .
T—i;\’z 7 —;szu

vemos que si los coeficientes v; se pueden elegir de forma tal que se verifique

1

k
Y vifi = —divx,
i=1
como

X(R) ¢
Ee ) =Y vifi = —divX,
i=1

vemos que R es un multiplicador de Jacobi para X.

Finalmente, debemos destacar que si R es un multiplicador de Jacobi para un campo
vectorial X que corresponde a una ecuacion diferencial de segundo orden, se puede probar
que hay esencialmente una tnica (salvo adicién de un término equivalente gauge a cero)
funcién de Lagrange L tal que R = 9>L/dV>.

En efecto, Helmholtz primero [26], y diversos autores posteriormente [20, 27, 32], anali-
zaron el conjunto de condiciones, las llamadas condiciones de Helmholtz, que debe verificar
una matriz g;;(x,%) para que dado un sistema de ecuaciones de segundo orden

¥ =Fl(x,x), j=1,2,...,n,
el nuevo sistema
g,-j()'c'J—F](x,X)):O, i,j:1,2,...,n,

resulte ser el conjunto de las ecuaciones de Euler-Lagrange para cierta funcién Lagrangiano
L. Dichas matrices g;; pueden identificarse con la matriz Hessiano de L, g;; = dL/ oviov/,
y entonces L puede obtenerse por integracion de las funciones g;;.

Entre los conjuntos de condiciones de Helmholtz, las dos primeras son regularidad y
simetria de la funcidn L, las del tercer conjunto relacionan entre si las derivadas de g;; y las
de F', siendo el tltimo conjunto de ecuaciones para g; 5

X (gij) = gaA* j + g A",

en donde )
1 JF!

Ai= 35

X=v E+F (x,v)ﬁ
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es el campo vectorial que describe las curvas integrales del sistema

dx' .

= =

jti i=1,...,n
Vv .

— =F' .

= Fi(xy)

Cuando el sistema es unidimensional (i = j = k = 1) los tres primeros conjuntos de condi-
ciones son triviales y el cuarto se reduce a una sola ecuacién en derivadas parciales,
JF _ Jdg dg JoF
X(g)+g§ =V£+ E‘Fé’g =
que es precisamente la condicién que define los multiplicadores de Jacobi, ya que en este
caso divX = dF /dv.

Por consiguiente, en el caso unidimensional la solucién al problema inverso generalizado
de la mecdnica se reduce a encontrar la funcién g que es un multiplicador de Jacobi y
entonces L se obtiene integrando la funcién g dos veces con respecto a las velocidades. La
funcién L asi obtenida para cada funcién g es Unica, salvo adicion de un término equivalente
gauge a cero.

Notese también que encontramos asi que si un sistema unidimensional admite dos La-
grangianos regulares esencialmente diferentes, entonces la funcién F tal que

9’L; 0L,

o 2
es una constante del movimiento, un resultado redescubierto posteriormente por Currie y
Saletan [19].

En el caso particular de la ecuacién de Riccati de segundo orden, recordemos que la
ecuacién de segundo orden de la cadena de Riccati (18) tiene como sistema de ecuaciones
de primer orden asociado al

0,

X=v
p=—3mw—x>’
cuyas soluciones son las curvas integrales del campo vectorial
d
-—. 23
dx )Bv 23)
Busquemos primero un polinomio de Darboux de la forma

PD(x,v) =v+ax?,

r = vi — (B +x°

para un cierto valor de la constante a. La condicién I') 2 = f 2 implica, en primer lugar,
que f debe ser de la forma f(x,v) = (2a — 3)x, y entonces, —x = af = (2a — 3)ax.
Vemos asf que hay dos soluciones correspondientes a las raices de la ecuacién 2a” — 3a +

1 =0,i.e. o bien a es igual a 1 y el correspondiente cofactor es fj = —x, o biena = 1/2 con
cofactor asociado f/, = —2x.

En el primer caso, Z;(x,v) = v+ x2, podemos elegir v{ = —3 puesto que V; f; = 3x =
—divl(), y por tanto, encontramos el multiplicador de Jacobi

1
R =—0.
1<X,V) (V+X2)3
En el segundo caso, Z,(x,v) = v+ %xz, podemos elegir v, = —% y entonces

1\ 32
Ry=(v+=x’
2 ) .
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es otro multiplicador de Jacobi.
Del primero de los multipicadores de Jacobi encontramos que el campo vectorial T()) es
el campo definido por un Lagrangiano L que es precisamente L;. Por su parte, el Lagran-

giano que se obtiene de R, es:
1
LZ(X,V) =4/v+ Exz.

Igualmente podemos estudiar el problema inverso correspondiente a la ecuacién de Abel.
En este caso, es facil ver que

D (x,v) =v+kx®

es un polinomio de Darboux para el campo I'®) dado en (21) correspondiente al cofactor
—kx?, puesto que

J d 3y 1.2 3
<vc9x+FA8v> (v+kx’) = —kx"(v+kx’).

Por su parte la divergencia del campo vectorial I es —4kx?, por lo que vemos que existe
un multiplicador de Jacobi que es de la forma

R =2;".
En consecuencia, la ecuacion de Abel admite una descripcion lagrangiana mediante una
funcién L tal que
J’L
dv?
de donde obtenemos el Lagrangiano L = L4 dado por (22).
También el polinomio %, definido por

= (vhx®)H,

Dr(x,v) = 3v+kx’

es un polinomio de Darboux para I'®) con un cofactor —3kx?, ya que

2 d
<Vax +Fy 3v> (3v+kx®) = 3kx?v — 3(4kx*v + k2x°) = —3kx®(3v + kx?)

por lo que podemos encontrar otro multiplicador de Jacobi de la forma 2,? con v, = —4/3.
Por tanto, la ecuacién de Abel de segundo orden admite otra descripcién lagrangiana me-
diante una funcién L tal que

J’L _
W = (3v+kx3) 4/3,

de donde podemos determinar el Lagrangiano L = Ls como

Ly = (3v+kx3)?/3.
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