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VARIEDADES DE POISSON, GRUPOIDES Y ALGEBROIDES DE LIE

DAVID IGLESIAS PONTE

RESUMEN. Las variedades de Poisson aparecieron por primera vez como una herramienta
para la mecénica cldsica. Mds precisamente, una estructura de Poisson en una variedad es
un corchete de Lie en su espacio de funciones tal que se satisface la identidad de Leibniz
{f,gh} ={f,g}h+ g{f,h}. Describiremos ciertos aspectos de una variedad de Poisson,
como su estructura local o la cohomologia asociada a ella, ilustrando la teoria con ejemplos.

Una categoria intimamente relacionada con la geometria de Poisson es la de los alge-
broides de Lie, que pueden ser pensados como fibrados tangentes generalizados. De hecho,
dada una variedad de Poisson, su fibrado cotangente estd dotado de una estructura de al-
gebroide de Lie. Otros ejemplos bésicos son las dlgebras de Lie y el fibrado tangente de
cualquier variedad. Ilustraremos como diversos resultados en geometria de Poisson se pue-
den reinterpretar usando algebroides.

Los algebroides de Lie aparecieron por primera vez como los objetos infinitesimales
asociados a los grupoides de Lie. Estos son una generalizaciéon de los grupos de Lie y
también estdn asociados a la topologia de una variedad a través del grupoide fundamen-
tal. Comentaremos algunos aspectos de los grupoides y, volviendo al punto de partida, su
aplicacion en geometria de Poisson.
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36 David Iglesias Ponte

1. VARIEDADES DE POISSON

1.1. Definicion y ejemplos. La primera motivacion para el estudio de la geometria de
Poisson viene de la Mecanica Clésica. Sea el espacio R® con coordenadas (¢', p;) i—123 €l
espacio de fases de una particula moviéndose en R3. Asi, (¢')i=12.3 representa su posicion
y (pi)i=1,2,3 su momento.

La energia total de la particula, asumiendo que su potencial V depende solo de las po-
siciones, es dada por la funcién hamiltoniana H(q', p;) = %Z?: 1 p? +V(q'). Entonces, las
ecuaciones de movimiento de la particula pueden ser escritas de forma hamiltoniana:

d¢ 0H dp;  J0H

dt  dp; dt  dq’

Para cualquier observable f € €= (R?), 1. e. una funcién diferenciable en el espacio de fases,
la evolucidn en el tiempo estd dada por

df v (95dd  of dp
dt = \dq' dt  Jdp; dt

3. (df dH df oH
-3

i=1,2,3.

Esta ecuacién puede ser escrita como

df

L —IH

dt { J f} Y
donde {-,-} es un corchete en ¢ (R®):

o [9f dg Of g
e =X (505 omon)

i=1

(1

La axiomatizacion de este corchete nos lleva a la definicién general de estructuras de
Poisson.

Definicion 1.1. Decimos que (M,{-,-}) es una variedad de Poisson si M es una variedad
diferenciable dotada de un corchete de Lie {-,-} : € (M) x € (M) — €~ (M), (f,g) —

{fg} i e,

1. {-,-} es anti-simétrico: {f,g} = —{g, f}
2. {-,-} satisface la identidad de Jacobi: {f,{g,h}}+{g,{h,f}} +{h.{f,g}} =0

satisfaciendo la regla de Leibniz

{fg,h} = f{g,h} +g{f,h}. (2)

Decimos que {-,-} es un corchete de Poisson (o una estructura de Poisson) en el dlgebra
(€7 (M), +, ).

Nota 1.2. De la formulacion de la Mecdnica Cldsica utilizando el corchete de Poisson se
derivan automdticamente las siguientes propiedades del sistema:

1171;! ={H,H} =0, es decir, la energia es una integral primera del movimiento.

- Si f y g son constantes del movimiento ({f,H} = {g,H} = 0) entonces, usando la
identidad de Jacobi, la funcion {f,g} es también una constante del movimiento. De
hecho, Poisson probd este resultado para su corchete sin conocer la identidad de
Jacobi.
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Variedades de Poisson, grupoides y algebroides de Lie 37

Supongamos que {-,-} es un corchete de Poisson en una variedad M. De la regla de
Leibniz tenemos que {f,-} determina un campo de vectores, que llamaremos campo ha-
miltoniano 'y denotaremos por Xy (ver Seccién 1.2 para mds propiedades). Junto con la
antisimetria tenemos que

{f,8} = (deg, Xp) = —(df, Xy),
con lo que tenemos que existe un bivector IT € X2(M) = ['(A>TM) tal que

{f.g}=11(df.dg), (f.g€C”(M)). 3)

Dado un bivector IT € X2(M) tenemos el morfismo de fibrados vectoriales IT¢ : T*M — TM
definido por

(B.TF(a)) =T(at,B),  (a,BET*M).
En particular, X; = IT*(df), para todo f € €= (M).

Ejemplo 1.3. Si I1 es no degenerado, es decir, I es un isomorfismo, entonces (IT%)~! :
TM — T*M induce una 2-forma (también no degenerada) que denotaremos por Q. Ex-
plicitamente, Qr(X,Y) = —II(IT* 1 (X), I~ 1(Y)), para X,Y € TM. Asi, se puede probar
que la relacion entre el corchete de Poisson {-,-} y Qry es

{f.8) = -Qn(Xp, X)), (f,6€ €7 (M)).

Ademads, la identidad de Jacobi es equivalente a que Qrq sea cerrada. Por tanto, concluimos
que las variedades simplécticas (variedades dotadas de una forma cerrada y no degene-
rada) son un caso particular de variedades de Poisson. Un caso particular, de relevante
interés en Mecdnica, es el fibrado cotangente T*M de cualquier variedad M con la es-
tructura simpléctica candnica Qyy. La expresion de Qy en coordenadas fibradas (¢, p;) es
Qu = Y, dq' Adp:.

Usando el bivector IT asociado al corchete de Poisson, tenemos que localmente (en coor-

denadas (xi,...,x,)) viene dado por la siguiente expresion:
- af 98

= I, (%) = (x) == (x), 4

(.8 = X 300 35 @

donde IT;;(x) son funciones que satisfacen las siguientes propiedades:
Hij(x):_nji(x)’ (i,je{l,...,n},xER"), (5)

- (011 oIl Ty,
IT ]Hi IH‘ 207 -, .,k 1"”7 ’ R™). 6
I_ZI( ax; Ik + o, i+ o, 1j (i,j,ke{ n},x € R") (6)

Veamos algunos ejemplos bdsicos de variedades de Poisson intentando resolver las ecua-
ciones (5) y (6).

Ejemplo 1.4. (Estructuras de Poisson constantes)
Si las funciones I1;;(x) son constantes, entonces la ecuacion (6) se cumple trivialmente y la
condicion para que determinen una estructura de Poisson se reduce a que la matriz (I1;;)
sea anti-simétrica.

Un ejemplo de esta situacion es el corchete (1), que corresponde, en coordenadas (q', >,

4, p1, P2, P3), a la matriz
Ids 3 0 ’
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38 David Iglesias Ponte

De manera mds general que en (1), se tiene que en R***" con coordenadas (¢, p;,c®) con

i=1,....k, A =1,...r, podemos definir una estructura de Poisson de la siguiente manera:
; "9 d
(g, pi,c*) =Y, 5 A= (7)
YL ; apl aql
A

Notar que las funciones c* satisfacen {c’l, -} = 0 (se pueden ver como constantes del movi-
miento para cualquier funcion hamiltoniana).

Ejemplo 1.5. (Estructuras de Poisson lineales)
Dadas funciones lineales

I;(x) = Y Chixt, (8)
k=1
las ecuaciones (5) y (6) se reducen a

k _ k
Cij - _Cji7

n
l [ [
=1

paratodo i, j,k € {1,... ,n}. Es decir, las constantes {Clkj} son las constantes de estructura
de un dlgebra de Lie de dimension n.

Evidentemente, este resultado también se da para cualquier espacio vectorial. Si g es un
espacio vectorial con una estructura de Poisson lineal, entonces existe una estructura de
dlgebra de Lie en g* con corchete de Lie

[uvv]g* = {u,v},
para u,v € g*.

Reciprocamente, si (g, [-,4) es un dlgebra de Lie de dimension finita, el espacio vectorial
dual g* posee una estructura de Poisson lineal definida de la siguiente manera: Dadas
dos funciones f,g € €= (g*) y & € g, identificando Tz g* con g*, podemos considerar las
diferenciales df(§),dg(§) : Tzg* — R como elementos de g. Asi,

{f:8}(6) = (&,[df(§),dg(S)]y)-

Si tomamos coordenadas lineales (x;) asociadas a una base {e;} de g con constantes de
k. las funciones 11;; (x;) de la estructura de Poisson vienen dadas por (8).

estructura C; "
De la discusion anterior se sigue el siguiente resultado.

Proposicion 1.6. Existe una correspondencia univoca entre las dlgebras de Lie de dimen-
sion finita y las estructuras de Poisson lineales en el espacio dual.

Por ejemplo, la estructura de dlgebra de Lie en 50(3) con base {e},ez,e3} y las relacio-
nes de conmutacion

[81762] =es3, [82763] =eq, [63761] =€),
se corresponde con la estructura de Poisson lineal en R? = 50(3)* con coordenadas (I1;,
I, I13)
{IL, 1L} =113, {IL, I} =11, {I5,I1} =IL. )
Nota 1.7. El resultado anterior se puede generalizar al contexto de fibrados vectoriales.
Decimos que una estructura de Poisson en un fibrado vectorial A — M es lineal si el cor-

chete de dos funciones lineales en las fibras es lineal. En este caso, en el fibrado dual
A* — M existe un corchete de dlgebra de Lie en el espacio de las secciones que, junto con
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Variedades de Poisson, grupoides y algebroides de Lie 39

un morfismo de fibrados vectoriales p : A* — TM, determina una estructura de algebroide
de Lie. Volveremos a este concepto en la Seccion 2.

Ejemplo 1.8. (Estructura de Poisson producto)
Si (M, {-,-}m)y (N,{-,-}n) son dos variedades de Poisson, entonces el producto M x N es
naturalmente una variedad de Poisson con el corchete dado por

{f 8 mxn(x,y) = {f(x, ), 8(x, ) In () +{F (), 8. ¥) fm (%)

En coordenadas locales, si {-,-}y (respectivamente, {-,-}y) estd dado localmente por
las matrices H% (x) (respectivamente, I1¥)(y)) para un entorno coordenado (U, x) (respecti-
vamente, (V,y)) entonces en un entorno coordenado (U XV, (x,y)) la estructura de Poisson

en M x N estd dada por
< m(x) 0 > .
0 I

Definicion 1.9. Una aplicacion diferenciable ¢ : M — N entre dos variedades de Poisson
(M, {-,-}m)y (N,{,-}n) es una aplicacion de Poisson si

{f0¢,g0¢}M:{f,g}NO¢, (fvgecgw(N))

Una aplicacion de Poisson se dice que es completa si para cada campo hamiltoniano Xj,
que es completo en N, el campo hamiltoniano Xy+j, también es completo en M.

En términos de los bivectores I, y Iy, la aplicacion ¢ es de Poisson si y solo si

do(My(x)) =Ty (¢(x)),  (xeM), (10)

0, usando el morfismo H,tw y T ,
d¢ oIll, 0 9* =TT, (11)

1.2. Campo de vectores hamiltoniano. Dada una variedad simpléctica (M,Q), se puede
definir la nocién de campo de vectores hamiltoniano, asociado a una funcién hamiltoniana
H € ¢~ (M), como el campo de vectores Xy que satisface ix, Q = dH. Como ya se comentd
en la Seccién 1.1, usando la identidad de Leibniz esta nocién se puede extender a una
variedad de Poisson de la siguiente manera:

Definicién 1.10. Sea (M,{-,-}) una variedad de Poisson. Dada una funcion f € € (M),
el campo hamiltoniano de f, denotado por Xy, estd caracterizado por

Xr(g)={f.g}, (g€€"(M)). (12)
. J J
En coordenadas, si IT = %Zﬁjzl IT; J o A Frt entonces
n n af a
X = ;= | —,
; (E I an> 8x,-
y su flujo viene dado por las ecuaciones
@ B n

af
= Znﬁa—xj.

j=1
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40 David Iglesias Ponte

Ejemplo 1.11. Como comentamos al principio, si H es el hamiltoniano de un sistema cld-
sico, con corchete dado en (1), entonces la evolucion de cualquier observable se puede ver
como

df
o = H. [} =Xu(f).
Otro ejemplo interesante se obtiene al considerar la estructura de Poisson (9) en s0(3)*.

. . g m I3 | I3 .
Si consideramos el hamiltoniano H = %(,Tl +7+ [—;), las curvas integrales del campo
hamiltoniano Xy satisfacen las ecuaciones

. L—L
II; = II,11
1 1213 2113,
L—1
I, = I1,11
2 1113 1113,
L—D
I, = I1,11
2 1112 1112,

que son precisamente las ecuaciones de Euler para el cuerpo rigido con momentos princi-
pales de inercia 11,1, 15, y donde 11; representan los momentos angulares (ver, por ejemplo,

[14]).

Una propiedad fundamental de los campos de vectores hamiltonianos es que para cual-
quier par de funciones f, g se tiene que

X, Xe] = X/ (13)

Esta propiedad es una consecuencia directa de aplicar el corchete de Lie de campos a una
funcién arbitraria £ y usar la identidad de Jacobi:

(X5, Xe](h) = X7 (Xg(h)) = X (Xp(h)) = {f, {&:h}} —{g,{f  h}}
= {f’ {gvh}} +{g7{hvf}} = _{h’{f’g}} = {{fvg}vh} :X{f,g}(h)'

Finalmente, tenemos que la estructura de Poisson se preserva a lo largo del flujo de un
campo hamiltoniano.

Corolario 1.12. Dada una variedad de Poisson (M,I1), tenemos que
Zx I1=0, (fe€™(M)),
es decir, el bivector de Poisson I1 se preserva a lo largo del flujo de un campo hamiltoniano.
DEMOSTRACION. Si g1,82 € €~ (M) entonces
(Zx,11)(dg1,dga) = Xy (11(dg1,dg2)) — T(Lx,dg1,dg2) —1(dg1, Zx,dg>)
={f{s e} +{{f.&1}, 82} +{81,{f.82}} =0.
O

1.3. Corchete de Schouten. Una pregunta natural que surge es la de caracterizar la inte-
grabilidad de la estructura de Poisson (la identidad de Jacobi) en términos del bivector de
Poisson. Para ello, introducimos una operacién en el espacio de los k-vectores [(AKTM),
también denotado por X¥(M), de una variedad M, que generaliza la derivada de Lie de
campos de vectores.

Proposicion 1.13. Dada una variedad M, existe una tinica operacion R-bilineal

[]: %P (M) @ x9(M) — XPH (M),
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que extiende la derivada de Lie de campos de vectores y que satisface las propiedades:
[P,0] = —(~1)*~VV[g, P], (14)
[P.OAR] = [P.O] AR+ (~1)""YQA[PR], (15)

(=)@ IR [,R)) + (~1) @ VD[, [R, P+ (1) VO VR [PQ] =0, (16)
para todo P € XP(M), Q € X9(M) y R € X" (M).

Esta operacion se denomina corchete de Schouten.

Notas 1.14. 1. Con las propiedades enunciadas en la Proposicion anterior, el espacio de
los multivectores (X(M) = ®_,X'(M), A, [-,+]) es un dlgebra de Gerstenhaber.

2. Existe una expresion intrinseca del corchete de Schouten de una variedad. Si P €
XP(M)y Q € X9(M) son multivectores de grado p y q respectivamente, y ® € QPT9-1(M)
es una (p+q— 1)-forma entonces

i([P,0)© = (~1)9i(P)d (i(Q)0) — i(Q)d (i(P)o) — (— 1) (P A Q)da,
donde la operacion i(P)® estd definida como
(XI A AX)O)Y1,....Y,) = O(X1,. ... X, 11,.... 1)),
para ® € QK (M).

3. Hay que hacer notar que en la literatura aparece otra expresion [-,-|" para el corchete
de Schouten (ver, por ejemplo, [11, 15]). La relacion entre ambos corchetes de Schouten es

PO =(-1)!*'[PQ],  PeX'(M),QeX*(M).

Como es importante para nuestros resultados posteriores, veamos qué ocurre cuando uno
de los multicampos es una funcién ¢~ (M) = T(A°TM).

Lema 1.15. Si P es un p-vectory f € € (M) entonces
Pf] = (=) igeP, (17
donde iz P es la contraccion de P por df.

DEMOSTRACION. Se deduce el resultado de una cuenta en coordenadas, usando (14), (15)
y que [f, g] = 0 para cualquier par de funciones. [J

Veamos la caracterizacion de un bivector de Poisson en términos del corchete de Schouten.

Proposicion 1.16. Sea M una variedad y I1 un bivector en M. Entonces, I1 es un bivector
de Poisson siy solo si

[IT,I1] = 0. (18)
DEMOSTRACION. Utilizando Lema 1.15, se tiene que

[MLIT(df,dg,dh) =2({f {8, h}} +{&{m f}}+{h{f8}})
para todo f,g,h € €=(M). O

Actas del XI Congreso Dr. Antonio A. R. Monteiro (2011), 2012



42 David Iglesias Ponte

1.4. La estructura local de las variedades de Poisson. Linealizacion. Consideremos
R%+7 con la estructura de Poisson (7). Si tomamos las subvariedades definidas por ¢* =
constante, vemos que estas heredan una estructura de Poisson no degenerada, es decir, una
estructura simpléctica. Veamos que, de hecho, toda variedad de Poisson es esencialmente la
unidén de variedades simplécticas de manera “suave”.

Definicion 1.17. Dada una variedad de Poisson (M,I1) y x € M, el rango de IT en x es el
rango de TTF (x) : T*M — T, M.

Nota 1.18. Notar que, al ser II* antisimétrica, entonces el rango es un niimero par.

Usando el Corolario 1.12 tenemos que el rango de IT es constante a lo largo de las érbitas
de los flujos hamiltonianos. De aqui se deduce el siguiente resultado.

Proposicion 1.19. Definimos en (M,I1) la relacion en la que dos puntos x,y € M estdn rela-
cionados si podemos pasar de x a y mediante una curva diferenciable a trozos, donde cada
uno de los trozos diferenciables es la curva integral de un campo hamiltoniano. Entonces,
esta relacion es de equivalencia, y las clases de equivalencia son subvariedades de Poisson
de M. Ademds, la dimension de cada subvariedad L es igual al rango de la estructura de
Poisson en los puntos de L.

Notas 1.20. 1. Notar que si L es una subvariedad dada por la proposicion anterior,
si x € L entonces T,L = span {Xy(x) | f € €~(M)}. Otra manera de verlo es que
T.L =TT M).
De hecho, podemos definir la distribucion (singular) dada por Hﬂ(T*M )y, pro-
bando que es completamente integrable (ver [15]), recuperariamos el resultado de
la Proposicion 1.19.
2. Notar que al ser el rango de la estructura de Poisson igual a la dimension de la
subvariedad L, la estructura de Poisson inducida en L es de rango mdximo, es decir,
L es una variedad simpléctica. Es por esto que la foliacion se denomina la foliacién
simpléctica de (M,IT).

Ejemplo 1.21. Sea g un dlgebra de Lie de dimension finita. Veamos quiénes son las hojas
simplécticas de la estructura de Poisson lineal en g*.
Sean u,v € g dos elementos de g vistos como funciones lineales en g*. Dado & € g*,

(o, Xu(v)) = {u,v} (@) = (@, [u,v]g) = —(ad, @, v),

con lo que el campo hamiltoniano de u es el campo infinitesimal de la representacion coad-
junta de g en g*, (u, &) — ad, a0 = —(a, [u,-|4). Como por la regla de Leibniz es suficiente
estudiar los campos de las funciones lineales, se concluye que las hojas simplécticas de la
estructura de Poisson lineal en g* son las orbitas de la representacion coadjunta.

Estudiaremos ahora la forma que tiene una variedad de Poisson alrededor de cada punto.

Teorema 1.22. (Teorema splitting de Weinstein) [16]

Sean (M, I1) una variedad de Poisson, y xo € M tal que el rango de Il en xy es 2h. Entonces,
existe un entorno U de xo en M y un isomorfismo Poisson ¢ : U — S X N de (U,H‘U) en el
producto S X N, donde S es una variedad simpléctica de dimension 2h, y N es una variedad
de Poisson de rango 0 en @(xg). Ademds, los factores S’y N son tnicos salvo equivalencia
local.

DEMOSTRACION. Sea 2k el rango de IT en xy. Probaremos el teorema por induccién en A.
Si h = 0 entonces I1(xp) = 0 y no hay nada que hacer.
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Supongamos ahora que i > 0. Entonces, existen dos funciones ¢} y p! tales que
{d},p"}(x0) #0,1i.e., X1 (x0) # 0. Usando el “flow box theorem™, existen un entorno U y
una funcién ¢ tal queX ( D={p".q1} =1 Como X1 y X;, son independientes (ya que

d
X, = Em +...y Xy, = ap, +...)y, de (13), conmutan (determinando una foliacién regu-
lar de dimension 2), existen coordenadas (x1,x2,x3,...,x,) tales que X = aixl y Xy = 9%2.
Por tanto,

{p1>x/1}:Xp1(x )= {qlvxl} (xl) 0, (A =3,...,n).

Por tanto, el jacobiano de (g; (x; ), p' (x3), X3, ...,x,) es diferente de cero, formando (g1, p!,
X3,...,X,) un sistema coordenado donde las funciones x; conmutan con ¢; y p'. Usando la
identidad de Jacobi, {x;,xy} también conmutan con g; y p'. De ah,

0= {an (o) = ST (ot )+ P g gy P 1
_ ok
ap'

con lo que {x;,x,} es independiente de p; y andlogamente para ¢'. Por tanto, {x;,x,} =
Viy(x) y M es el producto de una variedad simpléctica de dimensi6n 2 y una variedad de
Poisson cuya dimensién y rango en cada punto es dimM — 2.

Si repetimos este proceso, llegamos al resultado buscado, encontrando coordenadas (g1,

cnqn, P, P y1, ..., ys) que satisfacen
{gi,q;} ={p". Py ={qi2} = {P'.y2} =0,
{qi,p'} =&/
{y2,¥y} = vay(y), donde v; ,(xp) = 0.

La unicidad de la subvariedad simpléctica S se sigue del hecho de que su dimensién es
precisamente el rango de S. Mas precisamente, S es la hoja simpléctica local a lo largo de
X0-

No entraremos en demasiado detalle para probar la unicidad de N. La idea fundamental
es la siguiente. Supongamos que tenemos N y N'. En un entorno pequefio N y N’ se pueden
conectar por una familia de subvariedades N;, 0 < < 1, dadas por las ecuaciones

pi:Pi(yOht)v i:Qi(yaat)'

Queremos encontrar una familia de difeomorfismos de Poisson y; tal que N; = y;(N). Di-
chos difeomorfismos son el flujo de un campo de vectores hamiltoniano dependlente del
tiempo Xy,. Pidamos también que H; = 0 en N;. Usando que el campo Xp, + a 7 €s tangente
a NV, se puede probar que dicha funcién H, existe (se usan las coordenadas obtenidas en la
primera parte del teorema y que I1(xp) = 0). O

Definicién 1.23. Las coordenadas (q1,...,qn,p",...,p",v1,...,Ys) que se obtienen del teo-
rema anterior se denominan coordenadas candnicas para la variedad de Poisson en xy y
satisfacen

{gi,q;} ={P", P} ={ai,ya} ={p'. 32} =0,
{gi.p'} =&/
{37} = vay(y), donde v;,(x) = 0.
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Definicion 1.24. Dada una variedad de Poisson, la variedad de Poisson en N es lo que se
denomina la estructura de Poisson transversa en x.

Usando el Teorema splitting, se deduce que el estudio local se reduce al caso en que la
estructura de Poisson tiene rango 0. Veamos que, en este caso, la estructura de Poisson se
puede aproximar por una estructura de Poisson lineal.

Sean (M, {-,-}) una variedad de Poisson y x( un punto donde la estructura de Poisson se
anula, i. e. {f,g}(xo) = 0 para todo par de funciones f,g € ¢*(M). Entonces g,, = Ty M
se convierte en un dlgebra de Lie con el corchete

[df(x0),dg(x0)]g,, = d{f,g}(x0). (19)
En coordenadas locales alrededor de x, si I1 = % ! =1 I1;; % A % y hacemos un desarrollo
; ; ;

en serie de IT;;, entonces IT;;(x) = Y}, C{‘jxk + O (x?), donde Clk, = % son las constantes
de estructura del dlgebra. Esta dlgebra de Lie se denomina el dlgebra de Lie de isotropia
en xo. Equivalentemente, 7,,M = g;  estd dotado de una estructura de Poisson lineal que se
denomina la aproximacion lineal en x. El problema de linealizacién de (M, {-,-}) alrededor
de xg es el siguiente:

(Existe un difeomorfismo de Poisson y : U — V de un entorno U de xo en M
hacia un entorno V de 0 en T, M?
En este caso, se dice que la estructura de Poisson es linealizable alrededor de xg.

Ejemplo 1.25. El siguiente ejemplo [8, p. 108] muestra que no toda estructura de Poisson
es linealizable.

Consideremos R? con la estructura de Poisson no trivial (x3 —l—x%)aixl A 8%2 Como es
cuadrdtico, la linealizacion en (0,0) es la estructura de Poisson nula, con lo que no pueden
ser equivalentes.

Otro ejemplo de estructura no linealizable es SL(2,R) con el corchete de Poisson dado
por

xnx0)=—x, {xn,x}=x, {xx}=x.
(para un desarrollo de este ejemplo, ver [16]).

El teorema de linealizacién mds fuerte que se conoce en esta direccion es el siguiente
[2,7].

Teorema 1.26. Sean (M,{-,-}) una variedad de Poisson y xo un punto donde la estructura
de Poisson se anula. Si el dlgebra de isotropia gy, es semi-simple de tipo compacto (la forma
de Killing es definida negativa), entonces la estructura de Poisson es linealizable alrededor
de xp.

1.5. Cohomologia de Poisson. Dada una variedad de Poisson, podemos definir el opera-
dor contravariante dry : X*(M) — X**1(M) por
dnQ=[1,0],  (Q€X*(M)).

De la identidad de Jacobi graduada del corchete de Schouten (16) y (18) se tiene que dn
es un operador diferencial, es decir, dry o dit = 0. Esta diferencial nos lleva a la siguiente
definicion [11].

Definicion 1.27. Sea (M,I1) una variedad de Poisson. Los grupos de cohomologia
ker(dm : X*(M) — X*(M))
Im(dp : X~ 1(M) — X*(M))
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asociados a la diferencial dyy = [I1,+] forman la cohomologia Poisson, que se denota por
HY(M).

Los grupos de cohomologia Poisson H’ﬁ (M) tienen una interpretacion geométrica intere-
sante, para los primeros valores de k, como se muestra a continuacién:
-k=0

Si f € C*(M) entonces dr f = —X, el campo hamiltoniano de f (con cambio de signo).
Por tanto, H3 (M) es el conjunto de funciones f tales que {f, -} = 0, es decir, las funciones
Casimir de la estructura de Poisson.

-k=1

Si X € X(M) es un campo de vectores en M, se tiene que diiX = 0 si X es un automor-
fismo infinitesimal de la estructura de Poisson (su flujo estd formado por difeomorfismos
de Poisson), denominado campo de vectores de Poisson. Por tanto, como los campos ha-
miltonianos se pueden ver como automorfismos infinitesimales interiores, Hf; (M) se puede
interpretar como los automorfismos infinitesimales exteriores.

-k=2
Dado un bivector A, si dpA = 0 tomando € como un pardmetro (infinitesimal) formal
entonces IT+ €A es una estructura de Poisson hasta el orden €2,

[T+ A, IT+eA] = €2[A,A] = 0 mod €.

Asi, podemos ver IT1+ €A como una deformacién infinitesimal de I1. Por otra parte, si
X € X(M), se tiene que T1+ €[IT,X] es igual a d¢(I1) hasta el orden €2, donde ¢ es el
flujo de X a tiempo €. Por tanto, IT+ €[IT, X] es una deformacion infinitesimal trivial salvo
difeomorfismos infinitesimales. Concluimos entonces que H7 (M) es el cociente de todas
las deformaciones infinitesimales posibles de IT médulo el espacio de las deformaciones
triviales.

Notar que HZ (M) tiene un elemento distinguido, que es [IT]. En el caso particular en el
que existe X € X(M) tal que drj(X) = II, se dice que (M,II) es una variedad de Poisson
exacta. Esto ocurre para todas las estructuras de Poisson lineales donde X es el campo de
vectores de Euler o campo radial (con expresién X = ¥, x % para coordenadas lineales
().

Estos espacios de cohomologia no estdn tan relacionados con la topologia de la variedad
como lo puedan estar los espacios de cohomologia de De Rham, y ademds pueden ser
“muy grandes”, incluso de dimensién infinita. Un ejemplo trivial es el caso IT = 0, donde

H*(M) = X*(M). Sin embargo, existe una relacién entre la cohomologia de Poisson y la
cohomologia de De Rham de la variedad.

Proposicién 1.28. Sea una variedad de Poisson (M,T1). Entonces II* induce un homomor-
fismo entre los grupos de cohomologia IT*: HS,,(M) — HEy(M). Si 1 viene de una variedad
simpléctica, entonces es un isomorfismo.

DEMOSTRACION. Si o es una k-forma en M, entonces se puede probar que
dn(I(w)) = —ITF (dw).
De aqui se deduce que la aplicacién IT*[@] = [IT¢(®)] est4 bien definida. [J

1.6. Reduccion de estructuras de Poisson. Sea G un grupo de Lie actuando en una va-
riedad de Poisson. Decimos que la accién @ : M x G — M es Poisson si @, : M — M es un
difeomorfismo Poisson para todo g € G.
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Proposicion 1.29. Si una accion de un grupo de Lie G (con dlgebra de Lie g) sobre una
variedad de Poisson (M,I1) es Poisson, entonces los campos infinitesimales preservan la
estructura de Poisson

L, J1=0, (weg).

Una consecuencia inmediata de que la accion sea Poisson es que el conjunto de funciones
G-invariantes 4 (M) es cerrado con el corchete de Poisson, usando

LA f 8} ={Lu ], e} +{f, L8}

Por tanto si la relacién de equivalencia de pertenecer a la drbita es regular, entonces el
espacio de 6rbitas M /G se convierte en una variedad de Poisson y la proyeccién p: M —
M /G es una aplicacién de Poisson.

Ejemplo 1.30. Sea M = G un grupo de Lie. Dicho grupo actiia sobre si mismo por trasla-
ciones a derecha y esta accion se levanta a una accion de G en T*G que es Poisson, donde
estamos considerando en T* G la estructura de Poisson inducida por la 2-forma simpléctica
candnica. El espacio de orbitas (T*G)/G es entonces una variedad de Poisson, que puede
ser identificada con g*. Ademds la estructura de Poisson en g* es precisamente la estructura
de Poisson lineal inducida de la estructura de dlgebra de Lie en g.

Queremos estudiar ahora qué ocurre cuando los campos infinitesimales son campos ha-
miltonianos, es decir, para todo u € g existe una funcion J(u) tal que

uypy = Xj(u)

Definicion 1.31. Sea G un grupo de Lie actuando en una variedad de Poisson. Decimos que
la accion ® : M x G — M es hamiltoniana si existe una aplicacion equivariante J : M — g*
tal que

MM:Xf(u), (l/leg),

donde J(u) € €= (M) estd dada por J(u)(x) = (J(x),u) para todo x € M. J se denomina la
aplicacién momento.

Nota 1.32. Notar que una accion hamiltoniana es siempre Poisson. El reciproco no es cierto
siempre: por ejemplo, para R? con el corchete dado por {x,y} = x, la accién de R sobre R?
dada por ((x,y),t) — (x,y+1) es Poisson pero no hamiltoniana. De hecho, T1 = x% A a%

es preservado por a% pero este campo no es hamiltoniano.

La condicién de ser equivariante aparece porque queremos obligar a que J : g — €= (M)
sea un morfismo de 4lgebras de Lie, i. e.,

T([uvlg) ={J(w),Jv)},  uveg

Ademas, en este caso podemos relacionar las estructuras de Poisson de g* y M mediante la
aplicacién momento J.

Proposicion 1.33. SiJ: M — g* es una aplicacién momento para una accién hamiltoniana
sobre una variedad de Poisson M, entonces J es una aplicacion Poisson.

Reciprocamente, si J: M — g* es una aplicacion de Poisson, entonces la aplicacion
g — X(M), u— Xy, donde I, € €~(g") es la funcion lineal asociada a u € g, es una
accion infinitesimal hamiltoniana con aplicacion momento J. Si J es completo, entonces
esta accion se puede integrar a una accion hamiltoniana del grupo de Lie G conexo y
simplemente conexo que integra a g.
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Ejemplo 1.34. Sea H: M — R en una variedad de Poisson con un campo de vectores
hamiltoniano completo. Entonces, H se puede ver como una aplicaciéon momento en M,
donde la accion de R en M es el flujo hamiltoniano de H.

Ejemplo 1.35. Dado un grupo de Lie conexo G, este actiia sobre M = g* mediante la
accion coadjunta. Esta accion es hamiltoniana con J = Id: g* — g* (ver Ejemplo 1.21).
Mads generalmente, la accion coadjunta se puede restringir a una accion en las orbitas
coadjuntas O (las hojas simplécticas de g*), que es hamiltoniana con aplicacion momento
1: 0 — g" la inclusion.

Ejemplo 1.36. Consideremos de nuevo el Ejemplo 1.30. Esta accion es hamiltoniana con
aplicacion momento T*G — g*, g — (L) ().

Nota 1.37. Un estudio sobre la equivarianza de la aplicacion momento se puede encontrar,
por ejemplo, en [14, Section 12.3].

Una de las ventajas de la existencia de la aplicacién momento es que nos permite hacer
una reduccién “mds grande” de la variedad de Poisson [13].

Proposicion 1.38. Sea una accion hamiltoniana de un grupo de Lie G con dlgebra de Lie
g, sobre una variedad de Poisson M con aplicacion momento equivariante J: M — g*.
La accion de G se puede restringir a J~'(0) (por la equivarianza). Si esta accién es libre
y propia, entonces la variedad M//G = J~'(0)/G tiene una tinica estructura de Poisson
natural, llamada la estructura de Poisson reducida.

DEMOSTRACION. Como la accién de G en J~!(0) es libre, su accién infinitesimal también
es libre, i. €., uy (x) # 0 para todo 0 # u € g, x € J~'(0). Esto implica que dJ(x): .M —
Tj(x)g" es sobreyectiva para todo x € J ~1(0). En particular, 0 es un valor regular de la apli-
caciéon momento y J~1(0) es una subvariedad cerrada de M.

Sean f,g € €(J~'(0)/G), vistas como funciones G-invariantes en J~!(0). Extendamos
estas funciones a dos funciones G-invariantes f,& en un entorno de J~'(0) en M. Como la
estructura de Poisson es G-invariante, el corchete de Poisson { £, &} es también G-invariante.
Se puede ver que la restriccién de {f, g} depende solo de f'y g, pero no de las extensiones
f,&. Definimos entonces el corchete de Poisson de fy g en J~!(0)/G como la proyeccién

de {f7§}\rl(o) aJ~'(0)/G.0

Proposicion 1.39. En las hipdtesis de la Proposicion anterior, la inclusion M/ /G — M |G
es un morfismo de Poisson. Cuando M es una variedad simpléctica, entonces M/ /G es una
hoja simpléctica de M /G.

2. ALGEBROIDES DE LIE

Las estructuras de Poisson estdn intimamente relacionadas con la teoria de algebroides
de Lie. Veremos en esta seccién como muchas propiedades de las variedades de Poisson
se pueden reinterpretar en este contexto partiendo de que toda variedad de Poisson tiene
asociada una estructura de algebroide de Lie en su fibrado cotangente.

2.1. Definicion y ejemplos.

Definicion 2.1. Sea A — M un fibrado vectorial. Una estructura de algebroide de Lie en A
es un par (p,|-,-]), donde

1. p: A — TM es un morfismo de fibrados vectoriales, denominado el ancla,
2. un corchete de Lie [-,-] en el espacio de las secciones T'(A) de A,
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que satisface una regla de Leibniz:

[, fB] = fle. Bl +p()(f) B, (o, B €T(A), f € €7 (M)).

Notar que también hemos denotado por p la aplicacion I'(A) — I'(TM) = X(M) inducida
entre los modulos.

De la definicién de algebroide de Lie se deduce inmediatamente que el ancla es un mor-
fismo de algebras de Lie entre I'(A) y X(M), i. e.,

p(X.Y]) =[p(X),p(Y)],  (X,Y €I(4)).
Si fijamos coordenadas locales (x!,...,x™) en un entorno U de M donde A admite una
base local de secciones {qy, ..., }, tenemos que

m ia B
p(aS)_i:lesw7 (S—l,...,l"),

-
[ag, on] = Zc?tocu, (s,t=1,...,1),
u=1

donde pi,ct € €>(U) son las constantes de estructura (locales).

Ejemplos 2.2. 1. Cualquier dlgebra de Lie (finito-dimensional) es un algebroide de
Lie sobre un punto. Mds generalmente, fibrados de dlgebras de Lie son ejemplos de
algebroides de Lie.

2. Dada una variedad M arbitraria, el fibrado tangente TM — M es un algebroide
de Lie, donde el ancla es idry; y el corchete de secciones es el corchete de Lie de
campos de vectores.

Ejemplo 2.3. Sea py : g — X(M) una accion infinitesimal de un dlgebra de Lie en una
variedad, i. e., Py es un morfismo de dlgebras de Lie. El algebroide de Lie de transforma-
ciones asociado a py es el fibrado trivial M x g — M con aplicacion ancla definida por
p(x,u) = pp(u)(x) y con el corchete de Lie

[, v] () = [u(x), v(x)]g + (Par (u(x)) (v)) (x) — (pm (v(x)) () (x),
donde estamos identificando u € T'(M X g) con una funcion g-valuada u: M — g.
Ejemplo 2.4. Sea P XM un fibrado principal con grupo de estructura G. La accion de G
sobre P la podemos levantar a TPy el cociente TP/G es un fibrado vectorial sobre M. El
espacio de las secciones I'(TP/G) puede ser identificado con el dlgebra de Lie de campos
G-invariantes en P. Ademds, el ancla p: TP/G — TM se induce de dTt (mds precisamente,

dados p € Py [v] € (TP/G)p, p([v]) =dm(v)). Con este ancla 'y este corchete TP/G es un
algebroide de Lie denominado el algebroide de Atiyah del fibrado principal.

El dltimo ejemplo que vamos a considerar viene de las variedades de Poisson.

Ejemplo 2.5. Sea (M,I1) una variedad de Poisson. Entonces, el fibrado cotangente T*M
estd dotado de una estructura de algebroide de Lie donde el ancla es el morfismo ITF y el
corchete en las 1-formas T(T*M) = Q' (M) viene dado por

[a7ﬁ] :gntaﬁ_gniﬁa_d(n(%ﬁ))a (20)
para o, 3 € Q' (M).
Notas 2.6. 1. Para cualquier par de funciones f,g € €=(M) se deduce que [df,dg] =
d{f.s}-
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2. En coordenadas locales, si o« = oydx' y B = Bidx', entonces
204 BH”‘
L+ ——a;B

J dx;

By =, 2B i, 2

Existe otra relacion con las estructuras de Poisson que generaliza la Proposicion 1.6.

Proposicion 2.7. Sea ([-,-], p) una estructura de algebroide de Lie en un fibrado vectorial
A — M. Entonces, existe una estructura de Poisson lineal {-,-}4+ en el fibrado vectorial
dual A* — M.

Reciprocamente, dado un fibrado vectorial A* — M con una estructura de Poisson li-
neal {-,-}a+, se puede construir una estructura de algebroide de Lie en A — M. Ambas
construcciones son inversas una de la otra.

DEMOSTRACION. (Idea). La clave de la demostracidn estd en la correspondencia que existe
entre secciones de un fibrado vectorial y funciones lineales del fibrado vectorial dual. De
hecho, si X € I'(A) entonces Iy € ¢ (A*) es la funcién lineal definida por

Ix (0n) = (O, X (m)),  (0n €A,).

Ahora, si (x) son coordenadas en la base M e (y1,...,y,) son coordenadas lineales en la
fibra de A* asociadas a una base local {¢, ..., @, }, entonces
r
{ys.yitar =Y Clovu,
{ysa-xi}A* - p;7
{x' x/}a = 0.
La expresion local de T4+ es
8 8
Iy = c + . (21
Ly Sfy“a N ov Z Says " om

Por otra parte, si {-,-}4+ es lineal en A*, se puede probar que dadas una funcién f € €< (M)
y una seccion X € I'(A), existe una funcion g € (M) tal que
{lx,foﬂ,'*} = gO Ty,
donde &, : A* — M es la proyeccion fibrada. Asi, el corchete y el ancla estan caracterizados
por
Ixy) = {Ix,ly }ar,
pX)(f)om. = {lx,fom}a
0

Ejemplos 2.8. 1. Si g es un dlgebra de Lie, recuperamos la correspondencia de la Propo-
sicion 1.6.

2. Para la estructura de algebroide de Lie en TM — M, usando (21) deducimos que la
estructura de Poisson lineal en T*M es la asociada a la estructura simpléctica candnica, es
decir

mw_zhn Fra

3. Si (M,11) es una variedad de Poisson y consideramos el algebroide de Lie en T*M, la
estructura de Poisson inducida en TM es el denominado levantamiento completo I1¢ de 11
al fibrado tangente TM [4].

Actas del XI Congreso Dr. Antonio A. R. Monteiro (2011), 2012



50 David Iglesias Ponte

Veamos ahora algunas propiedades que poseen los algebroides de Lie.

Proposicion 2.9. Sea ([-,-|,p) una estructura de algebroide de Lie en un fibrado vectorial
A — M. La distribucion (singular) 9: x € M — 2, =Imp(x) C T:M, denominada la dis-
tribucion caracteristica de A, es una distribucion completamente integrable, es decir, para
cada punto x € M existe una subvariedad inmersa L, llamada la 6rbita de A a través de x,
tal que T,L = P,.

Definicion 2.10. Si la dimension de Imp, llamada el rango de p, es localmente constante,
se dice que el algebroide A es regular. Si p(A) = TM (con lo que hay una tinica orbita: la
variedad M), entonces el algebroide es transitivo.

Ejemplos 2.11. 1. Si (M,I1) entonces p = IT%. Por tanto, las érbitas del algebroide cotan-
gente T*M son las hojas simplécticas de M (ver apartado 1 de Notas 1.20).

2. Sea una accion de un grupo de Lie G sobre una variedad M con la correspondiente
accion infinitesimal py; - g — X(M). Si M x g — M es el algebroide de Lie de transforma-
ciones asociado a pyy, entonces las orbitas del algebroide son las orbitas de la accion.

3. Sea P55 Mun fibrado principal con grupo de estructura G. El algebroide de Atiyah
asociado es un algebroide de Lie transitivo, porque el ancla es la aplicacion inducida por
dn: TP — TM, que es una sumersion.

Proposicion 2.12. Sean (A,[-,-],p) un algebroide de Lie sobre M y x € M. Entonces
kerp(x) C Ay estd dotada de una estructura de dlgebra de Lie, denominada dlgebra de
Lie de isotropia.

DEMOSTRACION. Si u,v € ker p(x), definimos [u,v] como

[u,v] = [a, B](%),

donde o, € T'(A) tal que ax(x) =u 'y B(x) = u.

Si o € I'(A) es otra seccién que satisface &’ (x) = u, tomando una base local de seccién
{ay,..., o} existen funciones fi,..., f, que se anulan en x tales que ot — o’ =Y, fict.
Entonces,

o, B](x) = 2fl~<x>[ai,m<x> - LB (ar(x) =0

con lo que [+, ] estd bien definido. OJ

Ejemplos 2.13. 1. Sea (M,I1) una variedad de Poisson 'y T*M el algebroide cotangente
asociado. En este caso, la construccion del dlgebra de Lie de isotropia generaliza (19)
cuando TI(x) = 0. Notar que si L es la hoja simpléctica por x, entonces kerIT¢ (x) = (T,L)°,
es decir, el anulador de T,L es kerIT* (x).

2. Si TP/G es el algebroide de Atiyah asociado a un fibrado principal, [v] € TP/G
pertenece al niicleo del ancla si 'y solo si dn(v) =0, i. e., v es vertical. Pero sabemos que
V= g, de lo que podemos concluir que kerp(x) = g.

3. 8Si M xg— M es el algebroide de Lie de transformaciones asociado a una accion
infinitesimal py;, claramente se tiene que kerp(x) es precisamente el dlgebra de isotropia
de la accion en x.

2.2. Calculo en algebroides de Lie. En esta seccidn, vamos a desarrollar un célculo para
algebroides de Lie que es andlogo al célculo de Cartan usual en formas diferenciales de una
variedad.
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Dado un algebroide de Lie (A, [-,-],p), se define la diferencial exterior dy : T(A\*A*) —
T(A*T1A*) por

r

daQ(ao, 0, ..., 00) = Z(—l)ip(ai)(Q(aO,...,di,...,a,))

i=0 o (22)
+ Z(—l)lJerrlQ([ai, aj],ao, cee OA(,'7 e ,O,Zj7 e ,OCr),
i<j
donde oy, ...,0 € T'(A).
Esta diferencial satisface las siguientes propiedades:
di0 =0, (23)
da(Q1 A Q2) = daQ1 A Q2+ (= 1)* 89101 NdA Q. 24)

Si uno hace las cuentas, puede ver que dada una funcién f € € (M) se tiene que d = 0
es equivalente a que el ancla p sea un morfismo de dlgebras de Lie, y para Q € F(M*),
df‘Q =0 si y solo si se tiene la identidad de Jacobi para [-,-]. La derivacion se tiene a partir
de la regla de Leibniz.

La cohomologia asociada con d4 se denomina la cohomologia del algebroide de Lie A
(con coeficientes triviales) y se denota por H*(A).

Se puede probar el siguiente resultado en la direccién inversa.

Proposicion 2.14. Existe una correspondencia uno a uno entre estructuras de algebroide de
Lie ([-,-],p) en un fibrado vectorial A — M y estructuras de dlgebra diferencial graduada
en (@0l (A*A*), A, d), es decir un operador d : T(A\®A*) — T(A*T1A*) que satisface:

d*Q =0,
d(Q1AQ2) =dQ1 AQy + (—1)% 8210y NdQ,.

DEMOSTRACION. (Idea). Una direccién es la construccion de la diferencial del algebroide
de Lie que hemos mencionado anteriormente.

Reciprocamente, dada una estructura de dlgebra diferencial graduada con diferencial d,
entonces las ecuaciones

p(a)(f) = (df, @),

(0o, B]) = p(@) ({2, B)) —p(B)((Q; @) — dQO(e, B),

para f € €=(M), Q € T(N*A) y o, B € T'(A) definen una estructura de algebroide de Lie en
A.0O

Veamos qué ocurre en nuestros ejemplos de algebroide de Lie.

Ejemplos 2.15. 1. SiA=gesundlgebrade Lie de dimension finita, entonces las multi-
secciones del fibrado dual son T(A\FA*) = Nkg* y dy: Neg* — NFLg* es el operador
de cohomologia de Chevalley-Eilenberg del dlgebra de Lie g con coeficientes trivia-
les.

2. Dada una variedad M y su algebroide tangente TM, las secciones del fibrado dual
son las formas en M, y de la expresion (22) tenemos que dryy es la diferencial de de
Rham.

Sea (M,I1) una variedad de Poisson y consideremos la estructura de algebroide asociada
en T*M. El siguiente resultado muestra que la cohomologia del algebroide es precisamente
el operador de cohomologia Poisson que habiamos obtenido anteriormente.
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Proposicion 2.16. Sea (M,I1) una variedad de Poisson. Entonces la diferencial del alge-
broide T*M, dry : T(AN*TM) — T(A*T'TM) viene dada por

dr-uQ = [I1,0] = dnQ.

DEMOSTRACION. Solamente tenemos que mostrar que dr+y y dr coinciden para funciones
y campos de vectores.
Dada una funcion f € € (M), de (22) tenemos que

druf(0) =TF(a)(f) = —(Xp, @),

para todo & € Q!(M). Es decir, dr-y f = — X7 = dnif.
Sea ahora un campo de vectores X € X(M). Dadas dos funciones f,g = €>(M),

duX(df,dg) = —[X,TI)(df,dg)
= —X(I1(df,dg)) + TI(d(X(f)),dg)) +T1(d f,d (X (g)))
= —X(d{f.g}) — T (dg)(X(f)) +TT(df)(X(g))
=—X([df,dg]) — p(dg)(X(f)) +p(df)(X(g))
=druX(df,dg),

donde hemos usado la definicién de la derivada de Lie por un campo de vectores y que
d{f,gt =ldf,dg]. O
Utilizando la diferencial se puede dar una definicién de morfismo de algebroides de Lie.

Definicion 2.17. Sean A| — M y Ay — M, dos algebroides de Lie. Un morfismo de fibrados
vectoriales ®: A — Ay sobre ¢: M| — M, se dice que es un morfismo de algebroides de
Lie si

(13* OdA2 = dAl OCD*,

donde du, (respectivamente, dy,) es la diferencial del algebroide de Lie A| (respectivamen-
te, Ay) y @ : T'(A*A}) — I'(A*A}) es la aplicacion traspuesta entre secciones, i. e.,

D*0(au,- -, 04) (x) = Q( (%)) (P( 011 (x)), - .. P04 (x))),
para Q € T(A%A3), ay,..., 0 € T(A)).

Por otra parte, imitando la construccion de la Seccién 1.3, se puede extender el corchete
de Lie de las secciones de A al llamado corchete de Schouten en el espacio I'(A®A) =
@r[(AFA) de las multisecciones de A. Es un corchete

[-,/] :T(APA) QT (A1A) — [‘(/\PHI*IA)’
caracterizado por las siguientes propiedades:

[, B] = corchete de secciones, (a,BeT(A)),

la, fl=p(a)(f),  (@el(A),feE"(M)),

©,Y] = —(=1)"~ V[, @],

O, YAQ] = [0,Y]AQ+ (—1)P~DITA[0,Q],

(=D I=D[e, [, Q)]+ (=N [, 0] + (- 1)V, [e,Y]] =0,
para todo ® € I'(APA), Y € ['(A7A) y Q € T(NA).
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Dado o € T'(A), podemos definir la derivada de Lie de una multisecciéon de A* como el
conmutador de la diferencial y la contraccién por ¢, esto es,

fa:dAoia+iaOdA.

Esta derivada de Lie satisface propiedades andlogas a la derivada de Lie de campos de
vectores en una variedad:

Llap) = LaLp—LpLa
gfaQ = fgaQ+dAfA (iOtQ)a
Za(fQ) = [ZaQ+p(a)(/)0,
para f € €7 (M), a € T'(A) y Q € T(A®A).
2.3. Accion de un algebroide en una aplicacion diferenciable. Sea ([-,-],p) un alge-

broide de Lie sobre una variedad M y & : P — M una aplicacién diferenciable. Una accion
de Aen m: P— M es una aplicacién R-lineal

x:I'(A) = X(P), acT(A)— o ecX(P),
tal que:

(fa)" = (foma®, [o,B]" =[a"B"], dr(p)(a’(p)) = p(a(n(p))),

para f € € (M), o, € T(A) y pe M. Si x: I'(A) — X(P) es una accién de A sobre
n:P—M,y1:A— M eslaproyeccion, entonces el fibrado vectorial pullback de A sobre
T,

n'A={(a,p) €AxP|t(a) = 7(p)},

es un algebroide de Lie sobre P con ([, |, px) caracterizados por

[, Blz = o, Blom,  pr(a)(p) =& (p),

parac,3 €T'(A)y p € P.Eltriple (n*A, [-,-|z, pz) se denomina el algebroide de Lie accion
de A en 7,y se denota por A X T 0 A X P (ver [12]).

Ejemplo 2.18. Si (M,I1)) y (N,Ily) son variedades de Poisson'y J: M — N es una aplica-
cion de Poisson entre dos variedades de Poisson, entonces T*N — N actiia sobre J mediante
la aplicacion

o =IF(Fa), (aeQl(N)).

2.4. Estructura local de algebroides de Lie. Al igual que hicimos con las variedades
de Poisson en el Teorema 1.22, dado un algebroide de Lie cualquiera, se pueden elegir
coordenadas apropiadas que simplifican las funciones de estructura del algebroide.

Teorema 2.19. (Splitting local) [9). Sean ([-,-],p) un algebroide de Lie en un fibrado vec-
torial A — M y xo € M con rango de p(xo) = h. Entonces, existen coordenadas (x',y’)
(i=1,....,h j=h+1,...,m) en un entorno U de x,, y una base de secciones (0.,...,0,)
de A sobre U, tales que:
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donde p; € €= (U) son funciones diferenciables que dependen solo de las variables (y') y
que se anulan en xo: p3 = p3(y’), p}(0) = 0. Ademds, [0, 4] = ¥.,, ¢ 0L, donde ¢y € €= (U)
se anulan para u < h y satisfacen

act
Lpt=0.
axt p!

)

u>h

Nota 2.20. Notar que el teorema anterior no es el Teorema 1.22 para la variedad de Poisson
lineal en A*. Esto se debe a que los cambios que hacemos son de coordenadas en M y de
secciones de A, que llevaria a cambios de coordenadas en A* que son lineales en las fibras.

3. GRUPOIDES DE LIE

3.1. Definicion y ejemplos. Los objetos globales que se corresponden con los algebroi-
des de Lie son los grupoides de Lie. En esta seccidn recordaremos la definicién y algunas
generalidades sobre ellos. También discutiremos algunos ejemplos interesantes. Las refe-
rencias basicas que usaremos son [1, 12].

Definicion 3.1. Un grupoide consiste en dos conjuntos G y M (llamados respectivamente
el grupoide y la base), junto con dos aplicaciones s,t: G — M (llamadas proyeccion source
y target respectivamente), una multiplicacién parcial m : G® = {(g,h) € G x G|s(g) =
t(h)} — G, una aplicacién unidad €: M — G, y una aplicacion inversién 1 : G — G, que
satisfacen las siguientes condiciones:
i) s(m(g,h)) =s(h) y t(m(g,h)) = t(g), para todo (g,h) € G?,
ii) m(g,m(h,k)) =m(m(g,h),k), para todo g,h,k € G tal que s(g) = t(h) ys(h) =t(k),
iii) s(e(x)) =xyt(e(x)) =x, para todo x € M,
iv) m(g,&(s(g))) = g ym(e(t(g)),8) = & paratodo g € G,
v) m(g,1(g)) = &(t(g)) ym(1(g),8) = £(s(g)), para todo g € G.
Un grupoide G con base M lo denotaremos por G = M.

Si G y M son variedades, G = M es un grupoide de Lie si:
i) sy tson sumersiones.
ii) m, € y 1 son aplicaciones diferenciables.

De i) y ii), se sigue que m es una sumersion, € es una inmersiéon y t es un difeomorfismo.
De hecho, 12 = Id.

A partir de ahora, denotaremos m(g, i) por gh, 1(g) por g—1y €(x) por 1.

Ejemplo 3.2. Cualquier grupo de Lie G es un grupoide de Lie sobre un punto ¢, el elemento
identidad de G.

Ejemplo 3.3. Sea M una variedad diferenciable. La variedad producto M x M es un gru-
poide de Lie sobre M de la siguiente manera: s es la proyeccion en el segundo factor, t
es la proyeccion en el primer factor, 1, = (x,x) para todo x € M, y (x,y)(y,z) = (x,2).
M x M = M se denomina el grupoide banal.

Ejemplo 3.4. Sea w: E — M un fibrado vectorial. Entonces E = M es un grupoide donde
s =t = m y la multiplicacién parcial es la adicion en las fibras. Esto se podria generalizar
a un fibrado de grupos de Lie, es decir, una fibracion © : E — M donde cada fibra m—1(x)
estd dotada de estructura de grupo de Lie.

Ejemplo 3.5. Si Gy = M| y G, = M, son grupoides de Lie, entonces G; X Gp, = My X M,
es un grupoide de Lie de manera natural.
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Ejemplo 3.6. Sea G un grupo de Lie que actiia sobre una variedad diferenciable M. En-
tonces, G X M es un grupoide de Lie sobre M, denominado el grupoide accion, tomando

s(p.g)=p-g tp,g)=p,

m((p,g),(q.h)) = (p,gh), siq=p-g,

L,=(pe), (p.&)' =(p-gg-1).
Unas propiedades bésicas de los grupoides son las siguientes.

Proposicion 3.7. Sea G = M un grupoide de Lie. Entonces,

1. Para cada x € M, s~ (x) y t~1(x) son subvariedades embebidas cerradas en G. Ade-
mds, t, : s~ (x) — M (respectivamente, s, : t "' (x) — M) tiene rango constante.

2. Para cada x € M, G(x) = s~ (x) Nt~ (x) es un grupo de Lie, denominado el grupo
de Lie de isotropfia.

3. Para cada x e M, O(x) = {t(g)|g € G,s(g) =x} = {s(g)|g € G,t(g) = x} es una
subvariedad inmersa de M llamada la 6rbita de x. Ademds, la particion de M en
orbitas determina una foliacion singular.

Veamos ahora cémo construir un algebroide de Lie asociado a un grupoide de Lie. La
construccion serd andloga a la del dlgebra de Lie de un grupo de Lie.

Definicion 3.8. Sean G = M un grupoide de Lie y go € G con s(go) = yo y t(go) = xo. La
traslacion a derecha por gg es

Ry, : s’l(xo) — s’l(yo), h— Rg,(h) = hgo.

Teniendo en cuenta que las traslaciones a derecha no se pueden definir globalmente, pero
si cuando nos restringimos a las s-fibras, podemos definir campos invariantes a derecha de
la siguiente manera.

Definicion 3.9. Un multivector P de un grupoide G se dice que es invariante a derecha si es
tangente a las fibras de s y P(gh) = dRy(g)(P(g)) para (g,h) € G?.

Proposicion 3.10. Si Py Q son multivectores invariantes a derecha en G, entonces [P, Q]
también es invariante a derecha.

Usando este tipo de campos, construyamos el algebroide de Lie asociado a un grupoide
de Lie. Supongamos que G = M es un grupoide de Lie. Entonces, podemos considerar el
fibrado vectorial A — M, cuya fibra en un punto es A, = T; s~ ! (x). Se puede interpretar este
fibrado como el fibrado vectorial pullback del fibrado vertical a s, Vs — G, por la aplicacién
unidad £: M — G.

Es fécil probar que existe una biyeccién entre el espacio I'(A) de secciones de A y el
conjunto de campos de vectores invariantes a derecha en G. Si & es una seccion de A, el
correspondiente campo invariante a derecha en G, que denotaremos por 3 viene dado por

0 (g) = dRy (1)) (1(5(2)))-

Usando estos hechos, podemos introducir una estructura de algebroide de Lie ([-,-],p) en A
caracterizada por

[0, B] =@, Bl plo)(x) =dt(1)(e(x)), 25)
paraa,B el(A)yxeM.

Actas del XI Congreso Dr. Antonio A. R. Monteiro (2011), 2012



56 David Iglesias Ponte

Nota 3.11. Es conocido que toda dlgebra de Lie se puede integrar a un grupo de Lie (tercer
teorema de Lie). Sin embargo, esto no es cierto para algebroides de Lie: existen algebroides
de Lie que no pueden ser inducidos a partir de algiin grupoide de Lie. En [5], se muestra
que el problema de integrabilidad estd controlado por dos obstrucciones computables.

Definicion 3.12. Dados dos grupoides de Lie G = M y G' = M’, un morfismo de gru-
poides de Lie es una aplicacion diferenciable ® : G — G’ tal que si (g,h) € G\ entonces
(@(g),®(h)) € G'®) y D(gh) = P(g)P(h).

Un morfismo de grupoides de Lie @ : G — G’ induce una aplicacién diferenciable @y :
M — M’ de tal manera que s’ o ® = Ppos, t'od =Pyoty Poe = ¢ oP, siendo s,t
y € (respectivamente, s',t' y €’) las proyecciones y la aplicacién unidad en el grupoide
G = M (respectivamente, G' = M’). Si (®,P() es un morfismo entre dos grupoides de
LieG=MyG =M,y A — M (respectivamente, A’ — M’) es el algebroide de Lie de G
(respectivamente, G), entonces (®, ) induce, de manera natural, un morfismo (A(®), D)
entre los algebroides de Lie A y A’ (ver [12]).

Ejemplos 3.13. . Dado un grupo de Lie, recuperamos la construccion de su dlgebra de
Lie g.

2. Sea M una variedad diferenciable y M x M = M el grupoide banal asociado. Entonces
A(M x M) — M es isomorfo al fibrado tangente TM — M.

3. Si E = M es el grupoide de Lie asociado a un fibrado vectorial, entonces el algebroide
de Lie asociado es E — M con la estructura de algebroide trivial. Mds generalmente, un
fibrado de grupos de Lie induce un fibrado de dlgebras de Lie.

4. Si G es un grupo que actiia en una variedad diferenciable M, entonces A(G x M) es
isomorfo al algebroide de Lie de transformaciones M X g que viene de la accion infinitesi-
mal asociada.

3.2. Accion de un grupoide sobre una aplicacion diferenciable. Sea G = M un grupoi-
de de Liey m: P — M una sumersion sobreyectiva. Si PxG = {(p,g) e Px G| m(p) =t(g)}
entonces una accion a derecha de G en 7 es una aplicacion diferenciable

P+xG—P  (p.g)—p-s
que satisface las siguientes relaciones
n(p-g)=s(g),  ((p,g) €ePxG),
(p-g)-h=p-(gh),  ((s,h) €G?),(p,g) € PxGC),
p-e(x(p))=p, (PEP).
Dada una accién de este tipo, uno construye el grupoide accion P+ G = P definiendo
s(p.g)=p-g t(r.g=p
m'((p.g).(a:h)) = (p.gh), si g=p-g,
e'(p)=(p.e(n(p))), V(p.g)=(p-88-1)
Ahora, si p € P, consideramos la aplicacién p-: t~!(7(p)) — P dada por
p-(8)=pr-g
Entonces, si A es el algebroide de Lie de G, la aplicaciéon R-lineal
x:'(A) = X(P), oacT(A)— o € X(P),
definida por
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para todo p € P, induce una accién de A en 7 : P — M. Ademas, el algebroide de Lie
asociado al grupoide accién P x G = P es precisamente el algebroide de Lie accién A x 7.

3.3. Grupoides simplécticos. Realizaciones Poisson. En esta seccién estudiaremos un
tipo particular de grupoides de Lie G = M en los que el espacio total G estd dotado de una
2-forma simpléctica compatible con la estructura de grupoide. Mostraremos que este tipo de
grupoides estdn intimamente relacionados con las variedades de Poisson y sus algebroides
cotangentes.

Definicion 3.14. Sea G = M un grupoide de Lie con una forma simpléctica ® € Q*(G). Se
dice que (G = M, ®) es un grupoide simpléctico si

m‘ @ = prj®+ pr, o, (26)

donde m: G? — G, pr;: G — G y pry: G? — G estdn dadas por m(x,y) = xy,
pr(x,y) = x, y pry(x,y) =y, respectivamente.

Nota 3.15. La ecuacion (26) es equivalente a que el grafo de la multiplicacion
A={(x,,x)|(x,y) €GP} CGxGxG

sea una subvariedad isétropa de G x G x G con la estructura simpléctica (@, 0,—®), es
decir, i"(0,0,—®) =0, donde i: A — G x G X G es la inclusion. Usando que dim(G X
G x G) =2dimA, se concluye que (G = M, ®) es un grupoide simpléctico si el grafo de la
multiplicacion A es una subvariedad Lagrangiana.

El siguiente resultado se puede ver en [3].

Proposicion 3.16. Sea (G = M, Q) un grupoide simpléctico. Entonces

1. M es una subvariedad Lagrangiana de M, es decir, €@ =0y dimG = 2dim M.

2. Las s-fibras y las t-fibras son simplécticamente ortogonales, es decir, (kerds)® =
kerdt, donde dada una subvariedad P de (G,Q) definimos (T,P)* = {u € T,G|
Q(u,v) =0, Vv € T,P}, para todo x € P.

3. Existe una estructura de Poisson en M tal que s es Poisson.

4. s es una aplicacion completa.

5. El algebroide de Lie de G es isomorfo a T*M.

Veamos ahora ejemplos de grupoides simplécticos.

Ejemplo 3.17. Si G es un grupo de Lie con una forma multiplicativa, de la Proposicion
3.16 1), tenemos que ®(¢) = 0. Por tanto, no existen formas simplécticas multiplicativas en
grupos de Lie.

Ejemplo 3.18. Sea (M, ®) una variedad simpléctica. Entonces, el grupoide banal M x M =
M es un grupoide simpléctico con la forma simpléctica (@, — ).

Ejemplo 3.19. Sea T*M — M el fibrado cotangente de una variedad cualquiera. Entonces,
T*M = M es un grupoide (ver Ejemplo 3.4). Si tomamos la estructura simpléctica cano-
nica Qy en T*M del Ejemplo 1.3, entonces (T*M,Qyy) es un grupoide simpléctico y la
estructura de Poisson inducida en M es la trivial I1 = 0.

Ejemplo 3.20. Sea G = M un grupoide de Lie. Si A* es el fibrado dual al algebroide
de Lie A — M, entonces el fibrado cotangente T*G es un grupoide de Lie sobre A*. Las
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aplicaciones de estructura del grupoide estdn definidas de la siguiente manera:
S(1g)(X) = (Hg,dLg(15(g)) (X)),  para iy € TGy X € Ag(y),
t(vi)(Y) = (Vi dRy (1)) (Y —d(g08)(t(0))(Y))), para vy € T/GYY € Ayp),
(Ug BreG Vi, dm(gh) (X, Yn)) = (g, Xe) + (Vi ¥i),  para (Xg,Y) € eGP, (27)
(T(te), X1,) = (e, X1, —d(e0t)(1)(X1,)),  para px € A7y Xy, € T1,G,
(T(Hg), Xg—1) = —(Ug,d1(g—1)(Xg-1)), parap, € T;GyX, 1 € T, 1G.

Si tomamos la estructura simpléctica candnica Qg en T*G (ver Ejemplo 1.3), se puede
probar que (T*G,Q¢) es un grupoide simpléctico. En este caso, la estructura de Poisson
en A* es precisamente la estructura de Poisson lineal inducida del algebroide de Lie A.

En el caso particular en el que G es un grupo de Lie con dlgebra de Lie G, s: T*G — g*
(respectivamente, t: T*G — g*) es la traslacion a izquierda vy — Lz(vg) (respectivamente,
la traslacion a derecha Vg — Ry(Vg)). Por otra parte, la multiplicacion en T*G estd dada
por Ug ©1+G Vi = R, Ug. En efecto,

(Mg ©7+G Vi, dm(Xg )> .ug o)+ (Rn)* (V) dRy-1 (Yr))
Xg) 4 ((Lg)* (Hg),dRy-1 (Yn))
h I/JgadRhX > <R2—hugvdLg(Yh)>
R}‘, 1Hg,dm(X,,Y,)),
donde hemos usado que (Ry,)*(Vn) = (Lg)*(Ug) ¥
dm(gh)(X,,Y) = dLg(h)(Yn) +d(Rp)(8)(X,).

Si tomamos la trivializacion T*G — G x g* dada por vy — (g, Ry (V,)) (con inversa (g,& )
R;,, &), entonces

/\/\/\/\

$(8,€) = SR’ 1&) = AdLE,
t(g.8) = t(R}\E) =&,
(gag)@T* ( ) (gh7§)vcon Ad;ié:rl-

Concluimos que T*G = g* es isomorfo al grupoide accion G x g* asociado a la accion
coadjunta de G sobre g*.

Veamos ahora un tipo particular de aplicaciones Poisson y su relacion con los grupoides
simplécticos.

Definicion 3.21. Dada una variedad de Poisson M, una realizacion simpléctica consiste en
una variedad simpléctica S junto con una aplicacion de Poisson ¢ : S — M que es una su-
mersion sobreyectiva. Decimos que la realizacion simpléctica es completa si ¢ es completa.

Ejemplo 3.22. Las realizaciones simplécticas de g* estdn formadas por una variedad sim-
pléctica S junto con una aplicacion de Poisson J: S — g* que es una sumersion sobreyec-
tiva. Pero vimos en la Proposicion 1.33 que esto era equivalente a acciones hamiltonianas
degensS.

El problema de encontrar realizaciones simplécticas fue resuelto por Karasaev [10] y
Weinstein et al. [3]. Notar que si G es un grupoide simpléctico sobre M se tiene que s : G —
M es una realizacién simpléctica de M.

De hecho, existe una relacién mas fuerte entre la existencia de grupoides simplécticos
sobre M y la existencia de realizaciones simplécticas (ver [6]).
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Proposicion 3.23. Sea M una variedad de Poisson. Existe una realizacion simpléctica com-
pleta si y solo si existe un grupoide simpléctico X. sobre M.
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