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CONTROL GEOMETRICO NO LINEAL

MARIA ETCHECHOURY

RESUMEN. En estas notas presentamos una introduccion a la teorfa cualitativa de sistemas
no lineales con control, poniendo principal énfasis en las propiedades de controlabilidad
de tales sistemas. Introducimos algunas nociones de geometria diferencial que utilizaremos
para el andlisis de los sistemas con control, tales como: campos vectoriales, corchetes de
Lie, distribuciones, foliaciones, etc., ademds de una de las herramientas bdsicas que es el
teorema de la drbita de Stefan y Sussmann. Analizamos los problemas basicos de contro-
labilidad y damos criterios para la controlabilidad completa, accesibilidad y propiedades
relacionadas, usando ciertas dlgebras de Lie de campos vectoriales definidas para los siste-
mas en estudio. [lustramos estos contenidos con ejemplos de sistemas simples o sistemas
que aparecen en las aplicaciones.

1. CONTROLABILIDAD Y CORCHETES DE LIE

Las propiedades de controlabilidad de un sistema con control pueden relacionarse a las
siguientes preguntas:

= ;Puede un sistema “llevarse” desde un estado inicial xy a un estado final x; ?

= ;Puede hacerse para cualquier par de estados inicial y final?

= ;Cudl es el conjunto de puntos al que se puede llegar desde un estado inicial xy dado?

= ;Qué trayectorias del sistema son realizables y cémo encontramos controles que las
realicen?

Queremos desarrollar herramientas que nos permitan contestar algunas de estas preguntas
y entender las propiedades cualitativas de los sistemas no lineales con control.

Los sistemas con control se representan en muchos casos por familias de campos vecto-
riales. La herramienta bdsica que permite estudiar las interacciones entre diferentes campos
vectoriales es el corchete de Lie.

1.1. Sistemas con control. ;Qué es un sistema con control? Se representa por la ecuacién
Yok = flx,u), e))

donde x es el estado del sistema X, que toma valores en un abierto X C R” (o en una varie-
dad diferenciable de R"); u es el control que toma valores en un conjunto U (conjunto de
controles), [1, 2].

Si u € U es fijo, x = f(x,u) resulta un sistema dindmico, luego X es una familia de
sistemas dindmicos parametrizada por el control.

Ejemplo 1. (i) Barco a motor sobre un lago: elegimos algiin sistema de coordenadas de
modo tal que el lago se identifica con algiin subconjunto X C R? y el estado (posicién) del
barco con un punto x = (x1,x;) € X.

El modelo mds simple del movimiento del barco es el siguiente sistema con control:

X=u,

Palabras clave. Sistema con control; controlabilidad; accesibilidad.



4 Maria Etchechoury

donde el control u = (u,uy) es el vector velocidad que pertenece a
U={uck®:|u|<m};

m es la velocidad mdxima que puede alcanzar el barco.

(ii) Barco a motor sobre un rio: si el barco a motor estd sobre un rio, el conjunto de
velocidades del barco F(x) en el punto x depende de la corriente del rio en ese punto. Esto
significa que en este caso nuestro modelo es:

X =f(x)+u,
dondeu c U ={ucR?:||u|<m}y f(x) representa la velocidad de la corriente del rio

en el punto x. Luego F(x) = f(x) 4+ U es el conjunto de velocidades posibles en el punto x.

1.2. Campos vectoriales y flujos. Consideramos un abierto X C R” o X subvariedad
suave de R". Llamamos 7,X al espacio de vectores tangentes a X en p.

Definicion 1. Un campo vectorial sobre X es una aplicacion
pGX —>f(p) € TPX7

que asigna un vector tangente en p a cada punto p de X. En un sistema de coordenadas
dado el campo f puede expresarse como

f= o )’

decimos que f es de clase €* si sus componentes son de clase €*.

Supondremos en general que los campos vectoriales a considerar son de clase €. El
espacio de estos campos vectoriales es un espacio vectorial lineal al que llamaremos V (X).

Si f € V(X), x = f(x) es una ecuacién diferencial. Si f € €% y k > 1, para p € X existe
un intervalo [ abierto que contiene al 0 y una curva diferenciable

t—>x<t):%(p)7 ZEL

que satisface la ecuacion diferencial y tal que x(0) = % (p) = p.
La familia {7} de aplicaciones locales de X se llama flujo local del campo vectorial, y
tiene las siguientes propiedades:

= Y0V = V+ns
Y= (%)717
= id.
Si la solucién % (p) estd bien definida Vs € Ry p € X, se dice que f es un campo vectorial
completo y sus flujos forman un grupo de un parametro de difeomorfismos de X.
Una familia monoparamétrica {7 } de aplicaciones que satisface las condiciones anterio-
res define un tinico campo vectorial as{

f(p) = E %(p)a (2)

cuyo flujo coincide con %;. Anotamos al flujo de un campo vectorial f por y,j o0é.

Ejemplo 2. El campo vectorial lineal Ax es completo y el correspondiente flujo es el grupo
mono-paramétrico de transformaciones lineales p — e*'p, es decir, ¥ = e*', con ' =

‘t,
Yis0A'f-
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1.3. Corchete de Lie y propiedades. Un sistema no lineal con control se puede conside-
rar como una coleccion de sistemas dindmicos (campos vectoriales) parametrizada por un
pardmetro de control. Las propiedades bésicas del sistema dependen de las interconexiones
entre los diferentes campos correspondientes a diferentes controles.

Definicion 2 (Corchete de Lie). Sea X C R" y sean f, g dos campos vectoriales sobre X .
El corchete de Lie entre fy g es otro campo sobre X que se define como

1741 = %% 110~ L g, ®

Ejemplo 3. f = (1,0)", g = (0,x)" sobre R?;

00 1 0
ra=(10)(0)=(1)
Nota 1. [f,g| agrega una nueva direccion al espacio generado por f'y g en el origen.

Las siguientes son algunas propiedades de los corchetes de Lie:

1. El corchete de Lie entre dos campos vectoriales constantes es 0. El corchete de Lie
entre un campo vectorial constante y uno lineal es constante. El corchete de Lie entre
dos campos vectoriales lineales es lineal.

2. El corchete de Lie entre dos campos vectoriales f y g es nulo sii sus flujos conmutan,
es decir

f.8] =0 o o¥(p) = %oy (p). Vs, 1 €R,VpEX,
donde la igualdad se debe satisfacer para aquellos s, ¢, y p para los cuales ambos
lados estdn bien definidos.

1.4. Cambios de coordenadas y corchetes de Lie. ;Qué ocurre con los campos vecto-
riales y flujos bajo cambios de coordenadas?

Sea @ : X — X un difeomorfismo global (o un difeomorfismo entre dos abiertos de X).
Como los vectores tangentes se transforman por medio del Jacobiano del difeomorfismo,
dicho difeomorfismo define la siguiente aplicacion entre campos vectoriales:

Adg 1 V(X) — V(X), Ade(f)(p) = DP(q)f(q), g =2 (p),

siendo D® la aplicacion tangente de & (representada, en coordenadas, por la matriz Jaco-
biana %—‘f). Otra notacién usual para esta aplicacion es
D, f=Ady (f )

Nota 2. El cambio de coordenadas p = ®(q) transforma la ecuacion diferencial ¢ = f(q)
en la ecuacion diferencial p = f(p), con f = Adf.

Nota 3. Si ® es un difeomorfismo gobal sobre X, entonces la operacion Adg es un operador
lineal sobre V(X), es decir, Adgp (A1 f1 + Ao fr) = MAde(f1) + AAde(f2). Ademds, si WV es
otro difeomorfismo global sobre X , entonces

Adpow(f) = AdopAdw(f).

Las siguientes son algunas propiedades que vinculan cambios de coordenadas, flujos y
corchetes de Lie.
1. El flujo local del campo vectorial Adg(f) es Po y,f od !,
2. Sea @ un difeomorfismo (global o parcial) sobre X, entonces

[Ade f,Adeg] = Ads|f, g].
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51|, A8 = |fAd,sg] = ~Ad ([ .8]).

4. Si los campos f y g son analiticos reales, se tiene la siguiente expresién para g
transformada segtn el flujo del campo f,

(ady8) ()= ¥ S i) o),

i=0 b

donde la serie converge absolutamente para 7 en un entorno del 0, y donde hemos
llamado adsg = [f,g]y ad}g = adfad}_lg

1.5. Campos vectoriales como operadores diferenciales. Un campo vectorial suave f
sobre X define un operador lineal Ly sobre el espacio de las funciones ¢~ (X) as:

L)) = 5| o) =Y f(r) 0

t= 0

Este operador se llama derivada direccional a lo largo de f, o derivada de Lie a lo largo de
f,y es un operador diferencial de orden uno.

Reciprocamente, cualquier operador diferencial de orden uno sin término de orden cero
puede escribirse como

L= Z a;(x 8x,

y define un tinico campo vectorial en coordenadas asi f = (ay,...,a,)". Luego existe una
Unica correspondencia

f—>Lf

entre campos vectoriales y operadores diferenciales de orden uno (sin término de orden
cero). Es asi como suele identificarse un campo vectorial f con su correspondiente operador
diferencial Ly, y se escribe

0
Li=f= —.
f f 1:21 fl 8x,-
A partir de esta identificacién podemos dar otra definicidn de corchete de Lie de dos campos
vectoriales f'y g como el conmutador de sus operadores asociados,
Ly, L) := LyLg — LeLy.

Ademis se puede probar que el conmutador [Ly,L,] es un operador diferencial de orden uno
que corresponde al corchete de Lie [f, g|. Es decir,

[Ly,Lgl = Lis g

Definicion 3. Un dlgebra de Lie es un espacio lineal L con una aplicacién bilineal |.,.] :
L x L — L que satisface:

1. [f.g] = —lg.f], antisimetria,
2. [f,[g,h]]l+ g [, f1] + [, [f,8]] =0, identidad de Jacobi.
Un subespacio lineal K de L cerrado bajo el producto |.,.] se llama subdlgebra de Lie de L.

Una subdlgebra de Lie generada por S C L es la menor subdlgebra de Lie de L que contiene
a S. Un ideal de Lie de L es un subespacio lineal I C L tal que [f,g| €1,si f€Lyg€ L
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Ejemplo 4. El espacio gl(n) de todas las matrices cuadradas n x n con el conmutador
[A,B] =AB—BA

es un dlgebra de Lie. Las matrices antisimétricas forman una subdlgebra de Lie de este
dlgebra.

Ejemplo 5. El espacio V(X) de campos vectoriales sobre una variedad suave X es un
dlgebra de Lie con el corchete de Lie como producto.

Ejemplo 6. En el dlgebra de Lie de los campos vectoriales lineales existe un ideal formado
por todos los campos constantes.

Definicion 4 (Corchete de Lie iterado). Una aplicacion iterativa de la identidad de Jacobi
v de la antisimetria del corchete de Lie da lugar a la siguiente definicion. Sean f1,..., fx
elementos de un dlgebra de Lie L. Llamaremos corchete de Lie iterado de estos elementos a
cualquier elemento de L que se obtiene a partir de ellos luego de aplicar en forma iterada el
corchete de Lie en cualquier orden, por ejemplo [[f2, fa],[f2, f3]]. Corchetes de Lie iterados
a izquierda son aquellos de la forma

[ﬁl" o [ﬁk—l’ﬁk] . ]
Nota 4. Cualquier corchete de Lie iterado de los campos fi,..., fi es una combinacion
lineal de corchetes de Lie iterados a izquierda de fi, ..., fi. Por ejemplo,

(L1, fal, U3, Al = [frs s [ All] = [fas [ U3, AN

Definicion 5 (Equivalencia de familias de campos vectoriales). Consideramos dos fami-
lias de campos vectoriales analiticos sobre X y X, respectivamente, parametrizadas por el
mismo pardmetro u € U,

F = {fu}uEUa F= {];u}uEU'

Llamamos a estas familias localmente equivalentes en los puntos p y p, respectivamente, si
existe un difeomorfismo analitico local ® : X — X, ®(p) = p, que transforma localmente
los campos vectoriales f, en los campos f,, es decir,

Ad‘bfu:fua Parau€U7
localmente alrededor de p.

Llamamos . y .Z a las dlgebras de Lie de los campos vectoriales generados por las
familias F y F, respectivamente. Una familia de campos vectoriales se dice transitiva en un
punto si su dlgebra de Lie tiene rango completo en ese punto, es decir, los campos vectoriales
en esa dlgebra generan el espacio tangente completo en ese punto.

Utilizaremos la siguiente notacién para corchetes de Lie iterados a izquierda:

f[uluz.i.uk] = [ful ) [fuza ) [fuk—l 7fuk] .. H
En particular, fi,,] = fu,
Teorema 1. Si las familias F y F son transitivas en los puntos p y p, respectivamente,
entonces son localmente equivalentes sii existe una aplicacion lineal entre los espacios

tangentes L : T,)X — Tﬁf{ , tal que

Lf[uluzmuk] (P) = f[uluzu.uk] (ﬁ)u

para cualquier k > 1 y cualesquiera uy,...,uy € U.

Actas del XI Congreso Dr. Antonio A. R. Monteiro (2011), 2012



8 Maria Etchechoury

2. ORBITAS, DISTRIBUCIONES Y FOLIACIONES

En esta seccién introduciremos algunas nociones y resultados que juegan un papel fun-
damental en el analisis de un sistema con control. Llamaremos X a un abierto de R” o a una
variedad diferenciable de dimensién #.

2.1. Distribuciones y Teorema Local de Frobenius. Una distribucién sobre X es una
aplicacién
A:X —TX = | T,X;
peX
para p € X, A(x) C T,X es un subespacio del espacio tangente a X en p.

La distribucion A es € si, localmente alrededor de cada punto p de X, existe una familia
{fa} de campos vectoriales € que genera A, es decir, A(p) = span,{fu(p)}.

La distribucién A se dice localmente finitamente generada si la familia de campos { fo }
es finita. A se dice de dimension k si dimA(p) =k, para todo p € X; y se dice de dimensién
finita si es de dimension k, para algin k.

Un campo vectorial f € Asi f(p) € A(p), paratodo p € X.

La distribucion A se dice involutiva si dados f, g € A, entonces [f, g] € A.

Si A tiene un niimero finito de generadores fi,..., f,;, entonces la involutividad de A
significa

G f(0) = Y 0k (o) felp).
k=1

coni,j=1,...m,y ¢l-’} funciones €.

Teorema 2 (Teorema local de Frobenius). Sea A una distribucion involutiva de clase €*°
v de dimension k sobre X. Entonces, localmente alrededor de cada punto en X, existe un
cambio de coordenadas suave que transforma A en la distribucion constante,

Span{elv" '7ek}7

siendo e; = (0,...,1,...,0) el versor candnico, con 1 en el lugar i-ésimo.

Para enunciar una version global de este teorema, asi como otros teoremas relaciona-
dos a la transitividad de familias de campos vectoriales e integrabilidad de distribuciones,
necesitaremos mds definiciones.

2.2. Subvariedades y foliaciones. Se dice que S C X es subvariedad regular de X de
dimension k si dado cualquier x € S existe un entornoU dexy @ : U — V C R" difeomor-
fismo sobre un subconjunto abierto V tal que

DdUNS)={x=(x1,...,%) €V |xx41 =0,...,x, =0}.

En otras palabras, una variedad regular de dimensién k es un subconjunto que localmente
se representa como un pedazo de un subespacio de dimensién k (luego de un cambio de
coordenadas).

S C X se llama subvariedad inmersa de X de dimension k si

s=UJs,
i=1

conS; C 83...C S, donde cada S; es subvariedad regular de dimensién k. Si en particular S
es regular, se puede tomar S; = S y entonces S es también subvariedad inmersa.
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Nota 5. Si dos campos 'y g son tangentes a una subvariedad (inmersa) S entonces [f,g]
también lo es.

Una foliacion {Sq}aca de X de dimension k es una particion X = (Jyecq So de X en
subvariedades disjuntas conexas (inmersas), llamadas hojas de la foliacion, y que tienen
la siguiente propiedad: para cualquier x € X existe un entorno U de x y un difeomorfismo
& : U — V C R" sobre un subconjunto abierto V tal que

P(UNSe)ee) ={x=(X1,..0,%0) EV|Xpy1 = clf;rl,...,xn =i},

donde (U N Sy) representa una componente conexa del conjunto U NSy y la igualdad
anterior debe valer para cualquier componente conexa; las constantes c%, dependen de la hoja
de la foliacién y de la eleccion de la componente conexa. Al igual que para subvariedades,
la regularidad de la foliacién estd definida por la regularidad del difeomorfismo ®.

Nota 6. Supongamos que un campo vectorial g es tangente a la foliacion {Sq } qea, 0 sea, es
tangente a cada una de sus hojas. Entonces, si el flujo de otro campo vectorial f preserva
la foliacion (es decir, para cualquier punto p € Sy existe un entorno U de p tal que la
imagen de un pedazo de una hoja %f (S NU) estd contenido en una hoja de la foliacion,
dependiendo de t, para t suficientemente chico), el corchete [f,g] es tangente a la foliacion.

2.3. Orbitas de familias de campos vectoriales. Se considera una famila de campos
vectoriales .7 = { f, }ucu, sobre X.

Se define la orbita de un punto p € X de esta familia como el conjunto de puntos de X
alcanzables desde p a tramos por trayectorias de esta familia, es decir:

Orb(p) ={y o---op' (p) k> Liuy,...,up €Usty,...,1 €R},

donde ¥ es el flujo del campo vectorial f,.

La relacion g pertenece a la 6rbita de p es una relacion de equivalencia en X. Luego, X
es unidn disjunta de 6rbitas.

Llamamos I" a la menor distribucién sobre X que contiene a los campos vectoriales en
la familia .#, es decir, f,(p) € I'(p), Yu € U, y tal que ademds es invariante bajo cualquier
flujo ¥*, u € U, es decir

Dy (p)X(p) = AdyT'(p) C T(%'(p));

paratodo p € X, u € U y t para los cuales la expresion anterior estd bien definida.
Otra manera equivalente de escribir la definicién de invariancia es:

gEF:>Ad%ug€F,
paratodouc Uyt € R.

El siguiente resultado, [3, 4], establece una de las herramientas bdsicas para tratar con
los sistemas con control.

Teorema 3 (Teorema de la 6rbita de Sussmann-Stefan). Cada drbita S = Orb(p) de la
familia de campos vectoriales F = { f, }ucy es una subvariedad inmersa (de clase €*, si
los campos vectoriales f, son de clase €*). Ademds, el espacio tangente a esta subvariedad
estd dado por la distribucion T, es decir:

T,S=TI(p), VpeX.

Corolario 1. Si los campos vectoriales f, son analiticos, entonces el espacio tangente a la
orbita puede calcularse como

7,8 = L(p) = {¢(p) | g € Lie{ fu}uev },

Actas del XI Congreso Dr. Antonio A. R. Monteiro (2011), 2012



10 Maria Etchechoury

donde Lie{f,},cu representa la menor familia de campos vectoriales que contiene a F 'y
es cerrada bajo combinaciones lineales y corchetes de Lie; se trata del dlgebra de Lie de
los campos vectoriales generados por la familia F = {f,}ucv. En el caso € se tiene

L(p) C T,S.
Ejemplo 7. El siguiente sistema en el plano,
X =wx,  w| <1,
Yo =upxy, |up| <1,
representado por la familia de campos vectoriales
Ju= (wix1,u3x2)",

tiene 4 orbitas de dimension 2 (los cuadrantes abiertos), 4 orbitas de dimension 1 (semi-ejes
abiertos) y una orbita de dimension O (el origen).

Ejemplo 8. Consideramos la familia de los siguientes campos vectoriales € en el plano

= (1’0)T7 = (0’ ¢(x1))T’
donde ¢ (y) es una funcion suave sobre R positiva para'y < 0 (por ejemplo, ¢ (y) =exp (1/y))
e igual a 0 siy > 0. La drbita de cualquier punto es todo R? y por el teorema de la érbita
se tiene que diimI"(p) = 2, para cualquier p. Por otro lado, se tiene que L(p) estd generada
solo por el primer campo, cuando x; > 0, luego dimL(p) = 1. Esto muestra que en el caso
no analitico la igualdad T'(p) = L(p) puede no valer.

Corolario 2. Si dimL(p) = n, para cualquier p € X, entonces cualquier punto de X es al-
canzable desde cualquier otro punto por tramos de trayectorias de la familia F = { f, }ucu
(permitiéndose tiempos positivos y negativos), es decir Orb(p) =X, Vp.

2.4. Integrabilidad de distribuciones y foliaciones. Una distribucién A de dimensién
constante es integrable si existe una foliacion {Sq }qca sobre X tal que, para cada p € X,

TPS = A(p)a

siendo § la hoja de la foliacién que pasa por p. Encontrar la foliacién que satisface la
condicién anterior se llama integrar la distribucion, mientras que la foliacién y sus hojas se
llaman foliacion integral y variedades integrales de la distribucion, respectivamente.

Teorema 4 (Teorema Global de Frobenius). Una distribucion suave A de dimension cons-
tante es integrable sii es involutiva. La foliacion integral de A es la particion de X en orbitas
de la familia de campos vectoriales 7 = {g|g € A}.

Para definir integrabilidad de distribuciones que no son de dimensién constante hace falta
relajar la definicion de foliacion.
Una foliacion con singularidades es una particion

X - U Sa
acA
de X en subvariedades inmersas tal que, localmente, existe una familia de campos vectoria-

les {gp }pcp con T,Sq = span{gg(p)|B € B}, paratodo py .
Una distribucién sobre X se dice integrable si existe una foliacién con singularidades

{Sa}aca que satisface 7,S = A(p), Vp € S, siendo S la hoja de 1a foliacién que pasa por p.

Teorema S (Teorema de Nagano). Cualquier distribucion A analitica e involutiva es inte-
grable.

Actas del XI Congreso Dr. Antonio A. R. Monteiro (2011), 2012
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3. CONTROLABILIDAD Y ACCESIBILIDAD

En esta seccién trabajaremos con dos clases de sistemas con control, los sistemas no
lineales generales y los afines en el control. Los primeros se representan como

r:x=f(xu),

con x(t) € X, u(t) € U. Los segundos tienen la forma
m
Tafin © = f(x) + Y wigi(x),
i=1

donde x(t) € X y u(t) = (u1(t),...,un(t)) € U. Suponemos que X es un subconjunto abierto
de R" o una variedad suave de dimensién n. El conjunto de controles U es un conjunto
arbitrario, con al menos dos elementos en el caso del sistema X, y un subconjunto de R"”
en el caso del sistema X,4,. Los campos f, = f(.,u) definidos por ¥ se suponen de clase
%, al igual que los campos f, g1, ..., gn, definidos por L,5,. No necesitaremos regularidad
de f(x,u) con respecto a u cuando trabajemos con controles constantes a trozos. En otros
casos, supondremos que f(x,u) y sus derivadas parciales respecto de u son funciones suaves
con respecto a x y continuas con respecto a (x,u).

3.1. Definiciones basicas.

Definicion 6. El conjunto alcanzable desde p € X es el conjunto de puntos que se pueden
alcanzar desde el punto p por el sistema ¥; lo simbolizamos % (p). Para el caso de controles
constantes a trozos resulta

‘@(p):{ tkko'“o tzzoﬁl(p)akz 1,M1,...,Mk€U,ll,...,tk20}~

X;(p) es el subconjunto de Z(p) tal que t) +ty+ ...+t =ty se llama conjunto alcan-
zable desde p en el tiempo t.

H<(p) es el subconjunto de Z(p) tal que t) +tr+ ...+t <ty se llama conjunto
alcanzable desde p hasta el tiempo t.

Ejemplo 9. Consideramos el sistema en R?,
X1 = u%,
d = u3,
con U = R2. En este caso el conjunto alcanzable desde el origen es el primer cuadrante.

Definicién 7. Decimos que el sistema ¥ es accesible desde p si Z(p) tiene interior no
vacio; andlogamente se dice que ¥ es fuertemente accesible desde p si %;(p) tiene interior
no vacio para cualquier t > 0.

3.2. Linealizacion de Taylor. Daremos una condicién suficiente para la accesibilidad
fuerte. Supondremos que el conjunto de controles admisibles son los controles continuos
a trozos con valores en U C R™.

Sea (xg,up) un punto de equilibrio del sistema X, es decir f(xo,up) = 0. Supongamos que
f es de clase ¢’ con respecto a (x,u). Llamamos

d d
A= P ww), Bl =2 ()

y sean Ag = A(xo,ug), Bo = B(xo,up).
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12 Maria Etchechoury

Teorema 6. Si uy € intU y el par (Ay, By) satisface la condicion de rango de controlabilidad
para sistemas lineales, es decir,
2 -1
rg(Bo,A0Bo,AgBo, ..., Ay Bo) =n,
entonces el sistema ¥ es fuertemente accesible desde x.

Un resultado anédlogo fuera del equilibrio se puede enunciar asi. Sea u*(.) un control
admisible y sea x*(.) la correspondiente trayectoria del sistema X. Llamamos

AW =L@ 0). 8O =2 w0.00)

Teorema 7. Si u*(t) € intU y el sistema lineal variante en el tiempo
x=A(t)x+B(t)u, x(0)=0,

sin restricciones sobre el control, es controlable sobre el intervalo [0,T], entonces el con-
Jjunto alcanzable %t (xo) del sistema X tiene interior no vacio. En particular, si el grass-
manniano

G(0,1) /S T'(1)sT(1)dx,

con S(t) solucion fundamental de S(t) = A(t)S(t), S(0) = I, tiene rango n para algiint > 0,
entonces el sistema X es fuertemente accesible desde xy.

3.3. Algebras de Lie de sistemas con control. Consideramos el sistema con control ¥
y los campos vectoriales asociados f,(.) = f(.,u); sean las familias de campos vectoriales
F ={futuev Y9 ={fu— fo, u,v € U}. Se define el dlgebra de Lie del sistema ¥ como el
menor espacio lineal . de campos vectoriales sobre X que contiene a .% y es cerrado bajo
corchetes de Lie:

i, heZ=[fi.hleZ.

Se define el ideal de Lie del sistema ¥ como el menor espacio lineal %5 en .Z de campos
vectoriales sobre X que contiene a ¢ y tal que es cerrado bajo corchetes de Lie:

Hhel, hel=l[fifh]e.

Nota 7. Se puede ver a partir de las definiciones anteriores que tanto £ como £y pueden
definirse equivalentemente por corchetes de Lie sucesivos asi:

L =span{[fu,s-- - fuey» fue) -] k> 1 ur, ... ,up € U}
Lo =span{[fu,,- s [fue s fup = fupn] - ) > Loug, g €U S

Para el sistema afin en el control Xy, se tiene:

"E/ﬂ:Lie{fvglv"'7gm}:Span{[giw"'v[gik,ngik]-'-]‘kz lvogilu--wikgm}?
2o =span{[gi,,- -, (&1 &) -] |k > 1,0 <iy,... i <m,ig # 0},
donde go = f.
Ademas,

L = span{fu*,.,%},

siendo u* cualquier elemento fijo de U.

Ejemplo 10 (El dlgebra de Lie y el ideal de Lie de un sistema lineal). Consideramos el
sistema lineal
m
X=Ax+Bu=Ax+Y ub;,
i=1
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donde b; son campos vectoriales constantes. Teniendo en cuenta que g1 = by,...,gm =
bm, f = go = Ax, y que el corchete de Lie entre campos vectoriales constantes es cero, se
tiene que en la formula de £y los vinicos corchetes de Lie iterados no nulos son

[AX,b;] = —Ab;, [Ax,[AX,b]] = [Ax,—Ab;| = A, ...,

adyy ... adpb; = ad, b; = (—1)/A'b;.
El ideal de Lie es .

Ly =span{A’Db;|j > 0,1 <i<m},
que por el teorema de Cayley—Hamilton resulta

Ly =span{A’b;|0< j<n—1,1<i<m)}.
Ademds a partir del ideal de Lie £y podemos calcular el dlgebra de Lie £ asi:
£ = span{Ax, %}.

3.4. Ciriterios de accesibilidad. Dada una familia de campos vectoriales ¢ definidos
sobre X y dado x € X, se define:

A (x) = span{h(x) | h € H}.

En particular, £ (x) y % (x) son los espacios de vectores tangentes en x definidos por el
dlgebra de Lie .2 y el ideal de Lie .% del sistema X, respectivamente.
Enunciamos ahora un resultado fundamental sobre accesibilidad, [5].

Teorema 8 (Sussmann-Jurdjevic). (a) Si para un sistema suave ¥ el dlgebra de Lie asociada
Z es de rango completo en x, es decir dim.Z (xy) = n, entonces %<,(xy) tiene interior no
vacio, resultando entonces un sistema accesible desde x.

(b) Si el sistema X es analitico y dim % (xg) < n, entonces el sistema no es accesible
desde xy.

Demostracion. Parte (a):

Por ser dim.-Z(xp) = n, se tiene que dim.%(x) = n, para todo x en un entorno de x
(el rango completo se alcanza por n campos vectoriales linealmente independientes en un
entorno de xp). Por la misma hipdtesis existe u; € U tal que f,, (xo) # 0. De otro modo, a
partir de la definicién de corchete de Lie se tendria que todos los campos vectoriales de &
se anularian en x( y entonces dim.%#(xy) = 0. La trayectoria y," xo, t € V; = (0,¢€;), & > 0,
es una subvariedad de X de dimensién 1, que llamamos Sj.

Podemos asegurar, ademads, que existe u € U tal que los campos f,, y fi, son linealmente
independientes en algin punto x; € S;. Si asi no fuera, todos los campos vectoriales de .%
serfan tangentes a Sy, y como combinaciones lineales o corchetes de Lie entre campos
tangentes a una variedad resultan campos también tangentes a esa variedad, se tendria que
todos los campos en . serian tangentes a Sy, lo cual contradice que dim.%(xg) = n (si
n>1).

Sean f,, y fu, campos linealmente independientes en x; = y,lf‘xo € 81,0 <1 < é&. Defi-
nimos la aplicacion

(t1,12) — x = 12" o 11" (x0),
con (t1,t2) € Vo = (0,&1) x (0,&), & > 0. Para &, suficientemente chico la imagen de esta
aplicacién contiene una subvariedad de X de dimension 2 que llamamos S,.

Por un argumento similar al de antes existen x3 € U y un punto x, € S, tal que el campo

fu; 1O es tangente a S, en x. Entonces la imagen de la aplicacion

(l],l‘z,l3) — X = ’)4:3 o tzz o’y;fl(XQ),
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con (t1,t2,13) € V3 = (0,€1) x (0,&) x (0,€3), &3 > 0, contiene una subvariedad Sz de X de
dimension 3. Observar que S;, i = 1,2, 3, son subconjuntos del conjunto alcanzable.

Luego de n pasos obtenemos una subvariedad S, de X de dimensién n, es decir, un
subconjunto abierto de X, que estd contenido en el conjunto alcanzable %Z<(xy), donde
t=¢€+---+¢, Como €,...,§& pueden tomarse arbitrariamente chicos, se tiene que el
conjunto % (xp), t > 0 tiene interior no vacio.

Parte (b):

Por el corolario del Teorema de la 6rbita se tiene que el espacio tangente a la 6rbita en xg
es £ (xp). Cuando dim .Z(x() < n, se tiene que esta Orbita es una subvariedad de dimension
menor que n. Luego su interior es vacio. Como el conjunto alcanzable es un subconjunto de
la orbita, su interior también es vacio. O

Corolario 3. Si el sistema ¥ es analitico, entonces el interior en la drbita Orb(xgy) del
conjunto alcanzable % (xy) es distinto de vacio.

Ejemplo 11. Consideramos el siguiente sistema con un control escalaru € U = R:
X1 =u,
X =xk, k>2.
El sistema es afin en el control con f = (0,x5)T y g = (1,0)T. Entonces
[8:f1= 0.k D", [g,[g. /1] = (0,k(k—1)x} )T, adgf = (0,k!)",

luego dim.%(x) = dim.Z(x) = 2, para todo x; en particular el sistema es fuertemente
accesible desde el origen.

Si consideramos ahora el ideal de Lie . se tiene el siguiente resultado:

Teorema 9. (a) Si el sistema ¥ es suave y dim 2 (xo) = n, entonces %;(xo) tiene interior no
vacio para cualquier t > 0. (b) Si dim Zy(xo) < n, entonces int%;(xo) = 0 para cualquier
t>0.

Ejemplo 12. Consideramos el sistema sobre R>
X =1,
Xy = ux%,
y tomamos xo = (0,0) y U = R. Se tiene
F={1,u)T [ueR,}, ¢ =span{(0,x)7}.
El dlgebra de Lie £ generada por F contiene los campos vectoriales
fi=00)7, A=), f=1h,H]=(0,20)", [fi, ] = (0,2)".

Luego, dim % (xg) = 2 y entonces el sistema es accesible desde xq. Por otro lado £y(xo) =
span{(0,1)T} y entonces el interior del conjunto alcanzable en el tiempo t,t > 0, es vacio.
En efecto, puede probarse que % (xy) coincide con el semiplano derecho abierto y el origen,
mientras que % (xo) es igual al conjunto {x; =t,x, € R}.

Ejemplo 13. Se considera una nave espacial con dos chorros localizados de modo tal
que los momentos angulares son paralelos a los ejes principales de la nave. Entonces, las
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ecuaciones de movimiento para velocidades angulares son

W) = a ;s +u;

) = arx30) + up

3 = az 0,
donde las constantes estdn dadas por los momentos de inercia principales: a; = (L — 1) /11,
ay=(I3—1)/hLya3 = (I, — ) /1. El sistema es afin en el control con

[ = (a1003,a:0301,a30,0,)", g1 =(1,0,0)", g2 =(0,1,0)".
Se tiene que
[f:g1] = —(0,a2a5,a30)",  [f,82] = —(a103,0,a3001)",
[¢1,[g2, 1] = (0,0,a3)".
Se ve fdcilmente que
dim % (x) =3 <= dim.Z(x) =3 < a3 #0,

para cualquier x = (@;, @, ). Se tiene entonces que el sistema es accesible (equivalente-
mente fuertemente accesible) si y solo si I; # I.
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