CARTAS DE CONTROL: SU EFECTIVIDAD PARA DETECTAR CAMBIOS
MEDIANTE UN ENFOQUE POR CADENAS DE MARKOV ABSORBENTES

Lidia Toscana - Nélida Moretto - Fernanda Villarreal

Universidad Nacional del Sur, ltoscana@criba.edu.ar

Resumen

Las cartas de control se utilizan para chequear la estabilidad de un proceso. Cuando se evalua cuan efectiva es una
carta de control para detectar cambios en los parametros de un proceso se pretende que los mismos sean detectados
inmediatamente después de que ocurran, que la tasa de falsa alarma sea baja y que la tasa de muestreo sea razonable.

La tasa promedio de muestreo es el nimero promedio de observaciones hasta que una de ellas indica una
condicion fuera de control y se denomina Longitud de Corrida Promedio (LCP). Si bien puede evaluarse mediante
calculos probabilisticos, cuando se trabaja con una carta de control con reglas de rachas no es sencillo su computo en
términos de simples probabilidades.

En este trabajo se presenta la determinacion de la LCP para la carta X de Shewhart para observaciones
individuales combinada con una regla de rachas, modelizada mediante una cadena de Markov absorbente.

Palabras claves: Cartas de Control — Reglas de Rachas - Cadenas de Markov — Longitud de Corrida Promedio.

1. INTRODUCCION

Sea X la variable aleatoria que representa una caracteristica de un proceso que se supone distribuida
normalmente con media p y variancia o°. Sea X, su valor observado en el instante t. Si sucesivas
observaciones obtenidas en forma independiente se denotan por X;, X,, Xi.......... puede asumirse que las
Xi= N (1, 62) parat=12,....... , es decir, estan idénticamente distribuidas.

Para monitorear la media del proceso con la carta tradicional de observaciones individuales de
Shewhart, en adelante la carta X, las sucesivas observaciones X, se grafican sobre la carta cuyos limites de
control se toman usualmente a + 3¢ de la linea central, fijada en el valor de la media p del proceso y cuyo
desvio estandar se supone igual a 6. Estos limites se conocen como limites de control ““ 3 - sigma".

Si cuando el proceso esta bajo control sus parametros son | = Ly, y G = 6, entonces se dice que la carta
da una senal si X; se ubica por fuera de los limites de control p, £ 3c,. Si se trabaja con valores
estandarizados Z&= (X - L) / 0y, entonces la carta X dara una sefial si | Z: | > ¢, siendo usualmente ¢ = 3.

Si se produce una sefial cuando el proceso esta bajo control se dice que la carta ha dado una falsa
alarma; si realmente ha ocurrido un cambio en el proceso, la sefial se denomina sefial de deteccion del
cambio.

Si bien la carta X da una sefial de proceso fuera de control cuando un punto cae fuera de los limites de
control 3 — sigma, este suceso no es el tnico que puede poner de manifiesto un desajuste del proceso. Es
usual prestar atencion a secuencias de puntos que tengan poca posibilidad de ser observadas en un proceso



bajo control. Para detectarlos se dividen las dos areas alrededor del limite central en tres zonas iguales
correspondiendo cada linea a un desvio estandar. Los limites internos que se adicionan a los tradicionales 3
— sigma, reciben el nombre de limites de advertencia (Montgomery, 1991). Figura 1.
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Figura 1: Carta de control con limites de advertencia

El Western Electric Handbook (1956) establece reglas para detectar patrones no aleatorios. Algunas de
ellas se enuncian a continuacion y sugieren llegar a la conclusion de que el proceso esta fuera de control si
se presenta cualquiera de las siguientes situaciones.

Regla 1: Un punto fuera de las lineas de control de 3 - sigma

Regla 2: 2 puntos consecutivos 6 2 puntos de 3 puntos consecutivos mas alla de los limites de advertencia
2 —sigma.

Regla 3: 4 de 5 puntos consecutivos se encuentran a una distancia de un sigma o mas de la linea central.
Regla 4: 8 puntos consecutivos se hallan al mismo lado de la linea central.

Estas reglas de rachas se aplican a un lado de la linea central a la vez. Por ejemplo, si consideramos la
Regla 2, un punto que aparece encima del limite superior 2 — sigma, seguido por otro que se ubica debajo
del limite inferior 2 - sigma no constituye una sefial de que el proceso esta fuera de control. En cambio,
sera una sefial fuera de control, tanto cuando dos observaciones consecutivas o dos de tres caen por encima
de la linea de advertencia superior o por debajo de la linea de advertencia inferior.

Si se denota por T (k, m, a, b) a la regla de racha que da una sefal si k de los m ultimos valores
individuales estandarizados, caen dentro del intervalo (a, b) con a < b, las reglas de rachas “un punto por
encima de los limites 3-sigma” y la de “dos de tres observaciones consecutivas mas alla de los limites de
advertencia 2 —sigma”, pueden expresarse por:

Tl: {T (19 la_ws_s);T(la 1733 (D)}

TZ = {T (2’ 33 '3a _2)9 T (29 33 29 3)}

La carta X combinada con la regla de rachas T, puede expresarse por:

T1,2:Tl U T2:{ T(la 1,—@, _3) 5 T(za 3a '37 _2) 5 T( 2a 37 25 3) 5 T( 1, 17 3a w)}



Cuando se evalua la efectividad de una carta de control para detectar cambios en los parametros de un
proceso se pretende que el mismo sea detectado inmediatamente después de que ocurra, que la tasa de
falsa alarma sea baja y que la tasa de muestreo sea razonable.

Una medida para la tasa promedio de muestreo se obtiene usando el niimero promedio de
observaciones hasta que se produce una sefial. El nimero de observaciones requeridas hasta una sefial se
denomina usualmente Longitud de Corrida de la carta de control. El nimero promedio de observaciones
que deben graficarse antes de que una de ellas indique una sefial es la Longitud de Corrida Promedio
(LCP). La LCP para falsa alarma deberia ser suficientemente grande y la LCP para deteccion a un cambio
deberia ser pequeia.

Si bien para las cartas de Shewhart, cuando el proceso esta bajo control o cuando se produce un
cambio, la LCP puede evaluarse mediante el calculo probabilistico, cuando se adicionan reglas de rachas
no es sencillo expresar estas medidas en términos de simples probabilidades.

En este trabajo se modela mediante una cadena de Markov absorbente a la carta de Shewhart para
observaciones individuales adicionandole la regla de rachas: “2 de 3 puntos consecutivos mas alla de los
limites de advertencia 2 —sigma” a fin de ilustrar este método para obtener la LCP.

2. EFECTIVIDAD DE LA CARTA X

Para la carta X, el nimero de observaciones independientes que son extraidas hasta que se produce
una sefal es una variable aleatoria N, con distribucion de probabilidad geométrica con parametro p, siendo
p la probabilidad de que cualquier punto muestral exceda los limites de control 3 —sigma. El valor esperado
o promedio de observaciones requeridas hasta una sefial es:

E(N)=1/p=LCP
siendo p =0.0027, la probabilidad de que un punto caiga fuera de los limites 3 — sigma.

Entonces, la longitud de corrida promedio LCP = 1/0.0027 = 370,4, indica que atin cuando el proceso
esté bajo control, se genera una sefial de fuera de control cada 370,4 muestras en promedio. Es decir, se
genera una sefial de falsa alarma cada 370,4 observaciones en promedio.

Para evaluar la Longitud de Corrida Promedio de la Carta X cuando se utilizan reglas de rachas,
Brook and Evans (1972) proponen un método inicialmente utilizado para evaluar la LCP de la carta de
control de Sumas Acumuladas, CUSUM vy en este enfoque las cartas de control se modelan como una
cadena de Markov absorbente.

3. MODELIZACION DE LA CARTA X CON REGLAS DE RACHAS POR UNA CADENA DE MARKOV
ABSORVENTE

La carta X combinada con la regla de rachas T,: “dos de tres observaciones consecutivas mas alla de
los limites de advertencia 2 —sigma”, puede expresarse por

Tl,2:T1 U T2:{ T(la 1,—@, _3) 5 T(29 3a _39 _2) 5 T( 2a 39 29 3) 5 T( 13 19 3a w)}



En este caso el monitoreo de la media del proceso puede pensarse como una caminata aleatoria a
través de una cadena de Markov con siete estados transitorios E1, E2, E3, E4, ES5, E6, y E7 y uno
absorbente, ES, definidos por:

E, = {dos puntos consecutivos en (-2, 2)}

E, = {el primer punto en (-2, 2) y el segundo en (2,3)}

E;= {el primer punto en (2, 3) y el segundo en (- 2, 2) }

E, = {el primer punto en (-2, -2) y el segundo en (-3, -2)}
Es = {el primer punto en (-3, -2) y el segundo en (-2, -2)}
E¢ = {el primer punto en (-3, -2) y el segundo en (2, 3)}
E; = {el primer punto en (2, 3) y el segundo en (-3, -2)}

Eg = {un punto en (-00, -3) & un punto en (3, 00) 6 dos de tres puntos en (2, 3) 6 dos de tres
puntos en (-3, -2)}

Se define la matriz de transicion P = [p;,;] donde p;; es la probabilidad de que para la siguiente
observacion la cadena pase al estado E; dado que se encuentra en el estado E;.

Para determinar las probabilidades de transicion observemos que al monitorear la media de un
proceso estable, utilizando la carta X con limites de advertencia, una observacion individual de X tomada
en un instante t, estandarizada Z(t), puede pertenecer a cualquiera de las siguientes zonas:

Zona 1 = (-2, 2): zona segura
Zona 2 = (-3, -2): zona de alerta

Zona 3 = (2,3): zona de alerta

Zona 4 = (-00, -3) U (3, 00): zona de sefal

La probabilidad de que se obtenga una observacion en la zona i, cuando el proceso esta bajo control, la
designamos con p;:

pi=P(Z(1) € (-2,2)
p2=P(Z(1) € (-3,-2))
ps=P(Z (1) € (2,3)
ps=1-pi-p2 -ps

De lo anterior se obtiene la siguiente expresion para la matriz de transicion en un paso:



E ) E2 E3 E . E5 E6 E7 E8
E1 P Ps 0 P, 0 0 0 P,
E2 0 0 P, 0 0 0 P, p,tp,
E3 P 0 P, 0 0 0 Ps*P,
E, 0 o 0o p P 0 pp
E. p, P, 0 0 0 0 0 P,*P,
E6 0 P, 0 0 0 0 p,+p,*p,
E7 0 0 P, 0 0 P *Ps*P,
E 0 0 0 0 0 1

oo

Esta matriz de transicion P, puede ser reagrupada en cuatro submatrices constituyendo lo que se
conoce como su forma canonica:

I (1 x 1) = matriz identidad. I = 1 .Cada elemento representa la probabilidad de permanecer en un
estado absorbente en un paso.

O (1 x 7) = matriz nula. Cada elemento representa la probabilidad de pasar de un estado absorbente a
uno no absorbente en un paso.

R (7 x 1) = matriz de no absorbente a absorbente. Cada elemento representa la probabilidad de pasar
de un estado no absorbente a uno absorbente en un paso

N (7 x 7) = matriz de estados no absorbentes.

En general, en una cadena de Markov con la matriz de transicion expresada en forma candnica puede
obtenerse:

a) el nimero esperado de veces que el proceso pasa por cada estado no absorbente antes de ser
absorbido analizando cada uno de los elementos de la matriz (I1-N ) ™

b) el nimero esperado de transiciones que el proceso tarda en ser absorbido cuando comienza en
el i-ésimo estado, sumando los elementos de la i-ésima fila de la matriz (I-N)

La suma de los elementos de cada una de las filas de la matriz (I - N ) ' da el niimero promedio o
esperado de observaciones hasta que el proceso es absorbido por el estado Eg, que expresada en términos
de una carta de control, es la Longitud de Corrida Promedio.(Brook et al,1972).

Para evaluar la LCP para falsa alarma de la carta X cuando se adiciona la regla T,: “dos de tres
observaciones consecutivas caen mas alld de un limite 2 — sigma”, las probabilidades pj, ps, P3 ¥ P4 S€
determinan para una distribuciéon normal con media p = 1, y desvio estandar 6 = o, (proceso bajo
control) y son respectivamente 0.9544; 0.02145, 0.02145 y 0.00265. Con estas probabilidades se arma la
matriz de transicion, se establece su forma candnica y se construye la matriz (I—N) .

A partir de la suma de los elementos de cada una de las filas de la matriz (I—N) ' se obtiene la
siguiente matriz columna (225,44 215,88 220,39 215,88 220,39 211,34 211,34)".



Cada uno de estos valores representa en concepto de promedio la cantidad de observaciones para que
la carta dé una sefial. El valor 225,44 expresa que en concepto de promedio se necesitan aproximadamente
225 observaciones para que la carta dé una sefial cuando las dos primeras se encuentran en la zona segura
(-2,2). Como estos valores se obtuvieron considerando al proceso bajo control, ellos indican la longitud de
falsa alarma. Es decir, ain cuando el proceso esté bajo control se genera una sefial de fuera de control cada
225,44 muestras en promedio.

Cuando lo que se desea es la LCP para la deteccion de un cambio, se calculan las probabilidades p;,
P2, P3 Y P4 para una distribucion normal con media p; = py + 8oy, siendo d el corrimiento en desvios
estandar y se construye con ellas la nueva matriz de transicion.

Supongamos que se produce un corrimiento de un desvio estandar en la media del proceso, es decir la
nueva media es [, = Yo + oo, En este caso las probabilidades py, p2, p3 ¥y ps son 0.83995, 0.00135, 0.1359
y 0.0228 respectivamente.

Para determinar la LCP o numero promedio de observaciones que deberan ser observadas hasta
detectar el cambio, se suman los elementos de cada una de las filas de la matriz (I—N) ' obteniéndose la
siguiente matriz columna (20,01 19,85 17,70 19,81 19,83 15,87 17.66)T . El valor 20,01 expresa
que en concepto de promedio se necesitaran 20 observaciones para que la carta dé la sefial de deteccion del
cambio en la media.

En la tabla siguiente se presentan los valores obtenidos correspondientes a la LCP para falsa alarma y
para la deteccion de cambios en la media del proceso tanto para la carta X sin regla de rachas, columna 2,
como para la carta X con la regla de rachas T,, columna 3.

1 2 3

) X Xy T,
0.00 370.4 225.44
0.20 308.4 176.35
0.50 155.2 717.5
1.00 43.9 20.01
2.00 6.3 3.65

Si el proceso esta bajo control con media , y desvio oy, el valor numérico de la LCP para la carta
X utilizando limites “3 -sigma” y sin adicionarle regla alguna es igual a 370.4 observaciones en promedio
hasta una sefial de falsa alarma, fila 1 columna 2. Los valores de las siguientes filas de la columna 2,
corresponden a cambios o corrimientos en la media .

Del mismo modo se interpretan los valores de la columna 3 correspondiente a la carta X utilizada con
la regla T,. Por ejemplo, el valor sefialado en negrita, fila 1 columna 3, expresa que en concepto de
promedio, se necesitaran aproximadamente 225 observaciones para que la carta dé una sefial. Es decir, atin
cuando el proceso esté bajo control, se genera una sefial de falsa alarma cada 225 observaciones en
promedio.



Si comparamos este valor con el 370.4 de la tradicional carta X, es decir sin regla de rachas, vemos
que se genera mayor cantidad de falsas alarmas al ser la LCP menor.

Para la carta X sola, la probabilidad de detectar un corrimiento en la media del proceso en la siguiente
observacion luego del cambio, es funciéon de la magnitud del corrimiento. Supongamos que ocurre un
corrimiento de un desvio estandar en la media del proceso, es decir, la nueva media es p; = py + op. La
probabilidad de detectar este corrimiento es 0.0228 y el nimero promedio de observaciones hasta que la
carta detecte el cambio es LCP = 43.9. (Moretto, Toscana, 2005). En cambio, se necesitan en promedio 20
observaciones para detectar el mismo corrimiento en la media cuando se utiliza la carta X con la regla T,.

Si ha ocurrido un cambio en la media del proceso de manera que se ha desplazado p; = py + 0.200,
los valores de LCP para detectar el corrimiento son 308.4 cuando se trabaja con la carta X y 176.35 cuando
se trabaja con la carta X utilizada con la regla T,. Este ultimo valor es menor al obtenido para la carta X
usada sola, lo cual significa que se necesitan menos observaciones en promedio para detectar el cambio en
la media.

Si bien la carta X utilizada con la regla T, detecta antes que la carta X los cambios en la media, debe
notarse que genera mayor cantidad de falsas alarmas. Es decir, X utilizada con la regla T, es mas sensible
para la deteccion de los cambios en detrimento de la tasa de falsas alarmas. Una forma de lograr que dicha
tasa de falsa alarma se mantenga igual a 370 6 tome un valor conveniente, consiste en disefiar las cartas
considerando limites de control alternativos a los “3 -sigma”.

Cuando se implementa una carta de control hay que analizar qué carta es la mas conveniente en cada
situacion real, teniendo en cuenta cuales son las consecuencias de que se produzcan mas cantidad de falsas
alarmas versus las consecuencias de la deteccion tardia de cambios en el proceso.

4. CONCLUSIONES

Las tradicionales cartas de Shewart son simples de implementar y utilizar para el control estadistico
de procesos. Su efectividad para detectar cambios puede evaluarse facilmente mediante calculos
probabilisticos, determinando la Longitud de Corrida Promedio (LCP) para distintos cambios en el
proceso.

La evaluacion de la efectividad de las cartas para detectar cambios en un proceso, cuando se la utiliza
combinada con reglas de rachas 6 tests de inestabilidad, no es tan simple. Resultados aproximados pueden
determinarse utilizando un modelo de Simulacién, mientras que el enfoque por cadenas de Markov permite
obtener resultados exactos.

En este trabajo la aplicacion de cadenas de Markov absorbentes permitio el calculo de la Longitud de
Corrida Promedio cuando a la tradicional Carta X se le adiciona reglas de rachas. Presentamos la
metodologia para una combinaciéon en particular, pero la misma puede emplearse para otras
combinaciones de reglas definiéndose cuidadosamente los estados de la cadena y el nimero de ellos.
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