REPRESENTACION POR HACES DE
ESTRUCTURAS RETICULADAS

Diego J. Vaggione

Sea A un dlgebra (es decir un modelo de un lenguaje sin
simbolos de relacién). Un sistema de congruencias serd un
conjunto de ecuaciones

x=x,(6,)
X = X,(0,)

x=x,(0,)

donde 6,,0,......6, € Con(A), x,....x, € Ay ademis la
siguiente condicién (obviamente necesaria para que el sistema
tenga una solucién x en A) se cumple:

(x,x)€ 8, v6, V Kk,

Si M es una clase de &lgebras, entonces I(A,)denotard al
conjunto {# € Con(A)/ A/ el(M)}donde

I(a)={B/B=C para algin C € & }

Por un Espacio de Stone entenderemos el espacio de
representacién topolégica (de Stone) de un reticulado distributivo
con 0y 1 (ver [1]).
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Si X,Yg2?@S)={T/TgS}, entonces diremos que X
minorizaa Y cuandoV TeY hay un Re X tal que RCT.

Se dice que un algebra A satisface el Teorema Chino del Resto
cuando todo sistema de congruencias de A tenga una solucién en
A. Es un hecho conocido que un algebra A satisface el Teorema
Chino del Resto si y solo si A es aritmética ( 0 sea sus congruencias
permutan y Con (A) es distributivo) (ver por ejemplo [3, pig. 221,
ejercicio 68)).

Diremos que un algebra A satisface el Teorema Chino del Resto
con respecto a una clase £ < Con(A) cuando todo sistema

B0, X e X, tal que {6,,.....,0,} minoriza a I tenga una
solucidn en A.

Los resultados bésicos y la notacién sobre haces que usaremos
en esta nota estdn claramente expuestos en [4].

El Teorema 6.7 de [4] (Ledbetter) establece que bajo ciertas
condiciones sobre A y M, una condicién suficiente para que A sea

expresable como el dlgebra de las secciones globales de cierto haz
de élgebras de M es que A satisfaga el Teorema Chino del Resto .
El siguiente Teorema probado en [7, corolario 2 del teorema 6.2}
muestra como puede debilitarse la anterior condicién a los fines
de volverla una condicién también necesaria. Recordamos que

dados x,y € TI{A;: i €1}, el ecualizador de x.e y es el conjunto E(x,y)
={i eI/ x(i) =y}

TEOREMA 1: Sea A un élgebra tal que Con (A) es distributivo y
sea M una clase universal de 4lgebras que contiene todas las

imégenes homomoérficas subdirectamente irreducibles de A.
Entonces son equivalentes:

(1) A es isomorfa al algebra de las secciones globales de un
haz de algebras de M.

(2) El embedding
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g A-gA)cTI{A/6: 8 € Z(A M)}
Xx—gx) = (x/6: 6 € Z(AM)

produce un isomorfismo entre A y g(A), el 4lgebra de las
secciones globales del haz construido a partir del producto
subdirecto

g(A)CTI{A/6: 6 e Z(AM)}

donde Z(A,a1)lleva la topologfa generada por

{E@x).g(y): xy eA}

la cual hace de Z(A,M)un espacio de Stone en el cual los
conjuntos de la forma,

U NE@X.8(y)), con xf,y* e Anm20

k=1 j=1

son precisamente los conjuntos fundamentales de
Z(A,91). ]

(3) A satisface el Teorema Chino del Resto con respecto a
Z(A,M).

El teorema anterior se aplica naturalmente tomando A en una
variedad de estructuras reticuladas y tomando M como la clase de
las 4lgebras totalmente ordenadas de tal variedad. (Ndtese que el
Teorema de Jénsson (ver [2, pag. 147]), nos asegura que en una
variedad de estructuras reticuladas las dlgebras subdirectamente
irreducibles de la subvariedad generada por las dlgebras
totalmente ordenadas serdn también totalmente ordenadas) Sin
embargo veremos que hay otras posibles elecciones interesantes
para M en el caso de estructuras reticuladas.

En lo que sigue usaremos la dualidad topoldgica de Priestley
(ver [5] y [6] ) para estudiar el Teorema Chino del Resto en los
reticulados distributivos. Como es usual, X(L) denotars el espacio
de Priestley de un reticulado distributivo y acotado L. Six €L,
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a(x)={peX(L)/p3x}

El siguiente resultado es bien conocido:

a) Y- 6, ={(xy)el’/ a()NY=a(y)NY}

es un anti-isomorfismo entre el reticulado de los
subconjuntos cerrados de X(L) y el reticulado Con(L).

TEOREMA 2: Todo reticulado distributivo L satisface el Teorema
Chino del Resto con respecto a Z(L,{2,3}).

Demostracién: Llamemos 6, a la congruencia

{(x,y)/ xep@yep}

donde p es un filtro primo. Ademés supongamos que L &s acotado
ya que si no lo es, podemos "adjuntarle las cotas que le falten" y el
reticulado resultante cumplird el Teorema 2 si L lo hace (es
trabajoso pero facil chequear tal cosa).

Sea 0, 0,.uurers B0 Xyppenennens X, UN sistema tal que (6y5-c..... 0.}

minoriza a X(L,{2,3}). Ademas supongamos qued,,....... @, son
congruencias compactas. Por (a) hay clopens (cerrados y abiertos)
Y1,......Yn tales que 6, =6y, k=1...,n. Ya que los conjuntos de la
forma o(x) son precisamente los clopens crecientes de X(L), buscar
una solucién al sistema anterior significa (topoldgicamente
hablando ) encontrar un clopen creciente U tal que:

UuNny, = ox)NY,, k=1...n

Pero sea U=|Jo x)NY,, tenemos que:
k=1
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3\

uny,={Jo xNY,NY,

k=1

a o ya que(xx'xx) € ‘6k v = ey,nv,
={Jo x)NYNY,
k=1 s

v

=0 (xl)nyln(UYkJ ya que e,ﬂ eaes ne.=A me
k=l que NXL,(2.3)=4

=0 x)NY,NXIL) (& = congruencia diagonal)

=0 (x)NY,

O sea que ya que U es un clopen, solamente nos faltarfa probar
que U es creciente. Primero nétese que:

I(L,{2,3})= {Opﬁ 8: psq.pqe X(L)}

Sea pe g (x)Y, y supongamos q 2 p. Ya que el sistema

mincriza, hay un 1/ 6y =6,< 6,N8,, es decir, p,g € Y,. Ya que
o (x )NY,NY, = o (x)NY,NY, ((xk,x,) €, vl = GY.nY,)

tenemos que p € 0 (x)lo cual implica q € ¢ (x;), con lo cual qeU .
Es decir que U es creciente Y . hemos probado que en L todo
sistema tal que minoriza y sus congruencias son compacias, tiene
solucién.  Si §,,....,8,.X;,....,x, €5 un sistema que minoriza,

entonces hay §,,9,.....,5, congruencias compactas tales que

6,£6,....6,20, y (x.x)ed v V k]

con lo cual el sistema,,....,0,,x,.....,x_ tiene solucién. O

En general probar que cierto tipo de sistema tiene solucién es
dificultoso ya que la existencia de la solucién puede depender del
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axioma de eleccién y . no tendremos un x candidato a ser
solucién. Notese que en el caso de un reticulado distributivo y

acotado, un sistema Oy,...,0y,X;.....X, tiene solucién  si

n
U=|Jo (x))NY, es clopen creciente, es decir, en el contexto
k=t

topolégico tenemos un objeto concreto el cual representa la
solucién y del cual solo debemos probar que cumple cierta
propiedad. Es decir, la dualidad de Priestley transforma un
contexto de trabajo que es esencialmente no constructivo en uno
constructivo.

Sea A un 4lgebra y sea M una clase . La topologia de los
ecualizadores de (A, M) es la topologfa generada por los

conjuntos E(g(x).g(y)). x.y€A, donde

g A-T1{A/06: 8eZ(A M)}
x=(x/0) 0eZ(AM)

En general pensaremos a Z(A,#)como un espacio topolégico
con tal topologia. Con E denotaremos el conjunto:

{Oﬁﬁ(g(XL).g(y{)) xL,yie A,nm2 0}

k=) Jul

Llamaremos T(A,M) al haz construido a partir del producto
subdirecto g(A) S TI{A /8: 0 € Z(A, )} (ver [4,pag. 23)).

Si T es un haz, con I'(T) denotaremos el 4lgebra de las secciones
globales de T Combinando Teoremas 1y 2, obtenemos:

TEOREMA 3:

(a) Si L es un reticulado distributivo, entonces

L=, (0,2,3) yE(L.{1,2,3})

es un espacio de Stone cuyos fundamentales son
precisamente los elementos de E.

190



(b) Si L es un reticulado distributivo acotado, entonces

L=T(T(L,{2.3) y Z(L.{2.3})

es un espacio de Stone cuyos fundamentales son
precisamente los elementos de E. d

Como una aplicacién del Teorema 3 daremos el siguiente:

TEOREMA 4; Sea L un reticulado distributivo. Entonces son
equivalentes:

(1) L=I(7) para algtin haz Tcon fibras en {1,2}.

(2) L=T(T(L.{1,2)) y Z(L,{1,2}) y es un espacio de Stone
cuyos fundamentales son precisamente los elementos
deE.

(3) Todo sistema de congruencias tal que la interseccién de
sus congruencias sea la congruencia diagonal, tiene una
solucion.

(4) L es relativamente complementado.
(5) Todo filtro primo de L es maximal.

(6) Las congruencias de L permutan.

Demostracién: (1)<(2)<>(3) es por Teorema 1. Veamos (1)=(4).
Sean xsu<y, x,u,yeI(T), con T=(S,n,I) un haz con fibras en
(1,2). Definamos:

) {y(i) si ieE(x,u)
wi)=4{" = ..
x(i) si ieE(y,u)
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~ Claramente w es continua ya que E(x,u) U E (yw) =1, lo cual nos
dice w e I'(T) . Es trivial verificar que w es el complemento de u
en[xyl. (9=(5) es un simple ejercicio .(5)=>(1) ya que si se da (5),
es obvio que 3 no es imagen homomorfica de L y .- se aplica el
Teorema 3. Ademés es un hecho bien conocido que (6) es
‘equivalente a (4). O

Nota: La equivalencia (4)¢> (5) del Teorema 4 es debida a Nachbin
(ver [1)).

En [8) se prueba el siguiente andlogo al Teorema 3, para el caso
de las p-dlgebras distributivas. Remitimos al lector a [1] por las
nociones bdasicas sobre p-algebras distributivas. Con D(L)
denotaremos al filtro de los elementos densos de una p-dlgebra L,
y con By, By, ........ By denotaremos las subvariedades propias
no triviales de la variedad By de todas las p-algebras distributivas.

TEOREMA 5: Sea 7,={L®1 D(L)e(,2)} y definamos
F.=%,NB,, n20.

Entonces

(1) fo = {2},
f,={(@*®Dx2") @1 k+l<n, 1<n-1}Uf2}hn 21,
7,={S®1 S<(B®1)xB, B,B'algebras de Boole}U{2}

(2) Para todo LeB,, 0sasw, L=I(T(L,%,) y (L, %,)es un

espacio de Stone cuyos fundamentales son precisamente los
elementos de E.

(3) Todo elemento de F» es globalmente indescomponible, es

decir si Le¥, y L=T(7) para algin haz subdirecto 7,
entonces L es isomorfo a alguna fibra de T. O
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Cabe aclarar que un haz T'se dice subdirecto cuando es producto
subdirecto de las fibras.

El Teorema 5 puede aplicarse para obtener el siguiente
resultado el cual es probado en [8].

TEOREMA 6: Sea L una p-dlgebra distributiva . Entonces son
equivalentes:

(1) L=I(T) para algin haz Tcon fibras de la forma B®1, con
B un algebra de Boole.

(2 Lz=T(T(L,M)) y Z(L,M) es un espacio de Stone cuyos
fundamentales son precisamente los elementos de E,
donde M ={B&1: B es dlgebra de Boole].

(3) Todo sistema de congruencias en L tal que la interseccién
de sus congruencias sea la diagonal, tiene una solucién.

(4) D(L) es relativamente complementado.

(5) L no tiene cadenas de filtros primos de mdas de dos
elementos.

(6) Las congruencias de L permutan.

(7) L es un algebra de Heyting de la variedad de 4lgebras de
Heyting generada por la clase {B@1: B es 4lgebra de Boole).

(8) Idem (7) mas la condicién Con((L,—))= Con(L). O

Es facil de verificar que para el caso de los reticulados
distributivos, la clase {1,2,3} - {1} cumple que sus elementos son
globalmente indescomponibles (ver (3) del Teorema 5).
Anéilogamente la clase (2,3} tiene tal propiedad cuando
consideramos la variedad de los reticulados distributivos acotados.
(Recuerdese que toda &lgebra trivial es isomorfa al producto

193



subdirecto de la familia vacia de é&lgebras y .. el haz
T=(2,1n,8) con 1:@—-D la funcién cuyo grafico es @ , es tal
que toda 4lgebra trivial es isomorfa al 4&lgebra

I'(7) = {seccién cuyo gréfico es B}.)

O sea que para el caso de las variedades de reticulados
distributivos, reticulados distributivos acotados y todas las Bg,
0 <o <, hemos encontrado una clase M la cual cumple:

(a) Toda 4algebra A de la variedad es tal que
A=T(T(AM)) y Z(A,M) es un espacio de Stone cuyos
fundamentales son precisamente los elementos de E.

(b) VA en M-{4lgebras triviales}, si A=I'(T)con T un haz

subdirecto sobre un espacio de Stone, entonces A es
isomorfa a alguna fibra de 7.

Es decir la clase M es una clase mfnima con la propiedad de que

se pueda expresar toda algebra de la variedad como el 4lgebra
['(7), con Tun haz sobre un espacio de Stone, con fibras en M.

Uno podria pensar que lo anterior es un fenémeno
particular de las variedades antes mencionadas. A continuacién

daremos una lista de algunas otras variedades que poseen una
clase M con las propiedades (a), (b).

Algebras de Boole con M = {2}.
Algebras de Heyting con M =(L / 1 es join irreducible}
f- Anillos con M = {f - anillos totalmente ordenados}.
Vector groups con M =( Vector groups totalmente ordenados)
Algebras de Wajsverg con M = {A: A es totalmente ordenada)

Variedades con discriminador con M = {&lgebras simples).
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La diferencia entre los casos desarrollados en este trabajo y los
listados recien es que estos ultimos tienen la caracteristica en
comun de que las variedades en cuestién son de congruencias
permutables, lo cual nos garantiza trivialmente que se cumple el
Teorema Chino del Resto en toda é4lgebra de la variedad. Ademds
nétese que en todos estos casos la clase M resulta ser la clase de los
finitamente subdirectamente irreducibles.

Los dos siguientes problemas estidn claramente emparentados
con los casos desarrollados en este trabajo:

PROBLEMA 1: Encontrar una clase M que cumpla (a) y (b) para la
variedad de las dlgebras de De Morgan.

PROBLEMA 2: Idem problema 1 para la variedad de las p-algebras
dobles distributivas.

Como se puede notar, en este trabajo se han presentado dos
tipos de aplicaciones del Teorema 1, una la cual consiste en
encontrar una clase M que cumpla (a) y (b), y otra que consiste en
fijar una clase M (que contenga los subdirectamente irreducibles
de la variedad en cuestién) y estudiar que &lgebras son
representables por un haz con fibras en M (Teoremas 4 y 6).
Ambos problemas son interesantes. Notese que el primero puede
ser visto como un anélogo al Birkhoff's Subdirect Representation
Theorem el cual de mds informacién que este ultimo (por
ejemplo como se ve en la prueba del Teorema 4, de la
representacién de un reticulado distributivo L,
L—-TIHL/6: 6 €Z(L,{1,2,3)} podemos obtener ripidamente el
Teorema de Nachbin (pensandola como un haz ) , cosa que en
principio no parece suceder con la representacién de Birkhoff,
L—TI{L/6: L/6=2}.
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