INTRODUCCION A LA GEOMETRIA DE 1.0S PLANOS DE R4.

W. Reyes S.

Con el objeto de abordar la métrica ae ia variedad de

los planos bidimensionales de R4, la grassmanniana G

42"

generalizamos en la presente exposicién a R4 algunos

conceptos pertinentes a la geometria lineal dei espacio
R3.

3 y R4 dotados del producto escalar

canénico: <u, v> = utv y de la base ortonormal

Supondremos R

acostumbrada {ei}. Referida a ésta Gltima la ecuacion ae

un plano de R3 reviste la forma:

e o - - t .

¥yi o= Xg = Xja + x2b = (xl, x2) (a, b) =: xA (1).
Nétese que el punto de la base ey = (0, 0, 1) es ajeno
allplano.

Sea B = t(a', b'), los planos y = XA, y = XL

configuran entre si un angulo de interseccién, 6 = 8(A, B),
cuyas funciones coseno y seno estan dadas por las

férmulas:

c0329 = (1 + aa' + bb')/66",

M.S.C. 51N20, 53A25,53B20.
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((a-a)2+(-b)2+ (ab - ab)?)/66",

6 = tAA = 1 + a2 + b2, ' = tBB.

sin“6

Ahora bien, si se considera estos planos como
"infinitamente préximos"”, en Cuyo caso a - a' = da,
b - b' = db, sin® = 8 = ds, segun la férmula anterior:

2

as? - (da® + ab? + (adb - bda)?)/62.

(2)

Esta ultima férmula constituye la "métrica
riemanniana" propia de la variedad de los planos del
espacio R3\e3.

Es de interés hacer notar que (2) puede

representarse también matricialmente:
(1 + (a, b)t(a, b)) td(a, b)(1 + S(a,b)(a. b)) *da%(a. b).

I representara en adelante la identidad del algebra de

las matrices de 2x2.

A continuacién procuraremos generalizar la férmula

recién anotada al caso de los planos de R4.

Sean A y B respectivamente las matrices
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La identidad:

y: = (x3, x4) = (xl, xz)A: = XA, (4)
representa un plano de R4 distinto del engendrado por ey Y
e, [e3, e4]. En particular, si A = 0, el plano y = 0 es
el engendrado por e Y e,. |

Las soluciones en el adlgebra de las matrices de a 2x2
del sistema lineal: y = XA, y = XB estan limitadés por el
rango de la matriz constituida por los generadores de los

respectivos planos:

A B)

Si el rango de esta matriz es 2 (minimo), coinciden los
planos; si es 3, los planos se cortan segun una recta y si
el rango de (5) es 4 se intersectan solamente en el
origen.Esta Ultima alternativa queda satisfecha si se
cumple la definicidén siguiente:

los planos y

[}

XA, y = xB se dicen ortogonales si para

cualesquiera vectores (u, uA), (v, vB; vale:

<(u, uh), (v, vB)> = (u, uA)T(v, vB) = u(r + a'8B)% = o.
Por ejemplo, si detA # 0 y B = —tA-l, {5) es ortogonal
y por ende son también ortogonales los planos y = XA, y =

XB.
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Una propiedad caracteristica de los planos de R4

es la siguiente:

Dos planos, v = XA, v = XB, se intersectan segun
un par de a&ngulos no nulos y distintos en general.

En efecto, sin restriccidédn de la generalidad
podemos suponer B = 0 ya que, como se recordara, dos
planos cualesquiera pueden llevarse a coincidir por
medio de la accidén del grupo ortogonal O4 sobre el
fibrado de las bases. Véase [(B. C.].

El punto (u, uA) del plano y = XA se proyecta
ortogonalmente sobre el punto (u, 0) del plano y = 0,
de suerte gque el angulo, 9,ventre ambos esta dado por
Su coseno:

cos® = fuf/l(u, ur)l|.

Sea ¢ la forma cuadréatica:

o(u) = Jou, ua)]? = u(r o+ ata)ty,

o, en términos de las componentes a, b, c, d de A:
2 2 2
1 4o

Esta forma cuadratica presenta sobre el circulo

(1 + a° + c2)u + 2(ab + cd)u1 + {1 + b™ + d2)u22.

unitario, {u: Juf = 1}, dos puntos criticos, u (1) ge
suerte que los reciprocos de los respectivos valores
criticos determinan los cosenos de los angulos

comprendidos entre los planos.
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Es facil comprobar que la forma cuadratica ¢(u) e
independiente de u, o sea que ¢ es constante, si y
sb6lo si rige una de las alternativas siguientes:

c =b y d = -a o c = -b y d = a.

En cuyo caso los angulos que subtienden entre si ambos
planos son iguales. Entonces los planos se dicen
iséclinos.

Es evidente que la relacién de isoclinicidad es
mas amplia que la de ortogonalidad; dos planos
iséclinos que subtienden un angulo de n/2 son
ortogonales. En seguida pasamos a examinar ciertas
propiedades métricas de la variedad G4,2 de los planos
de R4\[e3, 34]'

La férmula (2) adaptada a R4 reviste la expresién
siguiente:

ds? = Tr(1 + taa)~lata(r + ata) laa (6).

Es la °métrica de la traza", introducida en un

contexto mas general por Y. C, Wong. (Véase [W]).

Damos luego (6) en funcidén de a, b, c, d, las

componentes de A.
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1 +c® +d -(ac + bd)
(1 + tAA)-l - A-l
-(ac + bd) 1 + a2 + b2
1+ b2+ a? -(ab + cd)
| -1
(1 + AtA)-l _ A
~(ab + cd) 1+ a% + a2

A =1+ a2 + b2 + 02 + d2 + (ad - bc)2 = det¢.

Si se substituye en (6) estas expresiones se calcula
efectivamente el tensor métrico (gij) en funcidén de a, b.
¢, d. Dejamos de lado este cbémputo para senalar que (6)
puede escribirse con el recurso del producto directo, o de
Kronecker, "&", de la siguiente manera:

2 t

as? - ata(r + taa)le(r + atay7?t

dA (7),

supuesto gue th se identifique con (da, db, dc,dd) y dA
con el respectivo vector-columna.

La prueba de (6) = (7) no es sino la verificacién de
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la identidad cuando se efectila el cadlculo de la traza ¥y
del producto directo usando los desarrollos recién
anotados. En R3 el producto directo de (7) se reduce ail

caso ya conocido. (2)

(c‘l 0)®((1 + b%)67t -abs™?t >
0 1 -abs ™! (1 + a%)s7!
Al conjugar tendremos finalmente:

2 2

(1 + p°)da 2

2 2.2

- 2abdadb + (1 + a”)db” = §%ds

Para terminar, enunciamos una relacidén entre
propiedades métricas y propiedades angulares de los planos
en forma de un

Teorema. La subvariedad de G de los planos de

_ 4,2
ecuacién y = xA, con A =

Lol )

es 1isométrica a la esfera S°.

2..2 2

Demostracidén, En efecto, sequn (7), &8°ds® = da“ + db2.

Al efectuar sucesivamente los cambios ce variable:

a = rcos8, b = rsinf, ¢ = 2arc ftgr,
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Se encuentra que:

(1 + r2)2ds2 - ar? « r2d82:
por otro lado:
(dr/1 + r2)2 = (d6/2)2%, (r/1 + r?)% = (sin¢de/2)2.

Las métricas de la variedad de los planos
iséclinos y de la esfera S2 son, salvo un factor, la

misma:, por lo tanto ambas variedades son isométricas.
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