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Sea A un anillo unitario. En todo lo que sigue la palabra modulo sig-
nificara modulo a izquierda, salvo mencion explicita de lo contrario. La teo-
ria de representaciones estudia las representaciones de A, o A—médulos, tra-
tando de obtener informacién sobre el anillo a partir del conocimiento de sus
modulos. Como ejemplos ilustrativos en esta direccion citamos los siguientes
resultados clasicos.

- Un anillo A tiene la propiedad que todos sus modulos son libres si y so—-
lamente si A es un anillo con division (0 sea, un cuerpo no necesariamente
conmutativo).

- Un anillo A tiene la propiedad que todo moédulo finitamente generado es
suma directa de copias de un mismo modulo simple si y solo si A es isomorfo
a un anillo de matrices sobre un anillo con division.

Restringiremos nuestro estudio al caso en que el anillo A es un algebra
de artin, que es un algebra finitamente generada como médulo sobre un ani-
lio conmutativo artiniano R. Esta nociéon generaliza la nocion de algebra fini—
tamente generada sobre un cuerpo (conmutativo) K, donde por K-dlgebra fi-
nitamente generada entendemos una K-dlgebra que es finitamente generada
con respecto a su estructura de K—espacio vectorial. De aqui en adelante A
designara un algebra de artin. Es claro que A es siempre un anillo artinia—
no.

Como ejemplos de K-algebras finitamente generadas citamos:

- El anillo M,(K) de matrices nxn con coeficientes en K.

- Th(K): la K-subalgebra de Mp(K) formada por las matrices triangulares

inferiores.

- El anillo cociente del anillo de polinomios K[X] por el ideal generado por un
polinomio no constante p(X).

- Subdlgebras y algebras cocientes de algebras finitamente generadas son fi-
nitamente generadas.
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- Sea V un K-espacio vectorial de dimension finita y T: V - V una transfor-
macion lineal. La K—subalgebra K[T] generada por T en la K-algebra de las
transformaciones lineales de V en V es finitamente generada sobre K. Este
ejemplo es importante, pues el estudio de los K[T]-moédulos se aplica para
hallar la forma normal de T. En realidad, el problema de estudiar modulos
sobre algebras finitamente generadas equivale a estudiar un problema de al-
gebra lineal, que bosquejamos asi: dado un espacio vectorial de dimension fi-
nita y un numero finitc de transformaciones lineales Ty, . . . , T : V =V,

encontrar una base 8 de V en la cual todas las transformaciones lineales Ti

tengan forma lo mas “simple” posible.

- Sea G un grupo finito y K(G] el algebra de grupo de G. K[G] es una K-al-
gebra finitamente generada y estudiar K[G]-modulos equivale a estudiar las
representaciones del grupo G.

- Si A es una R-algebra finitamente generada, con R anillo conmutativo ar-
tiniano, entonces a partir de un A-modulo M construimos otra algebra de la

siguiente manera. El anillo End, (M) de A-endomorfismos de M es una R-al-
gebra finitamente generada definiendo (f.r)(m) = f(rm), para f ¢ End, (M),
meM y reR . Resulta entonces que el anillo Ends (M) es artiniano. Obser-

vamos que esto ultimo no ocurre en general: se puede encontrar un anillo A
y un modulo finitamente generado M tal que End, (M) no es un anillo ar-

tiniano. Este es uno de los problemas que aparecen cuando se quiere exten-—
der los resultados obtenidos para algebras de artin a anillos artinianos.
Este ejemplo es particularmente importante. En un cierto sentido, abarca a
todas las algebras de artin, dado que todo anillo A es isomorfo al anillo de
endomorfismos del A-moédulo a derecha A.

Conocemos muy bien el caso en que A es el cuerpo K y M es un K-es—
pacio vectorial de dimensién finita n, donde Endy(M) = M (K), que es un

anillo simple, con un tnico modulo simple, a menos de isomorfismos.
Cuando A es basico y M es proyectivo y no contiene ningun sumando
directo isomorfo a A entonces End, (M) tiene menos modulos simples no iso-

morfos que A. Como ejemplo ilustrativo mencionamos que si A = T3(K) y
M = Aeqy & Aegy , donde ey designa la matriz que tiene 1 en el lugar ij, 0
en los demss, entonces Ends (M) = To(K).

Si M esta en mod(A) hay una relacion entre los modulos a izquierda
finitamente generados sobre A y los modulos a derecha finitamente generados
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sobre el anillo End, (M). Para unificar la notacién identificaremos los modu-
los a izquierda sobre el anillo A con los médulos a derecha sobre el anillo
A, donde A coincide con A como grupo abeliano, y el producto de dos

elementos a y b en A% es el elemento ba de A. Esto nos permitira hablar
slempre de A-modulos a izquierda, y en lo que sigue mod(A) designara a la
categoria de A-modulos a izquierda finitamente generados. Si X esta en
mod(A) entonces Homy (M,X) esta en mod(End, (M)°P) definiendo el pro-
ducto de f € Homy (M,X) por g ¢ End, (M) como la composicion feg. Luego,
sl escribimos (M, )(X) = Homp ( M, X), tenemos que (M, ) define un funtor

(M, ) : mod(A) ~ mod(Endy, (M)°P).

Cuando M = P es un A-modulo proyectivo llamaremos I p = Endy (PP,
En este caso (P, ) : modA ~ mod("p) es un funtor denso y lleno, es decir,
todo objeto de mod(Tp) es isomorfo a (P,X), para algin X en mod(A), y el
morfismo natural de grupos abelianos Hom, (X,Y) ~ l-lom|-p (P,X),(P,Y)) es un
epimorfismo.

Como A es artiniano y vale entonces el teorema de Krull-Schmidt los
A-mobdulos proyectivos indescomponibles finitamente generados son isomorfos
@ Ae, para algun idempotente primitivo e de A, y todo A-moédulo proyec-
tivo finitamente generado es suma directa de modulos de este tipo.

St e » 0, 1 es un idempotente central de A entonces 1-e es también
idempotente central y Ae, A(1—e) son subdlgebras de A con unidades e, 1-e
respectivamente. Ademés A = Ae x A(l-e) es el producto de estas subal-
gebras, de donde mod(A) es el producto de categorias mod(Ae)xmod(A (1-€)).
De modo que para estudiar A~moédulos basta estudiar moédulos sobre las al-
gebras Ae y A(l-e).

Si el idempotente e no es central entonces P = Ae es un A~médulo pro—
yectivo, pero no es en general una subdlgebra de A. Consideraremos el ideal

bilatero @ = AeA generado por e. Entonces @ = 02, o sea, O es un ideal
idempotente de A. Se puede ver que todo ideal bilatero idempotente de A es
de esta forma, y que Q coincide con la traza tp(A) de P en A, es decir, &

es el submodulo de A generado por las imagenes de los morfismos f: P - A
en mod(A).
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Sea ahora @ un ideal bilatero de un anillo Q. Si M es un médulo sobre
el anillo cociente Q/@, entonces M es un Q-modulo definiendo ®.m = &.m,
donde ® € Q, m ¢ My & designa la clase de v en Q/a. Consideramos asi a
mod(Q/@) como subcategoria de mod(R), y los Q-modulos que estan en esta
subcategoria son precisamente los M en mod(Q) tales que @M = 0.

Si @ es un ideal idempotente de © se puede considerar la categoria co—
ciente de mod(Q) por mod(2/@). En efecto, sabemos que si 4 es una subcate-

goria abeliana de mod(Q) entonces podemos hacer el cociente de mod(Q) por
& cuando 4 es una subcategoria de Serre de mod(Q), es decir si vale la si-

guiente propiedad:
- Para toda sucesion exacta 0 - A ~B- C- 0 enmod(Q), con Ay Cen
A se tiene que B esta en 4.

No es dificil probar que 4 = mod(Q/@) tiene esta propiedad si y solo si

Q=

En lo que sigue supondremos que ¢ es un ideal bilatero idanpotente de
A, y queremos describir esta categoria cociente. Sabemos que existe un A-

modulo proyectivo P tal que @ = tp(A). Si M es un A/Q-médulo, como
&M=0, A=tp(A) y P es proyectivo resulta que Homp (P,M) = 0, y se tiene una
sucesion exacta de categorias

mod(A /@) < mod(A) —> mod(p).

Esta sucesion es el objeto de nuestro estudio, y nos concentraremos en
el aspecto homologico del mismo. Como el dlgebra A es un anillo artiniano
entonces A tiene sélo un numero finito de A—-modulos simples no isomorfos. Si
el ideal & es no trivial las algebras A/Q y lp tienen menos modulos sim—

ples que A. De modo que un buen conocimento de esta sucesion puede condu—

cir a una manera de estudiar a A a partir de algebras con menos moédulos
simples que A.

Consideraremos en lo que sigue resoluciones proyectivas de M en mod(A),
esto es, sucesiones exactas ... - P, ~ ...+ Py~ P - M- 0, tales que ca-

da P; es un A-modulo proyectivo finitamente generado. Vamos a comparar
resoluciones proyectivas en las tres categorias: mod(A), mod(A/@) y mod("p).

Sabemos que hay varias subcategorias (llenas) § de mod(A) equivalentes a
mod(’). Mas aun, tales que la restricion de (P, ) a § : B ~ mod{'p) es una
equivalencia de categorias. Vamos a describir una de tales subcategorias,
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que llamaremos Py, dando las presentaciones proyectivas de sus modulos.

Las sumas directas finitas de sumandos directos de P son moédulos
proyectivos, y forman una subcategoria aditiva de mod(A), que designaremos
addP. Si el A-modulo Q esta en addP, entonces el Mp—modulo (P,Q) esta en

add(P,P), o sea, en add(Tp), y es por lo tanto un 'p-modulo proyectivo. Mas

aun, la restriccion del funtor (P, ) a addP induce una equivalencia de addP
en la categoria de I'p—moédulos proyectivos finitamente generados.

Definimos entonces Py como la subcategoria llena de mod A cuyos obje—
tos son los A-modulos M que tienen una presentacion proyectiva Py - P, -
M- 0, con P, P, en addP. Entonces (P, ) induce una equivalencia de P; en
mod({ p) que, por lo que observamos recién, preserva presentaciones minima-

les proyectivas. Sin embargo, (P, ) no preserva, en general, resoluciones mi-
nimales proyectivas. Si un médulo M tiene una resolucion proyectiva minimal
- ~Pyp-+.. 2Py, >M-0, diremos que Mestaen Py si Py ,..., Py ¢

addP, y diremos que M estd en P, si M esta en P} para todo k.
Estudiamos diversas condiciones necesarias y suficientes para que Py
= P, , esto es, para que el funtor (P, ) transforme resoluciones minimales

proyectivas en mod(A) de modulos en P1 en resoluciones proyectivas en
mod{ p). Puede probarse el siguiente resultado:

Proposicion: Las siguientes condiciones son equivalentes para el ideal bilatero
idempotente & de A:

) Py -Ba

2 By - B

3) PesunT gp—mc')dulo proyectivo, si se define la accién natural de
l'pop"m P: f.x =f(x), para fenTl, x en P.

4) Q8 G esun KP-modulo proyectivo.

5) La composicion mod(A) ), mod Mp P® . mod(A) esun

funtor exacto.

Nos concentramos ahora en la inclusion mod{A /@) <. mod(A), cuando @
es un ideal bilatero de A. Sea M un A/G-modulo ysea ... - P, ~... ~ Py~
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Po - M-0 un resolucion proyectiva minimal de M en mod A. Entonces
P;/@P; = A/ @ P; es un modulo proyectivo sobre A/Q y obtenemos una
sucesion ...~ P /@P, ~ ...+ Po/GPg - M - 0 que es un complejo, O sea,

satisface que la composicion de dos morfismos consecutivos es 0. Nos pregun-
tamos cuando esta sucesion es una resolucion proyectiva minimal de M en
mod(A /@), para todo M en mod(A /).

Puede verse que la sucesion Pq/QP| - Po/@P, + M - 0 es una pre—
sentacion proyectiva minimal de M, para todo M en mod (A/Q), si y solo si el
ideal bilatero @ es idempotente. Damos entonces la siguiente definicion.
Definicion: Sea k 2 1. Diremos que el ideal bilatero & de A es k-idempotente
st dado M en mod(A/@) y una resolucién proyectiva minimal ... - Pp -+ ... -

P, - M- 0 deM en mod(A), la sucesion Py/@Py ~ ..~ Po/GPo =+ M = 0

es el comienzo de una resolucién proyectiva minimal de M en mod(A/@).
Si @ es k-idempotente para todo k diremos que @ es un ideal idempotente
fuerte.

El siguiente resultado permite decidir si un ideal es idempotente fuerte
estudiando la resolucién proyectiva de un sélo médulo:
Proposicion: El ideal bilétero idempotente @ = tp(A) es (k+1)-idempotente si

y solamente si en una resolucion proyectiva minimal de & ...~ Pp- -
P, - a - G, los modulos P; estan en addP, para todo k21yparatodoi=1,
.. k.

Los ideales k—idempotentes pueden caracterizarse también comparando
los grupos de homologia de A/G-moédulos en mod(A/@) y en mod(A). Se de—
muestra que el ideal bilatero @ es k-idempotente si y solo si el homomorfis—
mo natural de grupos ExtiA /a&Y) - ExtiA (X,Y) inducido por el isomorfismo
Homp, /¢ (X,Y) = Homp (X,Y) es un isomorfismo para cada par modulos X, Y en
mod(A /@), para todo i = 1, ..., k.

Dijimos que los ideales 1-idempotentes son precisamente los ideales
idempotentes. Esto es, los ideales tales que el morfismo m: & @5 Q - A da-

do por la multiplicacion es un epimorfismo. Se puede demostrar que Q es 2-
idempotente si y solo si m es un isomorfismo. No hay un criterio similar para
k-idempotentes si k2 3.

Para todo k > 1 existen ideales que son k-idempotentes y que no son
(k+1)-idempotentes. Por ejemplo, si A = Tk+2(K)/n2, donde r es el radical de
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Tk+2(K), y P-= Ae22 ®.. .0 Aék+1,k+1 , entonces @ = tp(/\) es un ideal k-

idempotente, que no es (k+1)-idempotente.
Damos ahora algunos ejemplos de ideales idempotentes fuertes:

St @ es un ideal proyectivo de A, entonces & es idempotente fuerte.

En la definicién de anillos casi hereditarios se consideran ciertas cadenas
de ideales. Todos los ideales de dichas cadenas son idempotentes fuertes y
tienen dimensién proyectiva finita, aunque en general no son proyectivos. Los
anillos casi hereditarios fueron definidos por E.Cline, B.Parshall y L.Scott,
tratando de hacer una demostracién algebraica de la conjetura de Lusztig
sobre representaciones modulares de grupos algebraicos reductivos. Fue tra-
tando de comprender la nocion de anillo casi hereditario que surgi¢ este tra-
ba jo.

En los ejemplos mencionados los ideales idempotentes fuertes tienen di-
mension proyectiva finita, Existen también ideales idempotentes fuertes de
dimension proyectiva infinita.

Los resultados anteriores pueden combinarse dando una caracterizacién
de cufindo el ideal idempotente & es un A-modulo a derecha proyectivo:
Vimos que si Q es proyectivo entonces es idempotente fuerte. En consecuencia
es un 2-idempotente y entonces la multiplicacion m: ¢ ®A G - & es un iso-

morfismo, de donde también resulta que @ ®A O es un A-modulo a derecha

proyectivo. Por lo afirmado anteriormente tenemos entonces que @ es pro-
yectivo a derecha si y solo si P1 = B, y @ es idempotente fuerte.

Los resultados obtenidos permiten obtener formulas que relacionan las
dimensiones globales de los tres anillos: A/G, A y I p- También se aplican en

el estudio de algebras casi hereditarias.

Pensando en el problema de estudiar propiedades del algebra a partir
del conocimiento de sus modulos, uno puede preguntarse, por ejemplo, cusles
algebras tienen la propiedad de que todos sus ideales idempotentes son fuer—
tes. En esta direccion sabemos que las algebras de dimension global finita
con la propiedad de que todos sus ideales idempotentes son fuertes son pre-

cisamente las élgebras hereditarias.
' Por otro lado, podemos dar una caracterizacién de las dlgebras tales
que todos sus ideales idempotentes son proyectivos, y demostrar que tales al-
gebras tienen dimensién proyectiva finitista a lo sumo uno. O sea, que si M
es un A-modulo de dimension proyectiva finita entonces dicha dimension es 0
o 1. ~

La mayor parte de los resultados nuevos mencionados aqui han sido ob~
tenidos en colaboracién con M.Auslander y G.Todorov, y aparecerén publica-
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dos en TAMS (1]
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